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Page  34, 
55, 

94» 

11a, 

i35, 

«4., 

a6i, 

35o, 
370, 
. 4°5, 
• 4°7» 
4o8, 

4ia, 

4*3, 

5o4, 


ib., 

5*9, 

538, 


ligne 


1 5,  m = — 1,  lisez  7i*= — 11 

dernière  , dividende  , lisez  diviseur  ; diviseur,  lisez  divi- 
dende 

7,  par  3a,  lisez  par  160 
dernière,  ab’,  lisez  ab' 
a,  2,  lisez  | 

4 en  remontant,  quclleque,  lisez  quelque 
a,  de  x,  lisez  de  y 


■4,  bxC,  lisez  bx  , 

13,  les  théorèmes  1 et  11,  lisez  les  théorèmes  11  et  m 

14,  x — 4»  li*ex  x + 4 

16,  lisez  -f-B^-'+Oy'"’-' 

6 en  remontant,  $,  lisez  } | 

7 6 

6 en  remontant , au  lien  de  (x — a)r  lisez  (x — 5 je 
3,  /(x),  Usez  /'(x) 

1 4,  Les  qnatre  racines  imaginaires  sont  comprises  dans  la 


formule y={[ — 1 rfc  v\5 et \/ a)5 ± V5)  x — 1]. 
Corrigez  ainsi  : On  trouve  pour  les  racines  imagi- 
naires de  cette  équation, 

y = j[  — 1 -f-  >/5±  4/^5  + V5)  » V— ^3  et 

y = 3 [—  I — V/5  =fc  v/'j(5  — s/5)  x l/^ï] 

17,  les  valeurs  de  y données  par  la  formule  précédente, 

mettez  les  valeurs  ci-dessns  de  y. 

ia5 — 6r*  ta5 — Gov’ 

7»  *3  — 7T~  > Usez  *»  = 7*— 

y y*. . 

dernière,  lisez  qui  précèdent  N. 
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Nous  nous  sommes  appliqués  à mettre  à profit,  dans 
cette  seconde  édition,  les  avis  de  MM.  les  Profes- 
seurs, et  ceux  des  Géomètres  qui  ont  bien  voulu 
arrête*  un  instant  leur  attention  sur  les  modifications 
que  nous  avions  tenté  d'introduire  dans  quelques  par- 
ties des  Éléments  d’Algèbre. 

Ces  conseils  nous  ont  déterminés  à placer,  avant 
l’exposition  du  calcul  algébrique,  une  introduction 
qui  renferme  des  considérations  propres  à faire  ap- 
précier l’origine  de  l’Algèbre,  ses  usages,  l’utilité  des 
signes  quelle  emploie , et  la  signification  des  princi- 
paux symboles  auxquels  elle  donne  naissance. 

Nous  avons  emprunté  à M.  Cauchy  des  démonstra- 
tions nouvelles , sur  les  nombres  figurés  et  les  for- 
mules qui  servent  à la  sommation  des  piles  dé  bou- 
lets. 

On  tiouvera  dans  le  chapitre  XVe,  au  sujet  de  l’é- 
limination par  la  méthode  du  plus  grand  commun 
diviseur,  un  théorème  de  M.  Sarrus,  qui  lève  entiè- 
rement les  difficultés  relatives  aux  facteurs  étrangers. 

Les  autres  additions  importantes  que  l’ouvrage  a 
reçues  sont  réunies  dans  le  chapitre  XVIIIe,  qui  traite 
de  quelques  développements  en  séries.  Les  démons- 
trations relatives  aux  principes  sur  la  convergence 
des  séries , ainsi  que  celles  qui  se  rapportent  à la  for- 
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mule  du  binôme  pour  un  exposant  quelconque  et  aux 
développements  desexponentielles  et  des  logarithmes, 
sont  extraites  du  Cours  d’analyse  algébrique  de 
M.  Cauchy.  Le  chapitre  se  termine  par  un  article  dans 
lequel  nous  appliquons  les  séries  logarithmiques  à l’é- 
valuation des  erreurs  qui  résultent  de  la  proportion 
dont  on  fait  usage , pour  déterminer , à l’aide  des 
tables , le  logarithme  d’un  nombre , ou  le  nombre 
qui  correspond  à un  logarithme. 

Nous  n’avons  rien  négligé  pour  faire  disparaître  les 
imperfections  qui  nous  avaient  été  signalées,  ou  celles 
que  nous  avions  nous-mêmes  reconnues  ; et  si  nous 
n’avons  pu  y réussir  complètement,  nous  espérons, 
du  moins,  que  nos  efforts  n’auront  pas  été  entière- 
ment infructueux. 
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CHAPITRE  PREMIER. 


INTRODUCTION. 


Premier  aperçu  des  procédés  qui  servent  à faciliter 
la  résolution  des  problèmes  (T Arithmétique. 


I.  L’objet  que  Ton  a particulièrement  en  vue  dans  I’Algèbre, 
est  d’établir  des  méthodes  à l’aide  desquelles  ou  puisse  dé- 
couvrir les  opérations  qu’il  faut  exécuter  sur  des  nombres 
donnés  , afin  d’obtenir  d'autres  nombres  inconnus  qui  dépen- 
dent des  premiers  suivant  des  conditions  déterminées. 


2.  Pour  montrer  l’origine  de  cette  science,  supposons  que 
Ton  ait  à résoudre  la  question  suivante  : 

Partager  890  francs  entre  trois  personnes,  de  telle  sorte  que 
la  seconde  ait  1 15  francs  de  plus  que  la  première , et  la  troi- 
sième 180  francs  de  plus  que  la  seconde. 

Si  Ton  connaissait  une  des  parts , la  première,  par  exemple , 
on  obtiendrait  aisément  les  deux  autres. 

Or,  la  seconde  part  devant  être  égale  à la  première  aug- 
2r  Édit.  1 
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montée  de  1 15  francs,  la  troisième  part,  qui  doit  être  égale  à 
la  seconde  augmentée  de  180  fr.  , sera  égale  à la  première 
augmentée  de  1 i5  fr.  plus  180  fr. , ou  simplement  à la  pre- 
mière augmentée  de  2g5  fr. 

Donc,  la  somme  des  trois  parts  sera  formée  de  trois  fois  la 
première  part  plus  1 1 5 fr. , plus  encore  395  fr.  ; ce  qui  est  la 
même  chose  que  trois  fois  la  première  part  plus  4>o  fr. 

Cette  somme  doit  être  égale  au  nombre  à partager  qui 
est  8go  fr. 

Donc  trois  fois  la  première  part  plus  410  fr-  doivent 
égaler  890  fr. 

Donc  trois  fois  la  première  part  égaleront  890  fr.  moins 
4io  fr.,  ou  480  fr. 

Donc  la  première  part  égalera  le  tiers  de  4^°  fr-  > ou 
160  fr. 

Puisque  la  première  personne  a 160  fr.  , la  seconde , qui 
doit  avoir  1 15  fr.  de  plus  , aura  275  fr.  ; et  la  troisième , qui 
doit  avoir  180  fr.  de  plus  que  la  seconde,  aura  455  fr.  Ces 
trois  sommes  réunies  font  890  fr.  ; ce  qui  confirme  l’exacti- 
tude de  la  solution. 

S.  Cet  exemple  donne  un  aperçu  du  genre  des  raisonne-* 
ments  qu’il  faut  faire  pour  résoudre  les  problèmes  que  l’on 
peut  se  proposer  à l’égard  des  nombres  ; et  l’on  voit  que , 
pour  exprimer  ces  raisonnements,  pn  a surtout  besoin  d’em- 
ployer et  de  répéter  fréquemment  certaines  expressions  qui 
indiquent  ou  les  nombres  que  l’on  cherche , comme  ces  mots 
plusieurs  fois  répétés  dans  la  question  ci-dessus,  première 
part,  seconde  part , etc.,  ou  les  relations  qui  existent  entre 
les  quantités  que  l’on  considère  et  les  opérations  par  les- 
quelles elles  sc  déduisent  les  unes  des  autres,  comme  ces  mots 
égale  à, plus  ou  augmenté  de,  moins  ou  diminué  de,  etc.  Il 
est  donc  naturel  d’adopter  des  signes  particuliers  pour  repré- 
senter d’une  manière  abrégée  ces  sortes  d’expressions. 

4.  Pour  indiquer  l’addition  , ou  emploie  le  signe  -f-  qu’on 
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prononce  plus.  Ainsi , 3i  -f-  12  “H  8 siguifie  qu’on  doit  faire  la 
somme  des  trois  nombres  3i , 12  et  8. 

Pour  indiquer  la  soustraction , on  emploie  le  signe  — 
qu’on  prononce  moins.  Ainsi,  3i  — 12  signifie  que  l’on  doit 
soustraire  i2de3i. 

Pour  exprimer  la  multiplication , on  se  sert  du  signe  X 
qu’on  lit  multiplié  par , ou  bien  on  place  entre  les  facteurs 
un  point  ; ainsi , pour  indiquer  le  produit  des  deux  nom- 
bres 3t  et  5,  on  écrit  3i  x5  ou  3i.5.  Pareillement,  pour 
indiquer  le  produit  des  nombres  3i , 5,  8 et  1 1,  c'est-à-dire  le 
résultat  qu’on  obtiendrait  en  multipliant  successivement  3i 
par  5 , le  produit  par  8 et  le  nouveau  produit  par  11  , on 
écrit  3ix5x8x»i  ou  bien  3t.5.8.n. 

Pour  exprimer  qu’une  quantité  doit  être  divisée  par  une 
autre , on  écrit  la  seconde  quantité  au-dessous  de  la  première, 
et  on  les  sépare  par  une  barre  ; quelquefois  on  écrit  le  diviseur 
à la  suite  du  dividende,  dont  on  le  sépare  par  deux  points. 
Ainsi , pour  marquer  qu’on  doit  diviser  8 par  6 , on  écrit  jj, 
ou  8:6. 

On  exprime  l’égalité  de  deux  quantités  par  le  signe  = 
qui  se  prononce  égale.  Ainsi,  3 -f-  5 — 2 = 6 se  lit  3 plus  5 
moins  2 égale  6. 

Pour  exprimer  les  mots  plus  grand,  plus  petit , on  emploie 
le  signe  , en  ayant  soin  de  tourner  l’ouverture  de  ce  signe 
vers  la  quantité  qui  est  la  plus  grande.  Ainsi,  pour  exprimer 
l’inégalité  des  deux  fractions  ~ et  -j^-,  dont  la  seconde  est  plus 
grande  que  la  première  , on  écrit  rj  5 » ou  bien  | i-E 

Pour  représenter  abréviativement  un  nombre  inconnu  qu’il 
s’agit  de  déterminer,  on  se  sert  d’une  lettre  qu’on  choisit  de 
préférence  parmi  les  dernières  lettres  de  l'alphabet. 

Quand  un  nombre  qu’on  a désigné  par  une  lettre  doit  être 
multiplié  par  un  autre  nombre  connu,  on  se  contente  de 
placer  ce  nombre  devant  la  lettre.  Ainsi , pour  marquer 
qu’un  nombre  qu’on  a représenté  par  x doit  être  multiplié 
par  5,  on  écrit  5.r  ; si  le  nombre  x doit  être  multiplié  par 
le  produit  s’exprime  par  |.r. 
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S.  Au  moyen  des  conventions  qui  viennent  d’être  établies, 
on  peut  écrire  les  raisonnements  du  n°  2 , comme  on  le  voit 
ci-après  : 

La  première  part  étant  désignée  par x, 

la  seconde  part  sera x-\-nS, 

et  la  troisième  sera  x+i  1 5+ 180,  ou  ....  x-\-f.g5. 

11  suit  de  là  que  la  somme  des  trois  parts  sera  3x-f- 1 15+295, 

ou  simplement 3x-|~4io; 

donc 3x-{~4 1 0= 890 . 

Donc 3x=:890 — 4I0> 

ou  , ce  qui  est  la  même  chose 3as=48o. 

Donc 

et  en  effectuant  la  division x=i6o. 

De  celte  manière  on  substitue  à l’écriture  ordinaire  une 
écriture  plus  rapide,  qui  permet  mieux  de  voir  à chaque 
instant , et  d’un  seul  coup  d’œil,  le  point  où  la  question  a été 
amenée  ; et  par  là , la  solution  est  rendue  à la  fois  plus 
prompte  et  plus  facile. 


6.  En  examinant  avec  soin  la  solution  qui  vient  d’être 
donnée,  on  voit  que,  pour  obtenir  la  première  part,  qui  est 
celle  qu’on  a désignée  para?,  on  retranche  de  890,  qui  est 
le  nombre  à partager  , une  somme  410  formée  de  l’excès  1 15 
de  la  seconde  part  sur  la  première  et  de  ce  même  nombre  1 15 
augmenté  de  l’excès  180  de  la  troisième  part  sur  la  seconde  ; 
puis  on  prend  le  tiers  du  reste. 

Il  est  clair  que  si  les  nombres  connus  890 , 1 1 5 et  180 
étaient  remplacés  par  d’autres , on  serait  encore  conduit  à 
des  opérations  exactement  semblables. 

Ainsi,  que  i25o  soit  le  nombre  à partager,  170  l’excès  de  la 
seconde  part  sur  la  première , et  220  l’excès  de  la  troisième 
sur  la  seconde;  on  fera  la  somme  de  220  et  170,  et  l’on 
ajoutera  170  à cette  somme,  ce  qui  revient  à faire  la  somme 
de  deux  fois  1 70  et  220  ; on  soustraira  cette  somme  56o  de 
ia5o  ; en6n  on  divisera  le  reste  690  par  3.  Le  quotient  23» 
sera  la  valeur  de  la  plus  petite  part.  On  vérifiera  l’exactitude 
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Je  ce  résultat  eu  calculant  les  deux  autres  parts  et  les  ajou- 
tant à la  première  : la  somme  sera  égale  à ia5o. 

On  parvient  donc  , au  moyen  d’un  seul  exemple,  à une  règle 
par  laquelle  on  peut  résoudre  immédiatement,  et  sans  repas- 
ser par  les  détails  des  raisonnements,  toutes  les  questions  sem- 
blables à celle  que  l’on  s’était  proposée , et  qui  n’en  diflerent 
que  par  les  valeurs  des  nombres  donnés. 

7.  Il  est  aisé  de  concevoir  les  avantages  que  l’ou  trouverait 
à pouvoir  généraliser  ainsi , dans  toutes  les  occasions,  la  solu- 
tion d’un  problème  , en  la  faisant  consister  uniquement  dans 
la  détermination  des  opérations  qu’il  faut  exécuter  sur  les 
nombres  donnés  afin  d’obtenir  les  nombres  inconnus. 

Pour  y parvenir  avec  facilité  dans  toutes  les  questions  , on 
représente  les  nombres  donnés  par  des  lettres , en  ayant 
soin  de  choisir  les  premières  lettres  de  l’alpbabet , afin  de 
distinguer  ces  nombres  de  ceux  qui  sont  inconnus  et  qu’on 
représente  par  les  dernières  lettres. 

8.  Au  moyen  de  cette  convention , la  question  du  n°  2 
peut  être  exprimée  généralement  de  celte  manière  : 

Partager  un  nombre  a en  trois  parties , de  telle  sorte  que  la 
seconde  surpasse  la  première  de  b , et  la  troisième  surpasse  la 
seconde  de  c. 

Alors  ou  raisonne  comme  il  suit  : 

La  première  partie  étant  désignée  par  x , 

la  seconde  sera x b, 

et  la  troisième  sera x + b + ‘i 

donc  la  somme  des  trois  parties  sera  . . . 3x  -j-  ib  + c. 

Cette  somme  doit  être  égale  au  nombre  à partager  : ainsi 
l’on  doit  avoir  l’égalité 

3x  -J-  %b  -f-  c = a. 

On  conclut  de  cette  égalité , que  la  quantité  3x  doit  être 
égale  au  nombre  a diminué  de  2 b,  et  diminué  encore  de  c; 
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3x  — a — a b — c, 


et  puisque  x est  le  tiers  de  3ar,  on  obtient  enfin 


Le  dernier  résultat  est  l’expression  abrégée  de  celte  règle  : 
Retranchez  du  nombre  à partager  le  double  de  V excès  de  la 
moyenne  partie  sur  la  plus  petite,  et  l’excès  de  la  plus  grande 
partie  sur  la  moyenne  ; puis  divisez  le  reste  par  trois  : le  quo- 
tient sera  la  plus  petite  partie. 

Telle  est  en  effet  la  règle  qu’on  avait  déduite  de  la  solu- 
tion particulière  exposée  dans  le  n°  lî. 


9.  Les  égalités  qui  servent  à déterminer  des  nombres 
inconnus,  comme  l’égalité  ci-dessus  Zx-\-i b-f-c=ar  se 
nomment  des  équations ; et  les  expressions  qui  indiquent  les 
opérations  qu’ou  doit  faire  sur  les  nombres  connus  pour  obte- 
nir les  nombres  inconnus , comme  l’expression*?  = - — ^ — - , 


se  nomment  des  formules.  Si  l’on  veut  appliquer  la  formule 
x = — - à l’exemple  du  n®  2 , on  remplacera  a par 


890,  b par  ri5,  c par  180,  c’est-à-dire  que  l’on  posera 
a — 8go,  b=  itS,  c—  180;  on  trouvera  ainsi 

800  — 2 X 1 1 5 — 1 80 

T»  


Pour  effectuer  les  opérations  indiquées , on  retranche  de  890 
le  produit  de  1 15  par  2 ou  23o  , ce  qui  donne  pour  reste  660  ; 
on  retranche  ensuite  180  de  660,  et  l’on  divise  le  reste  48° 
par  3 ; le  quotient  160  est  la  valeur  de  x.  On  pourrait  exé- 
cuter plus  simplement  les  calculs  indiqués  dans  le  numéra- 
teur , en  ajoutant  d’abord  180  à 23o,  et  retranchant  la  somme 
de  ces  deux  nombres,  qui  est  4 10,  de  890*  . ... 

IO.  Supposons  que  l’on  veuille  partager  le  nombre  a en 
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quatre  parties , de  manière  que  la  deuxième  surpasse  la  pre- 
mière de  J» , la  troisième  surpasse  la  seconde  de  c,  et  la  qua- 
trième surpasse  la  troisième  de  d. 

On  raisonnera  comme  dans  l’exemple  précédent  ; ainsi, 
en  désignant  la  première  partie  par  ....  x , 


la  seconde  partie  sera x-f-A, 

la  troisième  sera x-f-A-f-c, 

et  la  quatrième  sera x-f-A-f-c+d  ; 

donc  la  somme  des  quatre  parties  sera  . . 4-r+3A-f  2e-f-d. 
On  devra  donc  avoir  l’équation 

4x  + 3A  -f-  ac  -J-  d = a ; 

par  conséquent, 

4x  = a — Zb  — ac  — d, 
a — 3 b — ac  — d 


On  voit  par  cette  formule  que , pour  obtenir  la  plus  petite 
partie,  il  faudra  soustraire  du  nombre  à partager  3 fois 
l'excès  de  la  seconde  partie  sur  la  première , a fois  l’excès  de 
ta  troisième  sur  la  seconde , et  l’excès  de  la  qitatrième  sur  la 
troisième , puis  diviser  le  reste  par  > > i 

■ ■ : : 

II.  Supposons  encore  que  l’on  demande  de  partager  le 
nombre  a en  cinq  parties  , de  manière  que  la  deuxième  snrr 
passe  la  première  de  b , la  troisième  surpasse  la  deuxième 
de  c,  la  quatrième  surpasse  la  troisième  de  à,  et  la  cinquième 
surpasse  la  quatrième  de  c.  A 

Les  raisonnements  seront  toujours  les  mêmes  que  dans  les 
exemples  ci-dessus , et  l’on  eu  déduira  la  formule  suivante  : 


a — 4 b — 3c  ■ — ad  — e 


c'est-à-dire  que , pour  obtenir  la  plus  petite  partie  , il  faudra 
soustraire  du  nombre  à partager  4 fois  l’excès  de  la  seconde 
partie  sur  la  première , 3 fois  l’excès  de  la  troisième  sur  la 
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seconde,  i fois  l’exccs  de  la  quatrième  sur  la  troisième,  et 
l’excès  de  la  cinquième  sur  la  quatrième  ; puis  diviser  le  reste 
par  5.  ^ 

12.  L’uniformité  des  règles  auxquelles  on  parvient  dans  les 
différents  cas  que  nous  venons  de  considérer , permet  de  con- 
clure que,  quel  que  soit  le  nombre  des  parties,  si  chacune 
d’elles  doit  surpasser  la  précédente  d’une  quantité  donnée , 
il  faudra  soustraire  du  nombre  à partager  l’excès  de  la  se- 
conde partie  sur  la  première , répété  autant  de  fois  moins  une 
qu’il  doit  y avoir  de  parties,  l’excès  de  la  troisième  partie  sur 
la  seconde , répété  autant  de  fois  moins  deux  qu’il  doit  y 
avoir  de  parties  , l’excès  de  la  quatrième  sur  la  troisième, 
répété  autant  de  fois  moins  trois  qu’il  doit  y avoir  de  parties, 
et  ainsi  de  suite  ; de  sorte  que  l’on  soustraira  seulement  deux 
fois  l’excès  de  la  pénultième  partie  sur  l’antépénultième , 
et  une  seule  fois  l’excès  de  la  dernière  partie  sur  la  pénul- 
tième : le  reste  divisé  par  le  nombre  des  parties  donnera 
la  valeur  de  la  plus  petite  partie. 

' Que  le  nombre  à partager  soit  représenté  par  a , l’excès  de 
la  seconde  partie  sur  la  première  par  b , l’excès  de  la  troisième 
sur  la  seconde  par  c , l’excès  de  la  quatrième  sur  la  troisième 
par  d , ainsi  de  suite,  enfin  l’excès  de  la  pénultième  sur  l’an- 
tépénultième par  k,  l’excès  de  la  dernière  sur  la  pénultième 
par  l ; et  désignons  le  nombre  des  parties  par  n. 

Pour  indiquer  cjue  le  nombre  b doit  être  répété  autant  de 
fois  moins  une  qu’il  y a de  parties , ou  n — i fois , on  en- 
ferme la  quantité  n — i entre  deux  parenthèses , et  l’on  écrit 
(n — i)x£,  ou  plus  simplement  (n — 1)6,  en  supprimant 
le  signe  de  multiplication  , comme  on  le  ferait  si  b devait  être 
multiplié  par  un  nombre.  On  représente  pareillement  par 
( n — 2 )c  le  produit  résultant  de  l’excès  c répété  autant  de  fois 
qu’il  y a de  parties  moins  deux  , par  (n — Z)d  le  produit  ré- 
sultant de  l’excès  d répété  autant  de  fois  qu’il  y a de  parties 
moins  trois , etc.  Alors  , en  désignant  par  x la  plus  petite 
partie,  on  écrit  la  règle  qui  vient  d’être  énoncée , comme  oi\ 
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le  voit  ci-dessous  : 

a — (n — i)ô — (n — a)c — (n — 3 )d — 2X — l 

X = '■'■■■  . 

71 

On  doit  d’ailleurs  entendre  par  les  points  places  entre  les 
quantités  (tj — Z)d  et  ik  que,  pour  chaque  valeur  de  n,  il 
faudra  écrire  entre  ces  quantités  les  excès  de  chaque  partie 
sur  la  précédente,  depuis  la  cinquième  partie  jusqu’à  l’anté- 
pénultième , multipliés,  comme  les  précédents , par  des  nom- 
bres qui  décroissent  d’une  unité  à partir  de  n — 4- 

Cet  exemple,  qui  fait  ressortir  toute  la  simplicité  des  nota- 
tions algébriques  , montre  en  même  temps  quel  degré  de  gé- 
néralité ces  notations  permettent  de  faire  acquérir  à la  réso- 
lution d’une  question. 

15.  Les  notations  nouvelles  dont  nous  venons  de  faire 
usage  se  rencontreront  fréquemment  dans  la  suite  ; c’est 
pourquoi  elles  doivent  fixer  particulièrement  l’attention.  Il 
est  donc  nécessaire  de  se  rappeler  que  pour  indiquer  un  pro- 
duit dont  les  facteurs  sont  représentés  par  des  lettres,  on  peut 
se  contenter  d’écrire  ces  lettres  les  unes  à côté  des  autres,  sans 
mettre  aucun  signe  entre  elles  ; de  sorte  que  les  expressions 
ab , abc,  doivent  être  regardées  comme  équivalentes  à celles-ci: 
aXb,  aXbXc. 

Il  faut  aussi  remarquer  qu’on  ne  doit  pas  confondre  les 
expressions  (n-j-ô)  X«e t a-j-ô  X c : dans  la  première,  les 
parenthèses  servent  à indiquer  que  l’addition  des  nombres  a 
et  b doit  être  effectuée  avant  qu’on  ne  fasse  la  multiplication  ; 
tandis  que  l’expression  a + ixc  signifie  que  l’on  doit  ajouter 
à a le  produit  b X c ou  bc.  Par  exemple,  si  l’on  a a=5, 
b— 3,  c=7  , l’expression  (a-f-b)  X c vaut  8x  7 ou  56,  et 
l’expression  s-f-iXc  vaut  5 + 2 1 ou  26. 

14.  On  a souvent  à résoudre  cette  question  : Trouver  deux 
nombres  dont  on  connaît  la  somme  et  la  différence.  En  repré- 
sentant par  a la  somme  donnée  des  deux  nombres  , et  par  b 
leur  différence , la  question  revient  à partager  le  nombre  a 
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en  «leux  parties  telles  que  l’une  surpasse  l’autre  de  b : elle 
n’est  donc  qu’un  cas  particulier  de  la  question  du  n°  12. 
La  plus  petite  partie,  ou  le  plus  petit  des  deux  nombres  de- 
mandés , est  alors 

a — b i 

2 * * 


11  en  résulte  que  la  plus  grande  partie  , ou  le  plus  grand  des 
deux  nombres  demandés , est  ~~~  + b.  Or , d’après  la  règle 

connue  pour  l’addition  d’un  nombre  entier  et  d’une  fraction , 

i . , . . . a—b-i-txb  .. 

on  peut  remplacer  la  derniere  expression  par ; d ail- 


leurs , il  est  clair  que  si  l’on  retranche  b de  a , et  qu’on  ajoute 
ensuite  ib  au  reste  , le  résultat  sera  le  même  que  si  l’on  ajou- 
tait simplement  b à a.  Le  plus  grand  des  deux  nombres  cher- 
chés est  donc 

a b 

' ' • 

2 


Ainsi,  l’on  obtiendra  le  plus  petit  des  deux  nombres  en 
retranchant  la  différence  de  ces  nombres  de  leur  somme , et 
prenant  la  moitié  du  reste  ; on  obtiendra  le  plus  grand  nombre 
en  ajoutant  la  différence  à la  somme,  et  prenant  la  moitié 
du  résultat. 


Problèmes  qui  conduisent  à pratiquer  diverses  opéra- 
tions sur  les  quantités  exprimées  algébriquement.  \ 

18.  Dans  les  questions  dont  nous  nous  sommes  occupés 
jusqu’ici , nous  n’avions  d’autre  objet  que  de  faire  connaître 
l’origine  et  l’otilité  des  notations  algébriques.  Nous  allons 
maintenant  résoudre  d’autres  problèmes  moins  simples , qui 
feront  voir  à quelles  sortes  de  règles  ces  notations  peuvent 
donner  naissance. 

16.  1er  Problème.  On  propose  à un  marchand  de  lui  vendre 
un  lot  de  4o  pièces  d" étoffe  de  deux  qualités  différentes , au 
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prix  commun  de  3a  francs  par  pièce.  Le  marchand  juge  qu'en 
achetant  à ce  prix  , il  pourra  faire  un  bénéfice  de  5 francs  sur 
chaque  pièce  de  la  qualité  supérieure,  et  une  perle  de  francs 
sur  chacune  des  autres.  Combien  doit-il  exiger  qu'on  lui  livre 
de  pièces  de  la  meilleure  qualité , pour  qu’il  puisse  gagner  sur 
la  totalité  une  somme  égale  au  dixième  du  prix  d’achat  ? 

Représentons  par  x le  nombre  des  pièces  que  le  marchand 
vendra  avec  bénéfice  ; le  nombre  de  celles  qu’il  vendra  avec 
perte  sera  4°  — x.  Le  bénéfice  produit  par  la  vente  de  x pièces 
de  la  meilleure  qualité  sera  égal  à x fois  5 francs , ou  à 5x  fr.  ; 
la  perte  occasionéc  par  la  vente  des  pièces  dont  la  qualité  est 
inférieure  sera  exprimée  par  le  produit  de  4 o — a:  par  4,  ou 
(4o — x)x4;  et  comme  le  bénéfice  doit  excéder  la  perte 
de  128  fr.  , il  faudra  que  l’on  ait  l’équation 

5x  — (4o  — x)  X 4 — 128. 

Cette  équation  présente  une  complication  qui  n’existait  pas 
dans  les  équations  fournies  par  les  questions  précédentes,  et 
qui  consiste  en  ce  que  le  nombre  inconnu  se  trouve  engagé 
dans  une  soustraction  dont  le  résultat  doit  être  répété  quatre 
fois  et  soustrait  ensuite  de  la  quantité  5x.  Mais  avec  un  peu 
d’attention,  on  découvre  facilement  le  moyen  de  faire  dispa- 
raître cette  complication. 

D’abord,  on  peut  obtenir  une  expression  du  produit 
( 4o— x)  X 4 qtti  soit  délivrée  de  parenthèses.  Il  est  clair  , en 
effet , que  ce  produit  doit  être  égal  à celui  de  4°  par  4 > dimi- 
nué de  celui  de  x par  4 ; or,  le  produit  de  4®  par  4 est  160  ; 
on  a donc  (4°  — x)x4==I6° — 4X-  Comme  le  produit 
(4o  — x)  X 4 devait  être  soustrait  de  5x  , il  faut  retrancher 
de  5x  la  quantité  160  — tfx.  Pour  indiquer  cette  opération, 
on  devrait  encore  employer  les  parenthèses , et  mettre 
5x — ( 160  — 4*  ) > car  » s‘  l’on  écrivait  Sx  — 160  — r 4 x , cela 
signifierait  que  l’on  doit  soustraire  160  de  5x  et  soustraire 
encore  4*  du  reste,  de  sorte  que  la  quantité  5x  serait  réelle- 
ment diminuée  de  la  somme  des  quantités  160  et  4X-  Mais 
on  peut  obtenir  une  expression  de  l'opération  proposée  sans 
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employer  de  parenthèses;  car  si  l’ou  soustrait  d’abord  160 
de  5x,  le  reste  5.r  — 160  sera  trop  faible  de  ^x  , puisqu’on 
aura  soustrait  une  quantité  trop  forte  de  t\x  ; donc  le  véritable 
reste  est  5x  — 160  + ù,x. 

Au  moyen  de  ces  observations , l’équation  ci  - dessus 
5x — (4«  — x)  X 4=  >28  se  change  dans  la  suivante  : 

5x  — 160  4X—  128. 

Or,  5x — 160  + 4X  est  évidemment  la  même  chose  que 
gx  — 160  ; donc 

gx  — 160  = 128. 

On  conclut  de  là 

gx  = 128  + t6o,  ou  gx  = 288, 

288 

X = , OU  X = 02. 

9 

Il  faut  donc  que  le  marchand  reçoive  3a  pièces  de  la 
meilleure  qualité^  En  effet,  s’il  vend  3a  pièces  avec  un  bé- 
néfice de  5 fr.  par  pièce  , il  gagne  160  fr.  ; mais  en  vendant 
les  8 pièces  qui  restent  à 4 fr-  de  perte , il  perd  3a  fr.  Par 
conséquent,  le  gain  qu’il  fait  sur  la  totalité  est  160  — 3a, 
ou  1 28  fr. 

17.  Si,  pour  généraliser  la  question  qui  vient  d’être  traitée  , 
on  met  des  lettres  au  lieu  des  nombres  connus,  et  si  l’on 
débarrasse  en  même  temps  l'énoncé  des  circonstances  acces- 
soires qu’il  renferme  , le  problème  deviendra  celui-ci  : 

Partager  un  nombre  a en  deux  parties  telles  que,  le  pro- 
duit de  la  seconde  partie  par  c étant  retranché  du  produit 
de  la  première  partie  par  b , le  reste  soit  égal  à un  nombre 
connu  d. 

Nommant  x la  première  partie  , la  seconde  sera  a — x;  et 
l’énoncé  du  problème  se  traduira  algébriquement  par  l’é- 
quation 

bx  — (a  — x)  X c = d. 

Eu  raisonnant  comme  dans  la  question  précédente,  ou 
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voit  que,  au  lieu  de  (a  — x)  X c on  peut  écrire  ac  — ex , 
et  que,  pour  exprimer  le  reste  bx — (ac  — ex),  on  peut  écrire 
bx  — ac-f-  ex.  L’équation  ci-dessus  revient  donc  à la  sui- 
vante : 

bx  — ac-f-  ex  =*rf. 

Mais  la  somme  bx  -f-  ex  exprime  que  x est  pris  autant  de  fois 
qu’il  y a d’unités  dans  la  somme  b -f-c , ce  qui  peut  aussi  s’in- 
diquer par  ( b + c)x.  On  peut  donc  écrire  encore  l’équation 
comme  il  suit  : 

(A -f-c)* — acz=d; 
alors  on  en  conclut  aisément 

(6  + c)x  = d-f-ac, 
d + ac 

x = -t— . 

b -f-  c 

Si  l’on  met  dans  cette  formule  à la  place  des  lettres , les 
nombres  qu’on  avait  d’abord  pris,  savoir  a=4o,  6=5, 
c = 4 , d—  1 28  , on  trouve 

128  4-.4<>x4  _ 1284-160  __  288 , 

* ~~  5+4  - 5+4  ~ ir  ■ 

18.  2*  Problème.  On  a fait  partir  de  Paris  pour  Bayonne 
un  courrier  qui  parcourt  12  kilomètres  dans  une  heure  ; 
io  heures  après  , on  fait  partir  un  second  courrier  qui  par- 
court i5  kilomètres  dans  une  heure.  On  demande  à quelle 
distance  de  Bayonne  celui-ci  rejoindra  le  premier  ? ( La  dis- 
tance de  Paris  à Bayonne  est  de  801  kilomètres.  ) 

Puisque  le  premier  courrier  parcourt  12  kilomètres  en  une 
heure,  et  part  10  heures  avant  le  second,  il  a parcouru  pendant 
ce  temps  un  espace  de  120  kilomètres;  donc,  au  moment 
du  départ  du  second , il  se  trouve  éloigné  de  Bayonne  de 
801  — 120,  ou68i  kilomètres.  Nommons*  le  nombre  de  kilo- 
mètres que  les  deux  courriers  devront  encore  parcourir,  après 
l’instant  de  leur  rencontre , pour  arriver  au  lieu  de  leur  des-  , 
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tination.  Les  espaces  qu’ils  auront  parcourus  depuis  l’instant 
du  départ  du  second  jusqu’au  moment  de  la  rencontre,  se- 
ront exprimés  par  801  — x et  681  — x,  Or,  ces  espaces  ayant 
été  parcourus  dans  le  même  temps , il  faudra  qu’ils  soieut 
proportionnels  aux  espaces  que  les  deux  courriers  parcourent 
en  une  heure.  On  devra  donc  avoir 

801  — x : 681  — x ::  i5  : ia- 

On  tire  de  là , en  égalant  le  produit  des  extrêmes  au  produit 
des  moyens, 

(801  — x)  X ta  = (681  — x)  X i5. 

Mais , d’après  ce  qu’on  a vu  dans  le  problème  précédent , 
on  a 

(Sot  — x)  X ta  = Bot  X ta  — i2*  = 9612  — 12X, 

(681  — x)  X t5  = 68i  X i5  — 1 5x  = io2t5  — i5x. 

L’équation  ci-dessus  revient  donc  à 

9612  — i2x=  toai5 — t5x. 

Pour  que  cette  dernière  équation  soit  vérifiée,  il  faut 
évidemment  que  fa  quantité  t5x  surpasse  t2X  d’autant  que 
io2i5  surpasse  9612;  ce  qui  s’exprime  par  l’équation 

i5x  — i2x=  1021 5 — 9612. 

Or,  t5x — 12X  est  la  même  chose  que  3x  ; et  en  retranchant 
9612  de  1021 5 , on  a pour  reste  6o3  ; on  devra  donc  avoir 

3x=6o3;  d’où  x = 20t. 

Il  suit  de  là  que  les  deux  courriers  se  rencontreront  à 
20 1 kilomètres  de  Bayonne. 

On  peut  aisément  reconnaître  l’exactitude  de  cette  solu- 
tion ; car,  pour  que  le  courrier  qui  est  parti  le  premier  ne 
soit  plus  éloigné  de  Bayonne  que  de  201  kilomètres,  il  a 
fallu  qu’il  parcoure  , depuis  le  moment  du  départ  du  second 
courrier,  un  espace  égal  à 681  — 201  kilomètres  ou  /{Bo  ki- 
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lomètres  ; et  puisqu’il  fait  12  kilomètres  par  heure,  il  a 
dû  marcher  peodant  un  nombre  d’heures  égal  au  quotient 
de  48°  par  12,  lequel  est  4°-  Pour  que  le  second  courrier 
ne  soit  plus  éloigné  de  Bayonne  que  de  201  kilomètres,  il 
a fallu  qu’il  parcoure  un  espace  égal  à 80 1 — 201  kilo- 
mètres, ou  600  kilomètres;  et  puisqu’il  fait  i5  kilomètres 
par  heure,  il  a dû  marcher  pendant  un  nombre  d’heures 
égal  au  quotient  de  600  par  i5  , lequel  est  4°>  Le  second 
courrier  rejoindra  donc  le  premier  à une  distance  de  Bayonne 
de  201  kilomètres. 

19.  La  question  qu’on  vient  de  résoudre  peut  être  envisagée 
comme  un  cas  particulier  de  la  suivante  : 

Trouver  un  nombre  x tel  que , si  on  le  retranche  de  chacun 
des  nombres  donnés  a et  b,  on  obtienne  des  restes  propor- 
tionnels à deux  autres  nombres  donnés  m et  n . 

Cet  énoncé  se  traduit  par  la  proportion 

a — x ; b — x \\m  \ n -y 

d’où  l’on  tire , en  égalant  le  produit  des  extrêmes  au  produit 
des  moyens 

n(a  — x)  — m(b  — x). 

En  appliquant  aux  produits  de  (a  — x)  par  n,  et  de 
b — x par  m , les  transformations  que  nous  avons  précé- 
demment expliquées,  ou  voit  que  l’équation  ci-dessus  re- 
vient à 

na  — nx  = mb  — rai. 

Si  l’on  suppose  m ]>  n , il  faudra  , pour  que  l’équation  puisse 
être  résolue , que  l’on  ait  aussi  mb^>na  ; et  l’excès  de  mx  sur 
nx  devra  être  égal  à celui  de  mb  sur  na , ce  qui  s’écrit  ainsi  : 

mx  — nx  = mb  — na.  ' 

Mais  au  lieu  de  mx  — nx , on  peut  écrire  ( m — ■ n).r  ; la  der- 
nière équation  revient  donc  à 

(m  — n)x  = mb  — na  ; 
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donc 

mb  — na 
x — . 

771  71 


Pour  appliquer  cette  formule  à l’exemple  précédent,  il  faut 
poser  a==  801 , A =681 , m ==  i5,n  = 12,  ce  qui  donne 

i5  X 681  — 12x801  ,,  , 

X ==  = — , d OU  X = 201. 

i5  — 12 


20.  Si  l’on  demande  un  nombre  tel  qu’en  l’ajoutant  à 
chacun  des  nombres  a et  A,  on  obtienne  deux  sommes  pro- 
portionnelles aux  nombres  m et  n,  l’équation  sera 

m[b  -f-  x)  = n(a  x)  ; 

ce  qui  revient  à 

mb  -f.  mx  = na  -f-  nx. 


Si  l’on  suppose  encore  m > ti,  il  faudra  , pour  que  l’équation 
soit  possible  , que  l’on  ait  na^>mb  ; et  l’excès  de  mx  sur  nx 
devra  être  égal  à celui  de  na  sur  mb , ce  qui  fournit  l’é- 
quation 

mx  — nx  — na  — mb,  ou  bien  (m — n)x  — na  — mb-, 


donc 


x 


na  — mb 

771  — 71 


81.  Proposons-nous  encore  de  trouver  un  nombre  tel  que, 
si  on  le  retranche  de  a,  et  si  on  l’ajoute  à A,  la  différence 
et  la  somme  soient  proportionnelles  aux  nombres  m et  n. 
On  devra  avoir  l’équation 

771(A  -f  x)  = 7i(a  — x) , 

ce  qui  revient  à 

mb  -f-  mx  = na  — nx. 

Il  est  clair  que  cette  équation  ne  sera  possible  que  dans  le 
cas  où  l’on  aura  na  > mb  ; et  il  faudra  que  la  somme  des  deux 
quantités  mx  et  nx  soit  égale  à l’excès  de  na  sur  mb, 
ce  qui  fournit  l’équation 

mx  -{-  nx  = na  — mb , ou  bien  (772  -J-  n)x  — na  — mb  ; 
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vlonc 

na  — mb 

x — . 

m -f~  n 

S2.  Dans  les  questions  dont  nous  venons  de  nous  occuper, 
<1  est  arrivé  que  tantôt  on  a décomposé  en  multiplications 
partielles  une  multiplication  indiquée  sur  la  somme  ou  la 
différence  de  deux  quantités;  tantôt  on  a , au  contraire, 
décomposé  une  expression  qui  représentait  le  résultat  dé 
deux  multiplications  suivies  d’une  addition  ou  d’une  soustrac- 
tion, en  une  autre  qui  indiquait  une  multiplication  précédée 
d’une  addition  ou  d’une  soustraction.  Et  dans  la  question 
du  n°  17,  il  a fallu  changer  l’expression  d’une  soustraction 
dans  laquelle  la  quantité  à soustraire  était  une  différence 
ac~cx,  en  une  autre  qui  marquait  que  l’on  devait  d’abord 
soustraire  ac  et  ensuite  ajouter  ex. 

Les  raisonnements  dont  on  sc  sert  dans  ces  occasions  ont 
donné  naissance  à des  règles,  au  moyen  desquelles  on  exécute 
sur  les  quantités  exprimées  avec  des  lettres,  qu’on  nomme 
quantités  latérales,  des  opérations  qu’on  a appelées  addi- 
tion, soustraction , multiplication , division,  à cause  de  l’a- 
nalogie qu’elles  ont  avec  les  opérations  de  l’arithmétique  qui 
portent  les  mêmes  noms.  Mais  ces  opérations  diffèrent  de 
celles  de  l’arithmétique,  comme  le  fait  remarquer  M.  La- 
croix, en  ce  que  leurs  résultats,  qui  ne  sont  encore  que  des 
indications  de  calculs  à effectuer,  ne  présentent  réellement 
que  des  transformations  des  opérations  primitivement  indi- 
quées en  d'autres  qui  produisent  le  même  effet , et  dont  ré- 
criture algébrique  est  plus  simple  ou  mieux  appropriée  aux 
besoins  de  la  question  que  l’on  traite. 

L’ensemble  de  ces  opérations  constitue  ce  que  l’on  ap  ' 1(e 
le  calcul  algébrique.  * 1 

On  voit  aussi , par  les  exemples  que  nous  avons  déjà  don- 
nés, que  la  résolution  d’une  question  est  en  général  composée 
de  deux  parties.  Dans  la  première  partie,  on  cherche  à former 
d’après  les  conditions  du  problème,  au  moyeu  des  quantités 
2'  Edit. 
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connues  représentées  par  des  nombres  ou  par  des  lettres , et? 
de  la  quantité  inconnue  toujours  exprimée  par  une  lettre  ,. 
•leux  expressions  différentes  d’une  même  quantité,  et  on  les 
égale.  Cela  s’appelle  mettre  le  problème  en  équation.  Dans  la 
seconde  partie,  on  déduit  de  l’équation  la  valeur  de  la  quan- 
tité inconnue , ce  qui  s’appelle  résoudre  l’équation  ; et  comme 
les  raisonnements  qu’on  emploie  dans  cette  seconde  partie 
se  reproduisent  pour  chaque  question  d’une  manière  uniforme, 
on  peut  les  réduire  à un  petit  nombre  de  règles  fixes. 

Nous  ne  nous  occuperons  pas  actuellement  des  règles  rela- 
tives à la  résolution  des  équations  ; mais  nous  allons  donner 
quelques  principes  sur  les  opérations  algébriques,  en  nous 
bornant  à celles  dont  le  besoin  se  fait  immédiatement  sentir, 
et  qui  n’exigent  que  des  explications  très  simples. 

Premiers  principes  sur  les  opérations  algébriques. 

25.  Supposons  que  l’on  doive  faire  la  somme  de  deux 
quantités  exprimées  par  a — b et  c — d-j-e.  Si  la  différence  a — b 
devait  être  augmentée  de  c , le  résultat  serait  marqué  par 
a — £ + c;  mais  si,  au  lieu  d’ajouter  c à a — b,  il  faut 
ajouter  à la  seconde  quantité  la  première  diminuée  ded,  la 
somme  a — b + c sera  trop  forte  du  nombre  d ; il  faudra  donc 
la  diminuer  de  ce  nombre,  ce  qui  donnera  a — b -f  c — d\ 
et  comme  ce  n’était  pas  c — d qu’il  fallait  ajouter , mais  cette 
quantité  augmentée  de  e,  la  somme  a — b + c — d doit  être 
pareillement  augmentée  de  e , ce  qui  donne  a — b-\-c — d- f-e. 

Dans  les  expressions  comme  celles  que  nous  venons  de  con- 
sidérer, la  première  quantité,  qui  n’est  précédée  d’aucun 
signe,  peut  être  regardée  comme  précédée  du  signe  -f-;  car 
rt-f -b,  par  exemple,  est  la  même  chose  que  b+a. 

Au  moyen  de  cette  observation  , on  peut  énoncer  la  règle 
de  l’addition  comme  il  suit  : pour  ajouter  deux  expressions 
algébriques , il  faut  écrire  ces  expressions  l’une  à la  suite  de 
l'autre  , en  conservant  les  signes  placés  devant  chacune,  des 
quantités  qui  les  composent. 
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34.  Supposons  qu’on  ait  à soustraire  la  quantité  repré- 
sentée par  c — d-{-e  d’une  autre  telle  que  a — b.  Si  l’on  devait 

soustraire  c de  a — b , le  résultat  serait  marqué  par  « — b — c ; 
si  au  lieu  de  soustraire  c on  doit  soustraire  c—  d,  le  ré- 
sultat a — £>  — c sera  trop  faible  de  d,  il  faudra  donc  l’aug- 
menter de  d,  ce  qui  donnera  a — b — c4-d\  et  comme 
ce  n’e'tait  pas  c — d qu’il  fallait  retrancher,  mais  cette  quan- 
tité augmentée  de  e,  le  reste  a — b — c-f-d  doit  être  en- 
core diminué  de  e , ce  qui  donne  a — b — c d — e. 

Il  suit  de  ces  raisonnements  que , pour  la  soustraction , il 
faut  écrire  l’expression  de  la  quantité  que  l’on  soustrait  après 
celle  delà  quantité  dont  on  soustrait,  en  changeant , devant 
les  quantités  qui  composent  celle  que  Von  soustrait,  le  signe  -f- 
en  — , et  le  signe  — en  - f-. 

Il  ne  faut  pas  oublier  que  , suivant  ce  qui  a été  dit  plus 
haut,  la  quantité  c qui  n’est  précédée  d’aucun  signe  est  regardée 

comme  précédée  du  signe  +. 

25.  Supposons  qu'on  ait  à multiplier  la  quantité  a -f-  b — c 
par  une  quantité  m.  Il  résulte  de  la  définition  connue  de 
la  multiplication  que  , lorsqu’un  des  facteurs  d’un  pro- 
duit augmente  ou  diminue  d’un  nombre  quelconque  d’uni- 
tés, ou  d’une  partie  quelconque  de  l’unité,  le  produit  doit 
augmenter  ou  diminuer  du  même  nombre  de  fois  l’autre  fac- 
teur , ou  de  la  même  partie  de  l’autre  facteur.  Ainsi  le  pro- 
duit de  a -j-  b par  m doit  être  formé  du  produit  de  a par  m, 
augmenté  du  produit  de  b par  m , ce  qui  s’exprime  par 
am  -f-  bm  ; et  pour  obtenir  le  produit  de  a-\-b  — c par  m, 
il  faut  du  produit  ci-dessus,  am bm , retrancher  cm,  ce 
qui  s’exprime  par  am  bm—r  cm. 

Que  l’on  ait  maintenant  à multiplier  a-f-b — cpar  m-f-n — p. 
D’après  ce  qui  vient  d’être  dit , on  pourra  former  le  produit 
en  faisant  la  somme  des  produits  de  a-\-b — cpar  m et 
par  n , et  retranchant  de  cette  somme  le  produit  de  a+b—c 
par  p.  Or,  le  produit  de  a-\-b— c par  m est  am+bm—cm, 
celui  de  a+6 — c par  n est an-\-bn — en,  celui  de  a-\-b—  c par p 

n. . 
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est  ap-\-bp — cp  ; et  d’après  les  principes  qui  ont  été  établis  dàni 
les  n®’  25  et  24 , la  somme  des  deux  premiers  produits  dimi- 
nuée du  troisième  est  exprimée  comme  il  suit  : 

am  bm — cm  + an-f-bn  — en  — ap  — bpf-cp. 

Il  suit  de  ces  raisonnements  que,  pour  multiplier  deux  ex- 
pressions composées  de  quantités  réunies  par  les  signes  -f-  et  — , 
il  faut  multiplier  chacune  des  quantités  qui  composent  le  mul- 
tiplicande par  chacune  de  celles  qui  composent  le  multipli- 
cateur, et  réunir  tous  les  produits  partiels , en  mettant  le 
signe  -4-  devant  ceux  qui  proviennent  de  deux  quantités  pré- 
cédées de  signes  semblables , et  le  signe  — devant  ceux  qui 
proviennent  de  deux  quantités  précédées  de  signes  contraires. 

26.  Pour  mieux  mettre  en  évidence  la  règle  relative  aux 
signes  des  produits  partiels  , on  peut  la  décomposer  dans  les 
trois  règles  qui  suivent  : 

i°.  Les  produits  partiels  formés  avec  deux  quantités  pré- 
cédées l'une  et  Vautre  du  signe  -}-  , doivent  être  précédés  du 
signe  -f. 

2°.  Les  produits  partiels  formés  avec  deux  quantités  dont 
l’une  est  précédée  du  signe  -|-  et  Vautre  du  signe  — , doi- 
vent être  précédés  du  signe  — . 

3°.  Les  produits  partiels  formés  avec  deux  quantités  précé- 
dées Vune  et  l’autre  du  signe  — , doivent  être  précédés  du 
signe  +. 

Quand  on  veut  rappeler  ces  trois  règles,  on  emploie 
communément  les  expressions  abrégées  : ■+■  multiplié  par  -f- 
donne  + ; + multiplié  par  — ou  — multiplié  par-\-  donne — ; 

multiplié  par  — donne  -f . C’est  là  ce  qu’on  appelle  la  règle 

des  signes. 

27.  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  lorsqu’on  veut 
seulement  indiquer  une  addition,  une  soustraction  ou  une 
multiplication,  il  suffit  de  se  servir  des  parenthèses , comme 
nous  l’avons  précédemment  expliqué  ; au  moyen  de  cette 
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votation,  les  principes  qui  Tiennent  d'être  établis  s’expriment 
par  les  égalités  ci-dessous  : 

a — & +(c  — d.-\-e)  = a — £ -J-  e — d d-  c, 
a — b — (c  — d-\-  e)=i  a — b — c -f-  d — e , 

(a  + ù — c)  X wi  = am  -+•  bm  — cm , 

Sam  -f-  bm  — cm 
-f-  an  -4-  bn  — en 
— ap  — bp  4.  cp 

88.  Quant  à la  division , elle  ne  donne  lieu  à aucune  règle, 
tant  que  l’on  ne  considère  que  des  expressions  comine 
celles  dont  nous  venons  de  nous  occuper.  On  ne  peut  qu’indi- 
quer le  quotient  au  moyen  des  conventions  qui  ont  été  établies 
à ce  sujet  dans  le  n°  A.  Ainsi , pour  exprimer  le  quotient  de 
a -^-b — c par  m-f-n — p,  il  faut  écrire 


a-f-b  — c 
m-j-  '> — p 


ou  (a+  b — c)  : (m  -f-  n — p). 


Observations  sur  les  problèmes  dans  lesquels  les 
données  sont  représentées  par  des  lettres. 


89.  Lorsque  l’on  généralise  le  problème  du  n*  18 , en 
représentant  les. données  par  des  lettres,  il  offre  plusieurs 
cas  dont  l’examen  sera  propre  à faciliter  l’intelligence  de  ce 
qui  nous  reste  à dire  sur  les  principaux  caractères  des  mé- 
thodes algébriques. 

Reprenons  donc  ce  problème  que  nous  énoncerons  comme 
il  suit  : 

Deux  mobiles  M et  N se  meuvent  sur  une  ligne  droite  XY 
avec  des  vitesses  constantes  va  et  n , et  dans  la  même  direction 
de  X en  Y.  On  sait  que , lorsque  le  mobile  M est  parvenu  au 
point  A qui  est  distant  du  point  C dune  quantité  connue  a,  le 
mobile  N se  trouve  au  point  B qui  est  éloigné  du  meme  point  C 
d une  autre  quantité  connue  b.  On  demande  à quelle  distance 
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du  point  C les  deux  mobiles  se  rencontrent  ? 

X M N Y 

• » 

R"  A B R C R' 

Si  l’on  suppose  que  les  deux  mobiles  ne  commencent  à se 
mouvoir  qu’à  partir  des  points  A et  B , il  faudra , pour  qu’ils 
puissent  se  joindre,  que  le  mobile  M qui  est  d’abord  en 
arrière  aille  plus  vite  que  l’aulre,  c’est-à-dire  qu’il  faudra 
que  l’on  ait  m > n.  Mais , en  admettant  que  cette  condition 
soit  remplie , on  aura  deux  cas  à considérer  : celui  où  les  deux 
mobiles  devront  se  rencontrer  avant  d'avoir  atteint  le  point  C, 
et  celui  où  ils  ne  pourront  se  rencontrer  qu’après  avoir  passé 
par  ce  point. 

Supposons  que  la  rencontre  ait  lieu  au  point  R situé  entre 
B et  C , et  désignons  par  x la  distance  CR  qu’il  s’agira  de 
trouver.  La  distance  AR  sera  exprimée  par  a — x , la  distance 
BR  par  b — x ; et  puisque  ces  distances  seront  parcourues  dans 
le  même  temps  , elles  seront  proportionnelles  aux  vitesses  des 
deux  mobiles , de  sorte  que  l’on  aura 

a — x l b — x'.'m’.n,  d’où  n{a  — x)z=m[b — x). 

On  est  ainsi  ramené  à l’équation  que  nous  avons  considérée 
dans  le  n°  19.  D’après  ce  qui  a été  dit  dans  ce  numéro, 
puisque  l’on  a par  hypothèse  m > n , il  faut , pour  que  cette 
équation  puisse  être  résolue , que  l’on  ait  aussi  mb^>na  ; et 
dans  ce  cas  on  trouve 

mb  — na 

x — . 

m — n 

50.  Examinons  maintenant  le  cas  où  les  deux  mobiles  ne 
peuvent  se  rencontrer  qu’au-delà  du  point  C.  Soit  R'  le  point 
de  rencontre , et  désignons  la  distance  CR'  par  x.  Les  distances 
AR'  et  BR'  swout  respectivement  exprimées  par  a-f-x  et 
b -f-  x ; et  l’on  devra  avoir 

<t  + x : b +X  i:  m : n , d’où  n{a  -f-  x)  — m{b  +x). 
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On  est  ainsi  ramené  à l’équation  que  nous  avons  considérée 
dans  le  n°  40.  D’après  ce  qu’on  a vu  dans  ce  numéro, 
puisque  l’on  a par  hypothèse  il  faut,  pour  que  cette 

équation  puisse  être  résolue,  que  l’on  ait  aussi  na>  mb ; et 
dans  ce  cas  on  trouve 

na  — mb 
x = . 

m — n 

51.  Au  lieu  de  supposer  que  les  mobiles  ne  commencent  à se 
mouvoir  qu’à  partir  des  points  A et  B,  on  peut  concevoir 
qu’ils  parviennent  à ces  points  après  avoir  été  en  marche 
depuis  un  temps  indéfini  dans  la  direction  XA.  De  cette  ma- 
nière , le  problème  ne  cessera  pas  d’admettre  une  solution  si, 
au  lieu  d’avoir  n,  on  a au  contraire  m < n.  Car  si  le 
mobile  N , ayant  la  plus  grande  vitesse , et  parvenant  au  point 
B à l’instant  où  l’autre  mobile  parvient  en  A , s’est  trouvé 
d’abord  en  arrière  de  celui-ci , il  aura  dû  le  rencontrer  en 
quelque  point  en-deçà  de  A. 

Soit  R"  le  point  de  rencontre  , et  désignons  la  distance  CR" 
par  x.  Les  distances  R''A  et  R"B  seront  exprimées  par  x — a 
et  x — b ; et  puisque  les  mobiles  parviennent  an  même  instant 
l’un  en  A et  l’autre  en  B , on  devra  avoir 

x — a\x — b'.'m’.n,  d’où  n(j: — a)  = m(x  — b). 

L’équation  n(x—  a)  r=  m(x  — b)  revient  h celle-ci  : 
nx  — na  — mx  — mb  ; 

et  l’on  en  conclut,  par  des  raisonnements  semblables  à ceux 
du  n°  19  , 

na  — mb 

x = . 

n — m 

Il  faut  remarquer  d’ailleurs  que,  puisque  l’on  a par  hy- 
pothèse n > m , et  puisque  l'on  a aussi  AC  > BC  ou  a>i, 
on  a nécessairement  na  ^ > mb. 

53.  Dans  chacun  des  trois  cas  que  nous  venons  de  consi- 
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dérer,  la  formule  à laquelle  on  parvient  exprime  toujours 
qu’il  faut  diviser  la  différence  des  produits  mb  et  na  par  la 
différence  des  quantités  m et  n.  Mais  les  trois  formules  diffè- 
rent par  l’ordre  dans  lequel  les  soustractions  s’effectuent , et 
quand  la  possibilité  d’exécuter  ces  soustractions  existe  pour 
une  des  formules,  elle  n’existe  pas  pour  les  deux  autres.  Il 
semble  que  l’on  doive  inférer  de  là  que  les  trois  formules 
sont  nécessaires  pour  embrasser  toutes  les  circonstances  que 
le  problème  peut  offrir.  Cependant  au  moyen  des  conventions 
que  les  algébristes  ont  établies  , on  parvient  à éviter  l’incon- 
vénient d’employer  des  formules  différentes  pour  les  diverses 
suppositions  qui  peuvent  être  faites  sur  les  données  d’une 
question  : c’çst  ce  que  nous  allons  expliquer. 

Des  quantités  négatives. 

33.  Quand  on  est  conduit  à une  soustraction  que  l’on  ne 
peut  exécuter , parce  que  le  nombre  que  l’on  doit  soustraire 
est  plus  grand  que  celui  dont  il  faut  le  soustraire,  on  retranche 
le  plus  petit  nombre  du  plus  grand , et  l’on  place  devant 
le  reste  le  signe  — , qui  sert  alors  à indiquer  que  ce  reste 
est  ce  qu’il  manquait  au  nombre  dont  on  devait  soustraire 
pour  que  l’opération  pût  être  entièrement  effectuée.  Ainsi, 
que  l’on  ait  à soustraire  10  de  7,  le  reste  s’exprimera  par — 3. 

Une  expression  formée  d’un  nombre  précédé  du  signe— , 
comme  — 3 , prend  le  nom  de  quantité  soustractive  ou  néga- 
tive. Par  opposition,  on  donne  aux  quantités  qui  sont  affec- 
tées du  signe  + la  dénomination  de  quantités  additives  ou 
positives.  Les  quantités  qui  11c  sont  précédées  d’aucun  signe 
sont  regardées  comme  précédées  du  signe  +. 

La  valeur  absolue  d’une  quantité  positive  ou  négative  est  le 
nombre  dont  cette  quantité  est  formée  , pris  indépendamment 
du  signe  qui  le  précède. 

54  Supposons  qu’on  ait  exprimé  par  a la  valeur  des  biens 
qu’une  personne  possède , et  par  b ce  qu’elle  doit.  Si  a est 
plus  grand  que  b , cette  personne  possédera  évidemment  une 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  PREMIER.  s5 

fortune  égale  à a — b ; si , au  contraire  , a est  moindre  que  b, 
elle  sera  dans  le  même  cas  que  si  elle  ne  possédait  rien  et 
devait  une  somme  égale  à b — a ; mais  on  pourra  comprendre 
les  deux  cas  dans  une  même  expression  , en  convenant  de 
regarder  la  différence  a — b comme  représentant  un  bien  réel , 
ou  une  dette,  selon  que  cette  différence  sera  positive  ou 
négative, 

Par  exemple , si  l’on  a a = 2000  et  b = a5oo , il  en  résultera 
a — b=  — 5oo,  et  au  lieu  de  dire  que  la  personne  dont  on  veut 
calculer  la  fortune  doit  5oo  francs  au-delà  de  ce  qu’elle  pos- 
sède , on  dira  qu’elle  possède  — 5oo  francs. 

Supposons  encore  que  l’on  ait  exprimé  par  a l’espace  qu’uu 
mobile  a parcouru  sur  une  droite,  à partir  d’un  point  fixe , 
dans  un  sens  désigné  , et  par  b l’espace  dont  il  a rétrogradé 
par  un  mouvement  en  sens  contraire.  Si  b est  moindre  que  a, 
le  mobile  sc  sera  éloigné  du  point  de  départ  d’une  quantité 
égale  à a — b , dans  le  sens  du  premier  mouvement  ; et  si  b est 
plus  grand  que  a,  le  mobile  sera  distant  du  point  de  départ, 
dans  une  direction  opposée,  d’une  quantité  égale  h b — a. 
Mais  on  pourra  représenter  dans  les  deux  cas  la  distance  du 
mobile  au  point  de  départ  par  la  différence  a — b , en  conve- 
nant que  cette  distance  devra  être  prise  dans  le  sens  du  pre- 
mier mouvement , ou  dans  le  sens  du  second , suivant  que  la 
quantité  a — b sera  positive  ou  négative, 

5tt.  Ces  exemples  montrent  que  l’emploi  des  quantités  né- 
gatives constitue  un  mode  de  langage  par  lequel  on  renferme 
daus  une  expression  commune  deux  significations  opposées. 
Ils  font  donc  pressentir  qu’on  augmentera  utilement  la  géné- 
ralité des  solutions  algébriques , si  l’on  introduit  ces  quantités 
dans  les  calculs , en  les  regardant  comme  susceptibles  de  sc 
combiner  entre  elles  et  avec  les  quantités  positives  par  addi- 
tion, soustraction  , multiplication  et  division. 

A la  vérité,  ces  opérations,  appliquées  aux  quantités  néga- 
tives, offriront  nécessairement  un  sens  différent  de  celui  que 
l’on  y attache  lorsque  l’on  ne  considère  que  des  nombres. 


Digitized  by  Google 


a6  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D’ALGÈBRE. 

Elles  ne  pourront  pas  non  plus  être  entièrement  assimilées  aux 
opérations  algébriques  dont  nous  avons  fait  connaître  plus 
haut  l’origine  et  la  nature;  car  ces  opérations,  telles  que 
nous  les  avons  envisagées,  se  rapportent  seulement  à des  ex- 
pressions dans  lesquelles  les  signes  -f-  et  — sont  employés 
pour  marquer  l’addition  et  la  soustraction,  comme  on  les 
conçoit  en  Arithmétique.  On  pourrait  donc  croire  que  l’on 
reste  maître  d’appliquer  aux  quantités  négatives  telles  règles 
que  l’on  voudra. 

Cependant  on  doit  aisément  concevoir  que , d’après  l’origine 
même  de  ces  quantités,  il  faudra  toujours  leur  appliquer  dans 
les  calculs  les  mêmes  règles  que  si  elles  étaient  placées 
après  des  quantités  positives  telles  que  la  soustraction 
put  être  effectuée  ; et  c’est  en  effet  ce  que  l’expérience 
confirme  de  la  manière  la  plus  complète  et  la  plus  satis- 
faisante. 

Développons  les  conséquences  de  ce  principe  par  rapport  à 
chaque  opération. 

36.  Pour  ajouter  des  quantités  isolées  positives  et  néga- 
tives, ou  toutes  négatives,  on  applique  à ces  quantités  la  règle 
du  n“  23.  Ainsi , la  somme  des  quantités  -f- 15  et  — to  est 
exprimée  par  + i5— 10  ; celle  des  quantités  ■+■  i5  et  — 20  est 
exprimée  par-f-  1 5 — 20  ; et  celle  des  quantités  — i5  et  — 20 
est  exprimée  par  — r5 — 20. 

La  première  expression  sc  réduit,  selon  la  signification  . 
ordinaire  du  signe  — , à — f-  5 ; la  seconde  expression  se 
réduit,  d’après  la  convention  du  n”  33,  à — 5.  A l’égard 
de  l’expression  — i5 — 20,  on  opère  pour  la  réduire  comme 
si  la  première  quantité  — i5  était  précédée  d’une  quantité 
positive  suffisamment graude.  Dans  ce  cas,  on  devrait  retran- 
cher d’abord  r5  de  cette  quantité,  et  retrancher  ensuite  20  du. 
reste.  Or,  il  est  clair  qu’on  aurait  ainsi  le  même  résultat 
que  si  l’on  retranchait  de  la  même  quautité  la  somme  des 
deux  nombres  i5  et  20  , ou  35.  L’expression  — i5  — 20  peut 
donc  être  remplacée  par  — 35.  Si , dans  les  deux  premiers 
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exemples , on  intervertissait  l’ordre  des  deux  quantités , la 
réduction  donnerait  toujours  le  même  résultat  ; car  en  sup- 
posant l’expression  — 10  + i5  précédée  d’une  quantité  posi- 
tive plus  grande  que  to,  il  faudra  diminuer  cette  quantité 
de  10  et  augmenter  le  reste  de  i5.  Or,  il  est  évident  que  le 
résultat  ne  sera  pas  changé  si  l’on  augmente  d’abord  la  pre- 
mière quantité  de  i5  et  que  l’on  diminue  la  somme  de  10.  De 
meme  pour  l’expression  — 20 -f- 15. 

Ainsi , V addition  de  deux  quantités  , l'une  positive  et  Vautre 
négative , s’exécute  en  prenant  la  différence  des  valeurs  ab- 
solues de  ces  quantités , et  V affectant  du  signe  de  la  quantité 
dont  la  valeur  est  la  plus  grande. 

Et , l’addition  de  deux  quantités  négatives  s’exécute  en 
faisant  la  somme  des  valeurs  absolues  de  ces  quantités  , et 
l'affectant  du  signe  — . 

37.  Si  l’on  doit  ajouter  les  cinq  quantités  — 2 , -f»  5,  — 1 3 , 
-4,  somme  sera  exprimée  par 

-2+5-13-4  + 8; 

M * 

et  en  réduisant , au  moyen  des  deux  règles  qui  ont  été  énon 
cées  à la  fin  du  numéro  précédent,  on  trouvera  successivement 

— a + 5 = + 3, 

— 2 + 5 — 1 3 = — f—  3 — i3  = — 10, 

— 2 + 5 — i3  — 4 = — 10  — 4 = — i4, 

— 2 + 5—  1 3 — 4 + 8 = — 14  + 8 = — 6. 

Dans  cet  exemple,  on  retranche  d’abord  2 de  5 , puis  on 
soustrait  le  reste  de  i3.  Or,  par  ces  opérations,  ou  a le  même 
résultat  que  si  l’on  ajoutait  2 à i3  et  qu’on  diminuât  la  somme 
de  5.  Ensuite , la  valeur  absolue  de  l’expression  — 14  se  forme 
en  ajoutant  4 â la  valeur  absolue  du  résultat  précédent;  et 
puisque  ce  résultat  était  formé  de  la  somme  des  nombres  2 
et  i3  diminuée  de  5 , le  nombre  i4  est  formé  de  la  somme  des 
nombres  a , i3  et  4 , diminuée  de  5.  Enfin  , la  valeur  absolue 
de  — 6 qui  se  forme  en  retranchant  8 de  1 4 > est  la  somme 
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des  nombres  2,  i3  et  4 » diminuée  de  celle  des  nombres  5, 

et  8. 

Il  résulte  de  ces  observations  qui  s’appliqueraient- 
également  à tout  autre  exemple , que , pour  obtenir  la  ■ 
tomme  de  plusieurs  quantités  affectées  des  signes  + et  — , il 
faut  calculer  la  somme  des  valeurs  numériques  des  quantités 
positives 3 celle  des  valeurs  numériques  des  quantités  néga- 
tives, soustraire  la  plus  petite  somme  de  la  plus  grande  , 
cl  mettre  devant  le  reste  le  signe  des  quantités  qui  ont  donné 
la  plus  grande  somme. 

38.  Il  faut  remarquer  que  , d’après  le  sens  qu’on  vient  de 
donner  à l’addition , cette  opération  n’entraîne  pas  toujours 
l’idée  d’une  augmentation  ; et  il  peut  arriver  qu’une  somme 
soit  moindre  que  chacune  des  parties  qui  la  composent.  Par 
rapport  à cette  manière  d’envisager  l’addition , on  donne  au 
résultat  le  nom  de  somme  algébrique , taudis  qu’une  somme 
que  l’on  forme  en  ayant  seulement  égard  aux  valeurs  abso- 
lues des  parties  qui  la  composent , prend  le  nom  de  somme 
arithmétique. 

Au  reste,  les  modiGcations  que  l’Algèbre  apporte,  par 
l’introduction  des  quantités  négatives , au  sens  ordinaire 
de  l’addition,  offrent  quelque  chose  d’analogue  à ce  que 
l’on  observe  dans  l'Arithmétique,  au  sujet  de  la  multipli- 
cation , lorsque  après  avoir  considéré  seulement  cette  opéra- 
tion pour  le  cas  où  le  multiplicateur  est  un  nombre  entier, 
on  passe  au  cas  où  le  multiplicateur  est  fractionnaire.  De 
même  que  l’on  applique  alors  le  nom  de  multiplication  à une 
opération  qui  est  mêlée  de  multiplication  et  de  divisiou,  de 
même  , dans  l’Algèbre , on  applique  le  nom  à’ addition  à une 
opération  qui  comprend  en  réalité  l’addition  et  la  soustrac- 
tion; ce  qui  offre  d’ailleurs  l’avantage  de  servir  à renfermer 
dans  un  seul  énoncé,  soit  en  langage  ordinaire,  soit  par  l'é- 
criture algébrique,  des  règles  qui  autrement  exigeraient  des 
énoncés  ou  des  formules  différentes. 

39.  Pour  soustraire  une  quantité  positive  ou  négative,  ou 
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s\iit  la  règle  du  n°  24.  Ainsi,  si  de  4- 7 on  doit  soustraire 
— 3 , le  reste  est  4-  7 4-  3 ou  -f- 1 o ; si  de  — 7 on  doit  sous- 
traire + 3 , le  reste  est  — 7 —3  ou  — 10;  si  de  — 7 on  doit 
soustraire  — 3 , le  reste  est  — 7 4-3  ou  — 4 ! 8‘  de  — 7 
on  doit  soustraire  — n , le  reste  est  — 74-  1 1 ou  4-  4. 

On  voit  que , de  cette  manière  , la  soustraction  peut  être 
regardée  comme  une  addition,  dans  laquelle  on  ajoute,  à la 
quantité  dont  on  doit  soustraire,  la  quantité  qu'il  faut 
soustraire  prise  avec  le  signe  contraire  à celui  dont  elle  est 
affectée. 

On  peut  aussi  remarquer  que  le  reste  est  toujours  ce  qu'il 
faut  ajouter  à la  quantité  que  l’on  a soustraite  pour  obtenir 
celle  dont  on  a soustrait.  Car  si  l’on  demande  la  quantité  qu’il 
faut  ajouter  à — 3 pour  obtenir  une  somme  égale  à -f  7 » 
cette  quantité  devra  être  positive  et  telle  que , si  l’on  en 
retranche  3 , on  ait  pour  reste  7 : elle  sera  donc  égale  à 7 4 3. 
Si  l’on  demande  la  quantité  qu’il  faut  ajouter  à 4-  3 pour 
avoir  — 7 , cette  quantité  devra  être  négative  et  numérique* 
ment  égale  à la  quantité  qui,  diminuée  de  3,  donnerait  7 ; 
elle  sera  donc  égale  à — 7 — 3.  On  voit  de  la  même  ma- 
nière que  la  quantité  qu’il  faut  ajouter  à — 3 pour  avoir  — 7 
est  — 74-3;  et  la  quantité  qu’il  faut  ajouter  à — 11  pour 
avoir  — 7 est  — q+11.  La  proposition  que  nous  avons 
énoncée  se  trouve  ainsi  vérifiée  pour  tous  les  cas  que  la  sous- 
traction peut  offrir  , quand  on  y considère  des  quantités  né- 
gatives. 

40.  Pour  former  le  produit  de  deux  quantités  , on  fait  le 
produit  de  leurs  valeurs  numériques,  et  l’on  affecte  ce  produit 
du  signe  4-  ou  du  signe  — , en  se  conformant  aux  règles  du 
n°  26.  Ainsi,  le  produit  de  — 7 par  4-  3 est  — 2 1 ; cel„j 

de  4-  7 par  — 3 est  également  — 21  ; et  le  produit  de 7 

par  — 3 est  4-21. 

On  pourrait  appliquer,  à la  multiplication  d’une  quantité 
négative  par  une  quautité  positive  , la  définition  connue  de  la 
multiplication  en  Arithmétique  : on  trouverait  ainsi  que  le 
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produit  doit  être  négatif;  car  le  produit  de — 7 par  + 3 , 
par  exemple , devrait  être  la  somme  de  trois  quantités  égales 
A — 7,  laquelle  est — 7 — 7 — 7»  ou  — 21.  Si  l’on  avait  à 
multiplier  — 7 par  une  fraction  f , le  produit  devrait  se 
former  de  trois  fois  le  quart  de  — 7;  or,  le  quart  de  — 7 
sera  exprimé  par  — \ , puisque , d’après  l'exemple  précé- 
dent, — £x4~ — 7;  Ie  produit  de  —7  par  |-  sera  donc 
égal  à — jX3,  ou  à — —■  Mais  lorsque  le  multiplica- 
teur est  négatif,  il  n’est  plus  possible  de  déterminer  le  sens 
de  l’opération  par  la  définition  qu’on  donne  de  la  multipli- 
cation dans  l’Arithmétique,  et  l’on  ne  peut  plus  connaître 
comment  on  doit  former  le  produit , que  par  les  considéra- 
tions que  nous  avons  présentées  dans  le  n“  58. 

41-  L’objet  de  la  division  est  toujours  , comme  en  Arith- 
métique , de  trouver  une  quantité  qui , multipliée  par  le 
diviseur , reproduise  le  dividende.  11  suit  de  cette  définition 
que,  lorsque  le  dividende  a le  signe  le  quotient  doit  avoir 
le  meme  signe  que  le  diviseur ; car,  pour  que  le  produit  de 
deux  facteurs  soit  positif,  il  faut  que  les  deux  facteurs  aient 
le  même  signe.  Ainsi , le  quotient  de  -f  8 par  + 2 et  celui  de 

8 par  — 2 sont  l’un  et  l’autre  -f-  4-  Lorsque  le  dividende  a 

le  signe  , le  quotient  doit  avoir  le  signe  contraire  à celui 

du  diviseur ; car,  pour  que  le  produit  de  deux  facteurs  soit 
négatif,  il  faut  que  les  deux  facteurs  aient  des  signes  con- 
traires. Ainsi , le  quotient  de  -f-  8 par  — 2 et  celui  de  — 8 
par  -f-  2 sont  l’un  et  l’autre  — 4- 

On  peut  exprimer  les  règles  ci-dessus  de  cette  autre  ma- 
nière : 

i».  Si  le  dividende  et  le  diviseur  ont  tous  deux  le  signe 
le  quotient  devra  avoir  le  signe  -f*. 

a».  Si  le  dividende  a le  signe  ■+•  et  le  diviseur  le  signe  — , 
ou  si  le  dividende  a le  signe  — et  le  diviseur  le  signe  + , le 
quotient  devra  avoir  le  signe  — . 

3°.  Si  le  dividende  et  le  diviseur  ont  tous  deux  le  signe  — , 
le  quotient  devra  avoir  le  signe  -f-. 
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On  Jit  aussi,  abréviativement,  que-J-dmifé  par -{-donne  -f  ; 
-f-  divisé  par  — ou  — divisé  par  -f-  donne  — ; et  — divisé 
par  — donne 

Ces  règles  sont  entièrement  semblables  à celles  qui  se  rap- 
portent à la  multiplication , de  sorte  que  le  signe  du  quotient 
de  deux  quantités  est  le  même  que  le  signe  de  leur  produit. 

42.  C’est  ici  le  lieu  de  faire  connaître  comment  on  com- 
pare entre  elles  les  grandeurs  des  quantités  positives  et  né- 
gatives. Si  d’un  nombre  tel  que  10,  par  exemple,  on  re- 
tranche successivement  les  nombres  i,  2,  3,  4,....io,  on 
obtiendra  d’abord  des  restes  positifs  de  plus  en  plus  petits, 
puis  on  parviendra  à un  reste  nul  ; et  si  l’on  continue  à sous- 
traire du  même  nombre  ro  les  nombres  n,  la,  i3,  1 4 » etc., 
on  produira  les  quantités  négatives  — i , — a,  — 3,  etc. 
On  voit  donc  que  les  quantités  négatives  peuvent  être  regardées 
comme  étant  plus  petites  que  zéro , et  d’autant  plus  petites 
que  leurs  valeurs  absolues  sont  plus  grandes.  Ce  n’est  là  , du 
reste  , qu’une  convention  , ou  plutôt  une  forme  de  langage 
dont  on  appréciera  mieux  l’utilité  dans  la  suite. 

Nous  avons  déjà  dit  que  les  inégalités  entre  des  quantités 
se  marquent  au  moyen  des  signes  et  <^.  Ainsi,  d’après  la 
convention  qui  vient  d’être  énoncée , on  peut  écrire 

— 3<o,  — 4 — 3,  ou  bien  o|>  — 3,  — 3 > — 4- 

45.  Revenons  actuellement  à la  question  du  n°  29,  pour 
laquelle  nous  avons  obtenu , dans  ce  numéro  et  dans  les  deux 
suivants,  trois  formules  différentes. 

Supposons  a — 8om,  b—  r]2.m,  m — 9”,n  = 1 1" , et  mettons 
ces  valeurs  dans  la  formule  du  n®  29  ; il  en  résultera 

648—880 
9—  «1 

Or , au  moyen  des  principes  qui  viennent  d’être  posés , on 

• • ““232 

trouve  en  effectuant  les  soustractions  indiquées  x = *r 

d’où  l’on  conclut  x — 1 16. 
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Ce  résultat  est  précisément  celui  qu’on  trouverait , sans  le 
secours  des  quantités  négatives , si  l’on  mettait  les  valeurs  ci-» 
dessus  daus  la  formule  du  n°  31 , qui  se  rapporte  au  cas  où 
l’on  a m < n.  Les  deux  mobiles  se  rencontrent  donc  en-deçà 
des  points  A et  B,  à une  distance  de  1 16”  au  point  C. 

Posons  encore  a=io8m,  b=8om,  m=  n”,  71  = g™,  et 
mettons  ces  valeurs  dans  la  formule  du  n°  29  ; il  en  résultera 

x— ■il—— — -L.  d ou  x — — 46. 

11— 9 2 

Pour  éviter  la  solation  négative , il  faudrait  mettre  les  va- 
leurs de  a,  b,  m,  n dans  la  formule  du  u°  50,  ce  qui  don- 
nerait x—/\8\  par  conséquent  les  deux  mobiles  se  rencon- 
trent en  un  point  situé  au-delà  du  point  C , et  qui  en  est 
éloigné  de  46"’. 

Pour  voir  comment  on  peut  interpréter  la  valeur  négative 
x=.-*-lfi>,  sans  qu’il  soit  nécessaire  de  se  reporter  à ce  qui 
a été  dit  dans  le  n°  50,  il  faut  reprendre  l’équation  du  n°29, 
n(cr — x)  = m(b — x ) , et  faire  dans  cette  équation  a=  108, 
b — 80,  m z=t  1 1 , n r=  g , x — — 46.  Les  différences  a — x 
et  b‘ — x deviennent  alors  108  + 46  et  80 + 46;  de  sorte 
que  le  premier  membre  est  9 (108  -f-  4b)  ou  1 386 , le  se- 
cond membre  est  11(80+46)  ou  i386,  et  l’équation  est 
vérifiée.  Mais  d'après  l’égalité  9(108  + 46)  = 1 1(80  + 46) , 
on  reconnaît  que  l’inconnue  x deviendrait  positive  en  con- 
servant la  même  valeur  numérique , si , au  lieu  de  l’équation 
ci-dessus,  on  prenait  la  suivante  n{a  + x)  = m[b  + x).  Il 
faut  donc  que  les  distances  du  point  de  rencontre  aux  points 
A et  B , qui  doivent  être  proportionnelles  aux  nombres  m 
et  n , au  lieu  d’être  exprimées  par  a — x et  b — x,  soient 
exprimées  par  a + x et  &+.r;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu 
que  dans  le  cas  où  le  point  de  rencontre  est  au-delà  du 
point  C. 

On  voit  donc  que,  daus  chacun  des  trois  cas  que  nous 
avons  considérés  dans  les  n"’  29,  50  et  51,  la  solution  peut 
toujours  se  déduire  de  la  formule  du  n®  29. 
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Il  est  essentiel  d’observer  que  ce  que  nous  disons  ici  de  la 
formule  du  n°  29  s’applique  egalement  à chacune  des  deux 
autres  formules  : si  l'on  mettait,  par  exemple,  dans  la  formule 
du  n°  30 , qu’on  a obtenue  en  considérant  le  cas  où  le  point 
de  rencontre  est  au-delà  de  C,  des  nombres  tels  que  ce 
point  dût  être  à gauche  de  C,  on  trouverait  pour  l’inconnue  a; 
une  quantité  négative,  dont  la  valeur  absolue  exprimerait  tou- 
jours la  distance  cherchée. 

44.  La  question  du  n°  29  peut  être  modifiée  de  diverses  ma- 
nières. On  peut  supposer,  par  exemple,  que  les  deux  mobiles 
partent  de  deux  points  A et  B situés  de  part  et  d’autre  du 
point  C , et  se  dirigent  l’un  vers  l’autre 


M N 


Dans  ce  cas , la  rencontre  peut  avoir  lieu  entre  C et  A en 
un  point  tel  que  R,  ou  entre  C et  B en  un  point  tel  que  R’. 
On  pourra  mettre  le  problème  en  équation  en  adoptant  l’une 
ou  l’autre  de  ces  deux  suppositions,  et  la  formule  qu’on  ob- 
tiendra donnera  encore  lieu  à des  observations  semblables  à 
celles  que  nous  venons  de  faire  : c’est-à-dire  que  cette  formule 
conduira  à une  valeur  positive  de  l’inconnue  , lorsque  les  va- 
leurs particulières  qu’on  attribuera  aux  données  s’accorderont 
avec  la  supposition  qu’on  aura  adoptée  ; et  elle  donuera , au 
contraire , une  valeur  négative  de  l’inconnue , quand  les  va- 
leurs particulières  des  données  ne  s’accorderont  pas  avec  la 
supposition.  Mais  ce  que  nous  voulons  surtout  faire  remar- 
quer, c’est  que  la  solution  de  ce  nouveau  problème  pourra 
encore  être  donnée  par  la  formule  du  n°  29. 

Pour  le  faire  voir,  supposons  que  le  mobile  M parcoure  q"1 
dans  l’unité  de  temps  , que  le  mobile  N parcoure  i im  dans  le 
même  intervalle,  que  la  distance  AC  soit  de  1 4°m>  la  dis- 
tance BC  de  8om,  et  que  les  deux  mobiles  se  rencontrent  en 
en  un  point  R situé  entre  A et  C.  En  représentant  la  distance 
CR  par  x,  les  distances  AR  et  BR  seront  140  — x et  8o  -f-x  ; 

2e  Édit.  3 
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et  comme  elles  devront  être  parcourues  dans  le  même  temps 
par  les  deux  mobiles , il  faudra  que  l’on  ait 

140— x : 80 -f  X ::  9 : Il  ; d’où  11(140— x)  = g(8o-fx). 

L’équation  1 1(140  — x)  = 9(80  + x)  ne  paraît  pas  d’abord 
susceptible  d’être  comparée  à l’équation  qu’on  a considérée 
dans  le  n°  29 , savoir,  n(a  — x)  = m(b  — x)  ; mais  ces  deux 
équations  peuvent  être  écrites  comme  il  suit  : 


<1  —x b — x 140  — x 80 +x 

m n ’ 9 "Tï  ' 


Pour  que  le  second  membre  de  la  première  équation  devienne 
le  second  membre  de  la  seconde  équation,  il  suffit  de  rem- 

placer  b par  —80  et  n par  — 1 1 : la  fraction  devient 

n 

■ • — 80  — x 

ainsi  — '"Y t — > or  cette  dernière  expression  équivaut  à 


80  — X 

— — — . Il  suit  de  là  que  l’on  obtiendra  la  valeur  de  x qui 

convient  à la  question  actuelle,  en  faisant,  dans  la  formule 
mb- — na  . Q 

x — ~m  n » b — — 00,  m=z- — 1 , a 3=  140,  m=g;  ce  qui 


revient  à prendre  dans  cette  formule  avec  des  signes  contraires 
les  données  b et  n,  qui  se  rapportent  au  mobile  N dont  le 
mouvement  a lieu  suivant  une  direction  opposée  à celle  qu’on 
lui  attribuait  dans  le  problème  du  n°  29.  On  trouve  de  cette 
manière 


x — 9X(— 8°)—  (— n)Xi4o  _ — 720  + 1540  _ 

9 — (—11)  20  — 41- 

Il  est  facile  de  s’assurer  à posteriori  que  la  valeur  x=4i 
est  en  effet  celle  qui  satisfait  à la  question. 

43.  Ces  divers  exemples  suffisent  pour  faire  apprécier  les 
usages  des  quantités  négatives , et  les  avantages  qu’on  peut 
en  retirer.  Quant  aux  développements  dans  lesquels  il  fau- 


Digitized  by  Googl 


CHAPITRE  PREMIER.  J5 

dvait  entrer  pour  établir  des  règles  générales  sur  la  manière 
d’employer  les  quantités  négatives  dans  les  problèmes,  et  sur 
l'interprétation  des  valeurs  négatives  des  inconnues , ce  n’est 

pas  ici  le  lieu  de  nous  y arrêter. 

/ 

Des  symboles  ™ et 

46.  Outre  les  circonstances  que  nous  ont  déjà  présentées  les 
applications  des  formules  algébriques , on  en  rencontre  en- 
core d’autres  dont  la  question  du  n°  519  peut  offrir  des  exem- 
ples. 

Reportons-nous  à la  formule  que  nous  avons  obtenue  dans 
le  n°  30 , savoir  , 

na — mb 

x = . 

m — n 

Quand  on  suppose  dans  cette  formule  b et  to=tj,  le  nu- 
mérateur na — mb  est  une  certaine  quantité  positive,  et  le 
dénominateur  est  zéro  ; de  sorte  qu’en  représentant  la  va- 
leur du  numérateur  par/>,  on  obtient 


o 


L’énoncé  de  la  question  fait  voir  immédiatement  que  dans 
les  suppositions  que  nous  examinons  ici , les  deux  mobiles  ne 
peuvent  plus  se  rencontrer,  puisque,  leurs  vitesses  étant 

égales,  ils  conserveront  toujours  entre  eux  le  même  intervalle 
/ * * *• 
AB.  Mais  il  faut  examiner  comment  l’expression  £ qu’on 

. o * 

obtient  pour  x indique  cette  conclusion.  Pour  cela,  conce- 
vons que  l’on  ait  à diviser  successivement  le  nombre  p par 
les  nombres  décroissants  i,  Jy»  tsô»  tsôô , etc.,  on  obtien- 
drait ainsi  les  quotients^,  io p,  loop,  looop,  etc.;  et  quel 
que  soit  le  nombre  p,  on  pourra  toujours  le  diviser  par 
un  nombre  assez  petit  pour  que  le  quotient  soit  au-dessus 

3.. 
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de  tout  nombre  assignable.  Il  suit  de  là  que  le  symbole 


exprime  le  dernier  état  d’une  grandeur  qui  croit  indéfini- 
ment ; et  l’on  dit  par  cette  raison  que  ce  symbole  représente 

l’infini.  Le  résultat  x marque  donc  que  les  deux  mobiles 

se  rencontrent  à l 'infini;  ce  qui  revient  à dire  qu’ils  ne  se 
rencontrent  pas , en  indiquant  en  même  temps  que  plus  leurs 
vitesses  approchent  d’être  égales , plus  le  lieu  de  leur  ren- 
contre est  éloigné , et  que  l’on  peut  supposer  ces  vitesses  assez 
peu  différentes  l’une  de  l’autre  pour  que  le  lieu  de  la  ren- 
contre s’éloigne  au-delà  de  toute  distance  assignable. 

47.  Quand  on  suppose  dans  la  formule  ci-dessus  b=  a et 
m — n , il  vient 


Or,  par  quelque  nombre  que  l’on  multiplie  zéro,  le  pro- 
duit est  toujours  égal  à zéro  ; on  peut  donc  prendre  pour 
le  quotient  de  zéro  par  zéro  tel  nombre  que  l’on  veut.  On 
doit  conclure  de  là  que,  dans  ces  dernières  suppositions,  les 
deux  mobiles  sont  toujours  ensemble;  et  c’est  ce  que  l’on 
aperçoit  immédiatement , puisque , d’après  les  hypothèses 
b t=  a et  mz=z  n,  les  deux  mobiles  partent  du  même  point  et 
ils  ont  la  même  vitesse. 


48.  Le  quotient  de  deux  quantités  exprimées  algébrique- 
ment devenant  infini  quand  le  diviseur  est  nul  sans  que 
le  dividende  le  soit,  et  indéterminé  quand  le  diviseur  et  le 
dividende  sont  nuis  , on  dit , par  opposition , que  lorsque  le 
diviseur  n’est  pas  nul , le  quotient  a une  valeur  finie  et  dé- 
terminée. 
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CALCUL  ALGÉBRIQUE. 

ADDITION,  SOUSTRACTION,  MULTIPLICATION,  DIVISION,  FRACTIONS. 

• '\\  ''  . • . 

Définitions.  — Observations  préliminaires. 

49.  Lorsque  plusieurs  quantités  sont  réunies  par  les  signes 
-f-  et  — , chacune  de  ces  quantités  considérée  avec  le  signe 
qui  la  précède  , s’appelle  un  terme.  Ainsi , dans  l’expression 
3 a — 5 b-\-8c,  il  y a trois  termes  qui  sont  3a,  — 5b  et+8c. 
Les  termes  qui  ne  sont  affectés  d’aucun  signe  sont  regardés 
comme  affectés  du  signe 

Une  expression  algébrique  qui  n’a  qu’un  seul  terme  est  un 
monome  ; celle  qui  a deux  termes  est  un  binôme  ; celle  qui  en 
a trois  est  un  trinôme,  etc.  ; et  l’on  donne  en  général  le  nom  de 
polynôme  à toute  expression  composée  de  plusieurs  termes» 

On  nomme  aussi  quelquefois  les  monoines  quantités  incom- 
plexes, et  les  polynômes  quantités  complexes. 

Lorsqu’un  nombre  est  placé  comme  facteur  devant  une 
quantité , il  prend  le  nom  de  coefficient.  Ainsi , dans  l’ex- 
pression 3a  — \b  , les  nombres  3 et  f sont  des  coefficients. 

80.  Dans  le  calcul  des  quantités  algébriques,  ilfaut  supposer 
pour  plus  de  généralité,  que  les  diverses  lettres  peuvent  rece- 
voir indifféremment  des  valeurs  positives  ou  des  valeurs  né- 
gatives. • • - 

Pour  avoir  la  valeur  d’un  polynôme  , quand  on  met  à la 
place  des  lettres  des  quantités  positives  ou  négatives , il  suffit 
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de  se  reporter  à ce  qui  a été  dit  dans  le  chapitre  précédent,  sur 
la  manière  d’effectuer  les  opéra tionslorsqu’ils’agit  de  ces  quan- 
tités. Soit,  par  exemple  , le  polynôme  3 a — 5&  + 8c,  et  sup- 
posons qu’ou  ait  à faire  a=  — 3,  b—  — 4>  c = + 5.  Les 
quantités  3a,  5 b et  8c  deviendront  — g,  — 20  et  + 4®  ; et 
comme  le  polynôme  proposé  exprime  que  l’on  doit  sous- 
traire 5 b de  3a  , et  ajouter  8c  au  résultat  de  la  soustraction , 
il  deviendra,  suivant  les  règles  des  n°*  36  et  39,  — g-J-20-f-4o. 
En  appliquant  alors  la  règle  du  n°  37  , on  trouve  que  cette 
expression  se  réduit  à -f-  5r. 

Il  suit  évidemment  de  la  dernière  règle  que  nous  venons 
de  rappeler , que  la  -valeur  d’un  polynôme  n’est  point  altérée 
quand  on  intervertit  l’ordre  des  termes. 

On  en  déduit  aussi  que,  lorsqu'on  change  dans  un  polynôme 
tous  les  signes  -f-  en  — et  les  signes  — en  -f- , le  résultat 
des  opérations  indiquées  dans  le  polynôme  change  de  signe  et 
conserve  la  même  valeur  absolue. 

ne;  g-.  >i  • u«‘.  -vrt  au  allaq<;a'«  , ..  •.  . 

81.  Lorsque  l’on  considère  des  monomes  tels  que  +3a  et 
— 5 a , si  l’on  suppose  que  la  valeur  de  a est  positive , le 
sigÿe  de  chaque  monome  marque  que  ce  monome  exprime 
une  quantité  positivé  ou  négative  de  la  nature  de  celles  que 
nous  avons  considérées  dans  le  chapitre  précédent.  Mais 
quand  on  suppose  que  la  valeur  de  a est  négative , le  signe 
du  monome  n’offre  aucun  sens.  Cependant,  de  même  que 
pour  introduire  dans  les  calculs  des  expressions  formées  d’on 
nombre  précédé  du  signe  + ou  du  signe  — , et  découvrir 
les  règles  qu’il  convenait  d’appliquer  à ces  expressions  , on 
les  a considérées  comme  si  le  signe  marquait  une  opération 
susceptible  d’être  effectuée;  de  même,  pour  fixer  la  signifi- 
cation d’un  moDomé  affecté  du  signe  -J-  ou  du  signe  — r , 
dans  le  cas  où  la  quantité  littérale  jointe  A ce  signe  devient 
négative  , on  envisage  le  monome  comme  s’il  était  un  terme 
d’un  polynôme.  Au  moyen  de  cette  convention , si  l’on  a, 
par  exemple*  as— 8,  le  monome  -4-  3a  devient  — 24, 
et  le  monome — 5a  devient  +4° i et  en  général,  lorsqu’un 
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monome  , abstraction  faite  du  signe  dont  il  est  affecté  , prend 
une  valeur  négative,  le  monome  se  réduit  à une  quantité 
numérique  précédée  du  signe  contraire  à celui  qui  affectait 
le  monome. 

Addition  et  soustraction  des  rnonomes  et  des 
polynômes . 

82.  Il  résulte  de  ce  qui  a été  dit  précédemment  que,  lorsque 
les  lettres  contenues  dans  des  rnonomes  ne  représentent  que 
des  quantités  positives , V addition  de  plusieurs  rnonomes  doit 
s’exprimer  en  les  écrivant  à la  suite  les  uns  des  autres  avec 
les  signes  dont  ils  sont  affectés. 

Il  faut  encore  suivre  la  même  règle  lors  même  que  les 
lettres  peuvent  prendre  des  valeurs  négatives  ; car  si , après 
avoir  réuni  les  rnonomes  suivant  cette  règle , on  met  dans  le 
polynôme  qui  en  résulte  les  valeurs  des  lettres  , on  trouvera 
le  même  résultat  que  si  l’on  introduisait  d’abord  ces  valeurs 
dans  les  rnonomes , et  que  l’on  fit  ensuite  la  somme  des 
quantités  produites  par  cette  substitution. 

85.  Quant  à la  soustraction , puisque , d’après  ce  qui  a été 
dit  dans  le  n°  59,  on  soustrait  une  quantité  positive  ou  né- 
gative , en  ajoutant  à la  quantité  dont  on  doit  soustraire 
celle  qui  doit  être  soustraite  , prise  avec  un  signe  contraire , 
il  résulte  de  la  règle  ci-dessus  que  , pour  soustraire  un  mo- 
nome , il  faut  l’écrire  à la  suite  de  la  quantité  dont  on  doit 
soustraire  , avec  un  signe  contraire  à celui  dont  il  est  affecté. 

84.  Supposons  maintenant  qu’on  daive  ajouter  à une  quan- 
tité A le  polynôme  a-f-i — c-f-etc.  Nommons  B la  quan- 
tité à laquelle  se  réduirait  le  polynoiue  a-f-£  — c + etc. , si 
l’on  effectuait  les  opérations  après  avoir  attribué  aux  lettres 
des  valeurs  particulières.  On  aura  la  même  somme , soit  que 
l’on  ajoute  B à A ou  A à B.  Or,  pour  exprimer  la  seconde 
opération , il  suffit  d’écrire  a -f-  b — c-f-etc.  -f-  A ; et  comme 
on  peut  changer  l’ordre  des  termes , cette  expression  est  équi- 
valente à A -f - a + b — c-f-  etc. 
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Si  la  quantité  A représente  le  résultat  des  opérations  expri- 
mées par  un  polynôme , on  pourra  mettre  ce  polynôme  à la 
place  de  A dans  la  dernière  expression  ; et,  par  là,  le  sens  de 
celte  expression  ne  sera  aucunement  altéré. 

On  peut  donc  conclure  que , pour  ajouter  plusieurs  poly- 
nômes , il  suffit  de  les  écrire  les  uns  à la  suite  des  autres , en 
conservant  à tous  leurs  termes  les  signes  dont  ils  sont  affectés. 

88.  A l’égard  de  la  soustraction  , supposons  qu’on  ait  effec- 
tué les  opérations  indiquées  dans  le  polynoine  à soustraire, 
après  avoir  donné  des  valeurs  aux  lettres  ; pour  soustraire  le 
résultat  qu’on  aura  obtenu , il  faudra  ajouter  à la  quantité 
dont  on  doit  soustraire , la  quantité  de  signe  contraire  à ce 
résultat  (ii°  59).  Or  on  sait  que  le  résultat  des  opérations  in- 
diquées dans  un  polynôme  change  de  signe  quand  on  change 
le  signe  de  chaque  terme  ( n°  80  ) , et  l’on  vient  de  voir  que, 
pour  l’addition  , les  termes  des  quantités  que  l’on  ajoute  con- 
servent leurs  signes.  Par  conséquent , pour  soustraire  un  po- 
lynôme , il  faut  l’écrire  à la  suite  de  la  quantité  dont  on  doit 
soustraire , en  changeant  le  signe  de  chaque  terme. 

86.  Les  deux  règles  que  nous  venons  d’établir  avaient  déjà 
été  expliquées  dans  les  n°*  23  et  24  ; mais  il  nous  a paru 
nécessaire  de  revenir  sur  ces  règles , affn  de  montrer  qu’elles 
ne  changent  pas  lorsque  l’on  considère  les  polynômes  et  les 
lettres  qui  y entrent  comme  représentant  indifféremment  des 
quantités  positives  ou  des  quantités  négatives. 

Réduction  des  termes  semblables. 

• * . t : » 

v .i  ;*•*.  , v — ...  ..  ... 

87.  On  dit  que  des  termes  sont  semblables , lorsqu’ils  ne 
different  les  uns  des  autres  que  par  les  coefficients  ou  les 
signes,  comme  +3 a,  + ia  et—  |a. 

Quand  il  y a des  termes  semblables  dans  un  polynôme , on 
peut  les  réunir  en  un  seul , et  le  polynôme  est  alors  ramené  à 
une  expression  plus  simple  ; c’est  ce  que  l’on  appelle  la  ré-* 
duction  des  termes  semblables . ; ' 
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Soit , par  exemple , le  polynôme 

5b -f-  1 ia  — 3b  -f-  8c  + zb  — d — 10 b. 

Puisqu’il  est  permis  d'intervertir  Tordre  des  termes , on 
peut  écrire,  en  rapprochant  les  termes  semblables, 

5b  zb  — 3 b — 1 ob  -|-  na  -j-  8c  — d. 

Or,  5b  -f-  2 b équivaut  à 7 b , — 3 b — 10 b équivaut  à — i3b; 
en6n  , la  réunion  des  deux  termes  -f-  'jb  et  — i3 b équivaut  à 
— 6b,  car  il  faut  répéter  la  valeur  numérique  de  b d’une 
part  7 fois,  et  de  l’autre  part  i3  fois,  prendre  la  différence 
des  deux  produits , et  l’affecter  du  signe  du  terme  qui  a la 
plus  grande  valeur  numérique,  lequel  est  évidemment  — 13  b. 

Le  polynôme  revient  donc  à 

11a  — 6b  - f-  8c — d. 

De  là  on  conclut  la  règle  suivante  ; 

Lorsque  plusieurs  termes  d’un  polynôme  sont  semblables  , 
on  les  remplace  par  un  seul  terme  formé  de  la  meme  partie 
littérale  , avec  un  coefficient  égal  à la  différence  qui  existe 
entre  la  somme  des  coefficients  des  termes  affectés  du  signe 
et  la  somme  des  coefficients  des  termes  affectés  du  signe  — , 
et  dont  le  signe  est  celui  des  termes  pour  lesquels  la  somme 
des  coefficients  est  la  plus  grande. 

S’il  y avait  un  terme  qui  n’eût  pas  de  coefficient , il  fau- 
drait le  regarder  comme  ayant  pour  coefficient  l’uuité;  car  il 
est  clair  que  la  réunion  des  deux  termes  -f-  3a  et  -f-  a équi- 
vaut à 4a,  et  celle  des  deux  termes  -f-  3a  et — a équivaut 
à -f-  2 a. 

88.  Lorsqu’on  a appliqué,  pour  l’addition  et  la  soustrac- 
tion , les  règles  qui  ont  été  établies  dans  les  n°*  84  et  88,  il 
faut  faire  la  réduction  des  termes  semblables.  Pour  faciliter 
cette  opération,  on  écrit  les  polynômes  les  uns  au-dessous 
des  autres , comme  on  le  voit  dans  les  exemples  qui  suivent  : 
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Exemples  et  addition. 

* * ‘ * 1 

i°.  , 4 a— 2i+3e  2°.  fai—\b+c 

•jb — 5a — 2C  5a — 3c-|-2d— j 

b — 3a-f*2c  8b — 5/"-J-3. 

Somme.  — 4 a+6ô-}-3c.  Somme,  ga-hi^ — 2c-f-2d — 5/"-f-4r- 
Exemples  de  soustraction. 


i°.  De  6a — 2i-f-3c 
soustraire  3a — g£-f-2c 

reste  6a — zb+'&c 

— Za+\b  — 2C. 


2°.  De  5 a — zb-\-3c 
soustraire  8 b — 2c — 5rf+3 

reste  5a—  2b+3c 

— 8^  -j- stc-\-5d— 3 


Reste  réduit  3a — \b+c  ; Resteréduit5a — ioA+5c+5d — 3. 


Multiplication  des  monomes. 

89.  Il  a été  dit  précédemment  que  le  produit  d’un  nombre 
quelconque  de  facteurs  a,  b,  c,  d,  etc.,  s’exprime  ainsi  : 
aXiX«X<iX  etc.,  ou  a.b.c.d.  etc.,  ou  plus  simplement 
encore  abcd  etc. 

Quand) il  y a des  facteurs  égaux  dans  un  produit , on 
substitue  aux  notations  précédentes  une  notation  plus  simple, 
en  n’écrivant  qu’un  seul  de  ces  facteurs  , et  plaçant  à la  droite 
et  un  peu  au-dessus  le  nombre  qui  marque  combien  de  fois 
il  doit  entrer  dans  le  produit.  On  donne  alors  à ce  nombre 
le  nom  d 'exposant.  Ainsi,  au  lieu  de  aaa  on  écrit  a3,  et  3 est 
dit  l’exposant  de  a. 

Les  résultats  qu’on  obtient  en  multipliant  une  quantité 
une  ou  plusieurs  fois  par  elle-même,  se  nomment  les  puis- 
sances de  cette  quantité,  a'  est  la  deuxième  puissance  de  a, 
a3  en  est  la  troisième  puissance  , a*  en  est  la  quatrième  puis- 
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sance , «te.  La  seconde  et  la  troisième  puissance  d’une  quantité 
sont  aussi  appelées  le  carré  et  le  cube  de  cette  quantité. 

La  quantité  qu’on  a élevée  à une  puissance  prend , par 
rapport  à cette  puissance , le  nom  de  racine.  Par  exemple  , a 
est  la  racine  carrée  ou  deuxième  de  a*  , la  racine  cubique  ou 
troisième  de  a3  , la  racine  quatrième  de  ff* , etc. 

60.  On  démontre,  en  Arithmétique,  que  le  produit  de 
plusieurs  nombres  reste  toujours  le  même  dans  quelque  ordre 
qu’on  fasse  la  multiplication.  Cette  proposition  ne  cesse  pas 
d’être  vraie  , quand  il  y a des  facteurs  négatifs.  Pour  s’en  con- 
vaincre , il  suffit  de  remarquer  que,  d’après  ce  qui  a été  dit 
dans  le  n°  40 , le  signe  d’un  produit  est  -f-  ou  — , selon 
que  le  nombre  des  facteurs  négatifs  est  pair  ou  impair. 

On  déduit  de  là  que  la  multiplication  d’une  quantité  par 
un  produit  de  plusieurs  facteurs  revient  à multiplier  cette 
quantité  par  le  premier  facteur , puis  le  produit  par  le  second 
facteur , le  nouveau  produit  par  le  troisième  facteur,  etc.  Eu 
effet , si  la  quantité  a doit  être  multipliée  par  le  produit  bed, 
le  résultat  de  cette  opération  sera  le  même  que  si  l’on  multi- 
pliait bed  par  a , ce  qui  s’indique  par  bed  X a ou  beda  ; et 
puisqu’on  peut  transposer  les  facteurs , le  produit  est  aussi 
égal  à abed. 

On  peut  encore  remarquer  que,  pour  multiplier  un  produit 
par  une  quantité,  il  suffit  de  multiplier  un  des  facteurs  par 
cette  quantité;  car  le  produit  de  bed  par  a étant  égal  à abcd 
ou  à bacd , il  s’ensuit  qu’on  peut  former  ce  produit  en  multi- 
pliant le  facteur  b par  a , et  le  produit  ba  par  les  autres  fac- 
teurs c , d. 

61.  Une  expression  composée  de  plusieurs  facteurs  sans 
interposition  des  signes  -f*  ou  — doit  toujours  être  regardée 
comme  un  monome.  Ainsi  l’expression  3 a'b^c  est  un  monome  ; 
l’expression  3 Wb  — 5abc  -f-  ’jd'f  est  un  polynôme  de  trois 
termes  ou  un  trinôme. 

Le  mononie  ia‘b3c  exprime  le  produit  qu’on  obtiendrait  en 
multipliant  le  nombre  3 par  a' , le  produit  3a’ par  b\  et  le 
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produit  5a’Z>3  par  c.  Mais  il  est  préférable  de  considérer  une 
semblable  expression  comme  indiquant  que  le  produit  de  tous 
les  facteurs  littéraux  doit  être  multiplié  par  le  facteur  numé- 
rique , auquel  on  donne  toujours  le  nom  de  coefficient.  De 
cette  manière , on  voit  clairement  que  tout  ce  que  nous  avons 
dit  plus  haut  à l’égard  des  termes  semblables,  s’applique  à 
des  ternies  quelconques  composés  des  mêmes  lettres  avec  les 
mêmes  exposants.  Ainsi , les  deux  termes  Sd'Pc  et  — 3 a’A3c 
sont  semblables;  et  les  expressions  5a7b'c  -f-  3 a*Pc  , 
5 a’A3c  — 3 a'b^c  se  réduisent,  l’une  à 8 a’i’c,  l’autre  à la'lPc. 
Les  deux  termes  3 a%b  et  3 abl  ne  sont  pas  semblables , et  les 
expressions  3 a?b  -f-  3 ab% , Za?b — Zab*  ne  comportent  pas  de 
réduction. 

62.  Proposons-nous  actuellement  de  multiplier  deux  mo- 
nômes , en  faisant  d'abord  abstraction  des  signes , et  prenons 
pour  exemple  les  monomes  Sa?b'c  et  Za'b^d’. 

On  pourrait  exprimer  le  produit  en  écrivant  les  quantités 
proposées  l’une  à la  suite  de  l’autre,  et  mettant  entre  elles  le 
signe  X ou  un  point  ; on  pourrait  même  ne  mettre  aucun 
signa,  puisque,  d’après  ce  qui  a été  dit  dans  le  n°  60,  la 
multiplication  de  ces  quantités  revient  à multiplier  successi- 
vement la  première  par  chacun  des  facteurs  3,  a *,  A4,  c?*. 
Mais  on  peut  encore  obtenir  une  expression  plus  simple  ; et 
c’est  en  cela  que  consiste  la  multiplication  des  monomes. 

Pour  parvenir  à cette  expression , on  effectue  d’abord  la 
multiplication  de  5 a3ABc  par  3,  en  multipliant  le  facteur  5 
par  3,  ce  qui  donne  iSd'b'c.  On  multiplie  ensuite  i5 <z3ô’c 
par  a * , en  multipliant  a3  par  a’.  Comme  a3  est  l’abréviation 
de  aaa  et  a’  celle  de  aa , le  produit  de  a3  par  a * peut  être 
exprimé  par  aaaaa  ou  a5  ; par  conséquent  le  produit  de 
i Sn'A’c  par  a?  est  xtsa’b'c.  Ou  voit  de  la  même  manière  que 
le  produit  de  1 5à‘bic  par  A*  est  1 5d‘bic  ; et  enfin,  pour  in- 
diquer que  ce  dernier  produit  doit  être  multiplié  par  dl,  on 
écrit  à sa  suite  le  facteur  </*,  ce  qui  donne  1 5a?beccfc. 

On  conclut  de  là  que , pour  multiplier  des  monomes , il 
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faut  faire  le  produit  des  coefficients,  et  placer  comme  facteurs, 
à la  suite  de  ce  produit , toutes  les  lettres  qui  se  trouvent  dans 
les  quantités  proposées,  en  donnant  à chaque  lettre  qui  leur 
est  commune  un  exposant  égal  à la  somme  des  exposants  dont 
elle  est  affectée , et  conservant  aux  lettres  qui  n'entrent  que 
dans  un  des  facteurs  les  exposants  qu’elles  ont. 

S’il  y avait  une  lettre  qui  fût  sans  exposant,  il  faudrait  la 
considérer  comme  ayant  pour  exposant  l’unité  ; car  le  produit 
de  O'*  par  a est  évidemment  aK 

63.  Supposons  maintenant  que  chacun  des  monomes  qu’on 
doit  multiplier  soit  affecté  de  l’un  des  deux  signes  -f-  ou  — . 
Si  les  lettres  qui  entrent  dans  ces  monomes  ne  représentaient 
que  des  quantités  positives , ces  monomes  exprimeraient  des 
quantités  de  la  nature  de  celles  que  nous  avons  considérées 
dans  le  n°  40  ; et  il  faudrait  par  conséquent  suivre , pour 
le  signe  du  produit,  les  règles  connues.  Mais  il  est  nécessaire 
de  montrer,  comme  nous  l’avons  fait  pour  l’addition  et  la 
soustraction,  que  ces  règles  ne  changent  pas,  lorsque  les 
lettres  qui  entrent  dans  les  monomes  peuvent  représenter 
indifféremment  des  quantités  positives  ou  des  quantités  néga- 
tives, en  sorte  que  l’on  a dans  tous  les  cas 

+ a'X-\-b=~fab,  -f - <z‘X — b = — ab, 

— a X -\-b  = — ab,  — a X — b =-f-  ab. 

D’abord  le. produit  ab,  qui  équivaut  à + ab,  n’offre  qu’une 
indication  qui  est  tout-à-fait  indépendante  des  suppositions 
qu’on  forme  sur  les  quantités  a et  b. 

Pour  faire  voir  que  le  produit  de  -f*  a par  — b doit  toujours 
être  exprimé  par  — ab , supposons  d’abord  que  a soit  une 
quantité  négative  — m,  b restant  une  quantité  positive  : dans 
ce  cas  le  produit  doit  être  + m b ; or>  si  dans  l’expression  — ab 
on  remplace  a par  — m , on  obtient  aussi  -f-  w* b»  puisque  le 
produit  ab  se  change  en  —mb.  Si  a étant  positif,  b est 
une  quantité  négative  — n,  comme  —b  deviendra  -j-n 
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(n°  SI) , le  produit  devra  être  4-  an  ; or,  si  dans  l’expression 
— ab  on  remplace  b par—  n , on  obtiendra  aussi  -4- an.  Enfin, 
si  a est  une  quantité  négative  — m , et  b une  quantité  néga- 
tive— n,  comme —6  deviendra  4-n,  le  produit  devra  être 
— rrin  ; or,  en  remplaçant  a par  —met  b par  — n , dans  l’ex- 
pression — ab  , on  obtient  — mn , puisque  le  produit  ab  ekt 
alors  + mn . 

Tout  ce  qu’on  dit  du  produit  de  -f-o  par  — b s’applique 
évidemment  au  produit  de  — a par  4-6. 

Quant  au  produit  de  — a par  — b,  on  verra  par  un  examen 
semblable  à celui  que  nous  venons  de  faire  qu’il  est  toujours 
équivalent  à -{-ab. 

Multiplication  des  polynômes. 


04.  Considérons  d’abord  la  multiplication  du  polynôme 
a 4-6  — c par  m , les  lettres  a,  b,  c désignant  des  quantités 
quelconques  positives  ou  négatives. 

Si  m désigne  un  nombre  entier  positif,  le  produit  devra  être 
la  somme  de  m quantités  «gales  à a 4-  b — c ; ainsi , au 
moyen  de  la  réduction  des  termes  semblables , il  sera  ex- 
primé par  ma  4-  mb  — me. 


Si  m désigne  une  fraction  positive  il  faudra  diviser  a+b — c 


par  q,  et  multiplier  le  résultat  par  p.  Or,  le  quotient  de 

...ah  c 

a 4-  b — c par  q est  égal  a - H , puisque , suivant  ce 


que  l’on  vient  de  voir,  la  multiplication  de  cette  dernière 
quantité  par  q reproduira  a{-  b — c.  On  obtiendra  donc  le 

produit  de  a 4-  b — c par  m en  multipliant  - 4"  ~ — - 
r 9 9 9 

par  p , ce  qui  donnera  — 4-  ^ — — ou  am  -j-  bm  — cm. 


Enfin , supposons  que  m représente  une  quantité  négative  s 
la  multiplication  de  a-f-b—c  par  m reviendra  à multiplier 
a 4-  b — c par  la  valeur  absolue  de  m , et  à changer  ensuite 
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le  signe  du  résultat,  ce  qui  reviendra  à multiplier  chaque 
terme  de  a + b — c par  la  valeur  absolue  de  m , et  à changer 
ensuite  le  signe  de  chaque  produit  partiel , ou  bien  encore  A 
multiplier  chaque  terme  du  multiplicande  par  la  quantité 
négative  m ; le  produit  sera  donc , comme  dans  les  cas  précé- 
dents, am  -J-  bm  — cm. 

Considérons  actuellement  le  produit  de  a-\-b c par 

m + n — P-  Si  l'on  suppose  que  l'on  ait  effectué  les  opéra- 
tions indiquées  dans  le  multiplicateur  de  manière  à le  réduire 
à un  seul  terme,  le  produit  pourra  être  formé  suivant  ce 
que  l’on  vient  de  voir  , et  il  sera  exprimé  par 

a(m  -f-  n — p)  -f-  b(m  -+•  n — p ) — — p). 

Mais  au  lieu  de  a(m+n—p) , on  peut  mettre  am+an—ap  ; 
de  même  on  peut  remplacer  p)  par  bm+bn — bp, 

et  c(m-(-  n — p)  par  cm  -f-cn — cp;  et  en  ajoutant  la  seconde 
quantité  à la  première  , et  retranchant  de  la  somme  la  troi- 
sième quantité,  on  a pour  le  produit  demandé 

am  -f -an  — ap  4-  bm  -f  bn  — bp  — cm  — en  -f-  cp. 

Il  résulte  de  là  que , pour  effectuer  la  multiplication  de 
deux  poljrnomes , il  faut  multiplier  successivement  tous  les 
termes  du  multiplicande  par  chaque  terme  du  multiplicateur, 
en  mettant  dans  les  produits  les  signes  des  termes  du  multi- 
plicande lorsque  le  terme  du  multiplicateur  a le  signe  -f- , et 
les  signes  contraires  lorsque  le  terme  du  multiplicateur  a le 
signe  — . 

D’après  cette  règle,  le  produit  de  deux  termes  dans  la  mul- 
tiplication des  polynômes  reçoit  le  même  signe  qu’il  recevrait 
si  ces  termes  étaient  considérés  isolément  et  avec  leurs  signes  ; 
de  sorte  qu’on  pourrait  se  borner  à dire  que,  pour  effectuer 
la  multiplication  de  deux  polynômes , il  faut  multiplier  tous 
les  termes  du  multiplicande  par  tous  les  termes  du  multipli- 
cateur et  faire  la  somme  de  tous  les  produits. 

68.  Pour  la  commodité  des  calculs  , il  est  bon  d’arranger 
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les  termes  des  polynômes  qu’on  doit  multiplier  de  manière 
que  les  exposants  d'une  même  lettre  aillent  toujours  en  crois- 
sant ou  en  décroissant  : cela  s’appelle  ordonner  les  polynômes. 
On  dispose  en  outre  l’opération  comme  on  le  voit  dans 
l’exemple  ci-  dessous  : 

Multiplicande  , 5a3 — ^atb-\-5ab'‘ — 3 Z»3 

Multiplicateur,  4a’ — Soi  -f-  aA2. 

S20  ab — i ôaty-j-aoa’A2 — i aa' A3 

— 25«4A-f-2oa3A* — 25a’ A3 -f- 1 5abi 

-f- 1 oa3A* — 8a5A3-f- 1 oaA4  — 6A5 

Produit  total  réduit,  2oa5~4 1 o4A -+•  5oa1A’-45a’A34-25aA*-6A5. 

La  première  ligne  des  produits  partiels  contient  les  produits 
de  tous  les  termes  du  multiplicande  par  le  premier  terme  4Û’ 
du  multiplicateur  : ce  terme  étant  censé  avoir  le  signe -f-, 
les  produits  qu’il  donne  ont  les  mêmes  signes  que  les  ternies 
du  multiplicande  ; on  observe  d’ailleurs,  pour  former  chacun 
de  ces  produits,  la  règle  qui  a été  donnée  précédemment  à 
l’égard  des  coefficients  et  des  exposants  dans  la  multiplication 
des  monomes  ( n°  G2). 

La  seconde  ligne  contient  les  produits  de  tous  les  termes 
du  multiplicande  par  le  second  terme  — 5ab  du  multiplica- 
teur; et  comme  ce  terme  a le  signe  — , tous  les  produits  qu’il 
doune  ont  les  signes  contraires  à ceux  des  termes  correspon- 
dants du  multiplicande. 

La  troisième  ligne  contient  les  produits  de  tous  les  termes 
du  multiplicande  par  le  troisième  terme  -f-  aA’  du  multipli- 
cateur; et  comme  ce  terme  a le  signe -f- , tous  les  produits 
qu’il  donne  ont  les  signes  des  termes  du  multiplicande. 

On  obtient  le  produit  total  en  réunissant  tous  les  pro- 
duits partiels  et  pratiquant  immédiatement  la  réduction  ; 
et  pour  faciliter  cette  dernière  opération,  on  a soin  d’écrire 
les  produits  semblables  les  uns  au-dessous  des  autres. 

G6.  Voici  quelques  multiplications  par  lesquelles  on  dé— 
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montre  des  propositions  que  l’on  a fréquemment  occasion 
d’appliquer. 


a •+  b 
a + b 


a — b 
a — b 


a J -+-  ab 

+ ab  -|-  b1 


a*  — ab 

— ab  -|-  i* 


a * -f*  2ai  + aa  — aai  -f-  b * 

aJ  -f-  a ab  + b * 
a -4-  6 


a*  -f-  2a’b  -J-  ai’ 
-f-  a’i  -+-  a ai“ 


a 6 

a — i 


-f-  ab 
— ai 


— i1 


— i* 


a'  3a’i  -f-  3aia  -f-  i 


i’. 

~ï*. 


La  première  opération  fait  voir  que  le  carré  de  la  somme 
de  deux  quantités  est  égal  au  carré  de  la  première  quantité , 
plus  deux  fois  le  produit  de  la  première  par  la  seconde  , plus 
le  carré  de  la  seconde. 

La  seconde  opération  fait  voir  que  le  carré  de  la  différence 
de  deux  quantités  est  égal  au  carré  de  la  première  quantité, 
moins  deux  fois  le  produit  de  la  première  par  la  seconde, 
plus  le  carré  de  la  seconde. 

Par  la  troisième  opération,  on  apprend  que  le  produit  de 
la  somme  de  deux  quantités  par  leur  différence  est  égal  à 
la  différence  des  carrés  de  ces  quantités. 

Enfin  , la  dernière  operation  , dans  laquelle  on  a multiplié 
le  carré  de  a -f-  b par  a -J-  b , prouve  que  le  cube  de  la  somme 
de  deux  quantités  est  égal  au  cube  de  la  première  quantité , 
plus  trois  fois  le  carré  de  la  première  multiplié  par  la  se- 
conde , plus  trois  fois  la  première  multipliée  par  le  carié  de 
la  seconde,  plus  le  cube  de  la  seconde. 

Pour  connaître  les  parties  dont  se  composent  la  quatrième 
puissance  de  la  somme  de  deux  nombres  et  les  puissances 
supérieures , il  suffira  de  multiplier  le  cube  de  a -f-  b par 
2e  Édit.  4 
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a -f-  b , de  multiplier  encore  la  quatrième  puissance  par  a -f-  b , 
et  ainsi  de  suite.  On  parviendrait  de  la  même  manière  à con- 
naître la  composition  des  diverses  puissances  de  la  différence 
de  deux  quantités. 

67.  Nous  proposerons  comme  exercices  les  opérations  sui- 
vantes : 

i°.  Multiplier  la  quatrième  puissance  de  2a-\-Zb  par  la 
quatrième  puissance  de  2 a — 3 b. 

20.  Faire  le  carré  du  trinôme  16 a*  — ‘j2à>bt(-f-  8i£4. 

3°.  Multiplier  le  polynôme  2a3  + 5 a'b — 4 °b J -+-  2#3  par  le 
polynôme  2a3  + 5 c?b  -f-  4 ab*  — 2b3. 

Les  deux  premières  opérations  devront  conduire  au  même 
résultat.  On  peut  le  démontrer  sans  faire  les  calculs,  au 
moyen  des  propositions  qui  ont  été  exposées  dans  le  numéro 
précédent.  La  troisième  opération  peut  être  abrégée  en  faisant 
usage  des  mêmes  propositions. 

68.  Dans  les  exemples  de  multiplication  qui  précèdent, 
chaque  facteur  ne  comprend  que  des  termes  dans  lesquels 
la  somme  des  exposants  est  la  même.  Cette  somme  constitue 
ce  que  l'on  appelle  quelquefois  le  degré  d’un  terme  ; lorsque 
tous  les  termes  d’un  polynôme  ont  le  même  degré , on  dit 
que  le  polynôme  est  homogène,  et  le  degré  de  chaque  terme 
constitue  aussi  le  degré  du  polynôme.  Lorsqu’un  produit  est 
formé  avec  des  facteurs  homogènes,  il  doit  être  lui-même  un 
polynôme  homogène,  et  son  degré  doit  être  égal  à la  somme 
des  degrés  des  facteurs.  Si  ces  conditions  n’étaient  pas  rem- 
plies , on  devrait  en  conclure  qu’il  a été  commis  des  erreurs 
dans  les  multiplications  partielles. 

69.  Lorsqu’un  polynôme  qu’on  veut  ordonner  par  rapport 
à une  lettre  a contient  plusieurs  termes  dans  lesquels  cette 
lettre  a le  même  exposant , on  renferme  ces  termes  dans  des 
parenthèses,  en  supprimant  dans  chacun  d’eux  la  puissance 
de  la  lettre  a , que  l’on  écrit  une  seule  fois  en  dehors  de  la 
parenthèse.  Par  exemple , si  le  polynôme  proposé  contient  les 
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trois  termes  +2 6’a3 — 2 bd? — 3a3,  on  écrit  +(2 b% — 2 b — 3)a3; 
cette  expression  est  alors  considérée  comme  un  seul  terme , et 
le  polynôme  26*  — ai  — 3 est  regardé  comme  le  coefficient 
de  à3.  Ce  coefficient  est  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  b.  Pour  l’ordonner  par  rapport  aux  puis- 
sances croissantes  de  la  même  lettre,  on  écrirait 

-f-( — 3— 2&  + 2i’)a3,  ou  -(3-1-20—  2 frÿefr.  Souvent  on 
place  les  termes  du  coefficient  les  uns  au-dessous  des  autres 
dans  une  colonne  à droite  de  laquelle  on'lire  un  trait  vertical, 
et  l’on  place  à droite  de  ce  tràit  la  puissance  de'  la  lettre  par 
rapport  à laquelle  on  ordonne , comme  en  lé  vbit  ici  : 

-j-  ai*  a3  — 3 

— 2 b ou  bien  — ai 

— 3 4-  ai’ 

On  voit  ci-après  un  exemple  de  multiplication  dans  lequel 
les  polynômes  sont  ordonnés  comme  nous  venons  de  l’expli- 
quer. 

On  a d’abord  enfermé  les  coefficients  complexes  dans  des 
parenthèses,  et  on  les  a ensuite  écrits  en  colonnes.  La  multi- 
plication s’exécute  comme  si  le  multiplicande  était  seulement 
formé  de  trois  terines  , et  le  multiplicateur  de  déux  , et  l’on 
suit  la  règle  du  n°  64;  mais  dans  les  multiplications  par- 
tielles , on  a des  polynômes  à multiplier.  La  première  dispo- 
sition présente  ces  parties  du  calcul  qu’on  a faites  séparément  ; 
et  suivant  la  seconde  disposition,  toutes  les  opérations  se 
trouvent  réunies. 


4-. 
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Autre  manière. 

t 

t *b  1 

a*—  46“ 

a -f*  863 

Multiplicande.  | — i 

4-  2 6 

— t 

— 46“ 

Multiplicateur.  / 1 

a — 46* 

* l.  + «| 

+ 1 

_■ 

f 4*’ 

a3—  863 

a“+i6M 

a 

Produit  du  mul- y — 2 6 

+ 4** 

— 863 

'■ 

tiplicande  par  ) -{-2 6 
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4-  863 
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+ 1 

4-  26 

\ 

[ 
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+i664 
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4-166* 

tiplicande  par  1 
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-f  865 
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— I 

— 46* 

— 46*  ' 

+ I. 

-f-  26 

• y 
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— 1 

, 1 1.. 

f 46* 

a? — i6£J 

a’-}-3a6* 

a — 3a65 

1 —1 

+ 4** 

— 863 

4-«66* 

Produit 

total  J 

■f*  2 b 

— 4*a 

4-  863 

2 

-f-  a 6 
— 1 

— 46* 

« 

Division  des  monomes.  — Exposant  zéro. 


70.  Lorsqu’on  connaît  un  produit  algébrique  et  l’un  de 
ses  facteurs , on  peut  déterminer  l’autre  facteur  ; l’opération 
par  laquelle  on  y parvient  prend , comme  nous  l’avons  déjà 
dit,  le  nom  de  division ; le  produit  donné  est  le  dividende, 
le  facteur  connu  est  le  diviseur , et  le  facteur  cherché  est  le 
quotient. 
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71.  Il  est  clair  que  le  quotient  de  deux  monomes  ne  peut 
être  qu’un  inonome  ; et  en  se  reportant  aux  règles  qui  ont  été 
établies  pour  la  multiplication  des  monomes  (n°  62),  on 
voit  que  le  coefficient  du  dividende  doit  résulter  de  la  mul- 
tiplication du  coefficient  du  diviseur  par  celui  du  quotient , et 
que  le  dividende  doit  contenir  toutes  les  lettres  qui  entrent 
dans  le  diviseur  et  dans  le  quotient,  chaque  lettre  commune 
étaut  écrite  une  seule  fois  avec  un  exposant  e'gal  à la  somme 
des  exposants  qu’elle  a dans  le  diviseur  et  dans  le  quotient, 
et  les  autres  lettres  étant  écrites  avec  leurs  exposants.  Par 
conséquent,  pç\tr  effectuer  la  division  d’un  monome  par  un 
monome  , il  faut  diviser  le  coefficient  du  dividende  par  celui 
du  diviseur , ce  qui  donne  le  coefficient  du  quotient ; mettre 
dans  le  quotient  chaque  lettre  commune  aux  deux  monomes, 
avec  un  exposant  égal  au  reste  qu’on  obtient  en  retranchant 
l’exposant  qu’elle  a dans  le,  diviseur  de  celui  qu’elle  a dans  le 
dividende  ; y joindre  les  lettres  du  dividende  qui  n entrent 
pas  dans  le  diviseur , en  conservant  les  exposants  dont  elles 
sont  affectées  ; et  omettre  toutes  les  lettres  qui  ont  dans  les 
deux  monomes  les  mémçs  exposants. 

Quant  aux  signes , ilj  résulte  de  ce  qui  a été  dit  pour  la 
multiplication  des  monomes  , qu’il  faut  suivre  dans  la  divi- 
sion les  règles  qui  ont  été  établies  dans  le  chapitre  précédent 

(n^Ül-fc  : 8 — i ' ' ■'  1 

Én  appliquant  les  règles  des  signes  et  celles  qui  viennent 
d’être  données  par  rapport  aux  coefficients  , aux  lettres  et  aux 
exposants , on  trouve 


+ l8aJ£lc—  + 3ab‘, 
-f-6a’c 

■+3oabb'cd'  _ __  5l)icid' 
— Çsa3bd 


— 18  a' b”, 
+3  ab' 
-3  oer>bic'dl 
5b'csd 


— — 6 n5c, 
= + 6a5bd. 


Qn  voit  par  la  règle  ci-dessus  que , pour  que  la  division  des 
monomes  puisse  être  effectuée,  il  faut  que  le  coefficient  du 
dividende  soit  divisible  exactement  par  celui  du  diviseur,  que 
toutes  les  lettres  du  diviseur  se  trouvent  dans  le  dividende,  et 
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que  l’exposant  de  chaque  lettre  dans  le  dividende  soit  au  moins 
égal  à celui  de  la  même  lettre  dans  le  diviseur. 

72.  Quand  une  lettre  a le  même  exposant  dans  le  dividende 
et  dans  le  diviseur , si  on  lui  appliquait  la  règle  que  l’on 
suit  à l’égard  des  lettres  dont  les  exposants  sont  inégaux  , on 
trouverait  zéro  pour  l’exposant  qu’elle  devrait  avoir  dans  le 
quotient  ; mais  comme  cette  lettre  affectée  de  l’exposant  zéro 
proviendrait  de  la  division  d’une  quantité  par  elle-mèine,  il 
faudrait  regarder  cette  expression  comine  équivalente  à l’u- 
nité. Soit,  par  exemple,  à diviser  am  para’,  m et  n dési- 
gnant deux  nombres  entiers  quelconques;  tant  que  l’on 
supposera  le  premier  plus  grand  que  le  second , le  quotient 
sera  égal  à am~x  ; mais  si  l’on  veut  étendre  cette  expres- 
sion du  quotient  au  cas  où  m=n,  il  faudra  poser  a°  = i , 
puisque  le  quotient  de  am  par  am  n’est  autre  que  l’unité. 
L’égalité  a°  = i peut  d’ailleurs  se  déduire  en  quelque 
façon  de  la  définition  que  nous  avons  précédemment  donnée 
de  l’exposant;  car  a3,  par  exemple,  est  la  même  chose 
que  i XaXaX«i  à1  équivaut  pareillement  à iX«X«i 
a ou  a'  équivaut  à iX«i  et , d’après  cela , il  est  naturel 
d’admettre  que  a0  est  l’expression  du  seul  facteur  i.  Au 
moyen  de  cette  convention  , qui  est  tout-à-fait  indépendante 
de  la  valeur  du  nombre  représenté  par  a , on  peut  supposer 
que  des  facteurs  qui  n’entrent  pas  dans  un  produit  s’y  trou- 
vent avec  l’exposant  zéro  ; et  cela  est  propre  à faciliter  l’ex- 
pression de  quelques  règles.  Par  exemple  , pour  la  multipli- 
cation des  monomes , il  suffit  de  dire  qu’après  avoir  multiplié 
les  coefficients  , on  doit  écrire  au  produit  toutes  les  lettres  qui 
entrent  dans  les  monomes  proposés,  en  donnant  à chaque 
lettre  un  exposant  égal  à la  somme  des  exposânts  dont  elle  est 
affectée  dans  les  facteurs  ; et  pour  la  division  des  monomes  , 
on  peut  dire  qu’l/  faut  mettre  au  quotient  toutes  les  lettres  du 
dividende , et  donner  à chaque  lettre  un  exposant  égal  au  reste 
qu’on  obtient  en  retranchant  l'exposant  quelle  a dans  le  divi- 
dende de  celui  quelle  a dans  le  diviseur. 
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Division  des  polynômes . 

75.  11  résulte  de  ce  qui  a été  dit  sur  la  multiplication 
des  polynômes  , que  le  dividende  est  la  somme  des  produits 
de  tous  les  termes  du  diviseur  par  chacun  des  termes  du 
quotient.  La  plupart  de  ces  produits  partiels  se  trouvent 
confondus  les  uns  avec  les  autres,  à cause  de  la  réduction 
des  termes  semblables  , de  sorte  qu’il  n’est  pas  possible  de  les 
reconnaître  immédiatement.  Mais  celui  qui  a été  formé  en 
multipliant  le  terme  du  diviseur  affecté  du  plus  fort  expo- 
sant d’une  lettre,  par  le  terme  affecté  du  plus  fort  exposant  de 
la  même  lettre  dans  le  quotient , n’a  pu  éprouver  aucune  ré- 
duction, parla  raison  que  cette  lettre  est  affectée  dans  ce  pro- 
duit partiel  d’un  exposant  plus  fort  que  dans  tous  les  autres. 

Il  suit  de  cette  observation  que,  si  l’on  divise  le  terme  du 
dividende  qui  contient  le  plus  fort  exposant  d’une  lettre,  par 
le  terme  du  diviseur  affecté  du  plus  fort  exposant  de  la  même 
lettre  , on  obtiendra  un  terme  du  quotient.  On  suivra  d’ail- 
leurs, pour  cette  division  partielle,  les  règles  qui  ont  été 
données  par  rapport  à la  division  des  monomes , en  ayant 
égard  aux  signes. 

Connaissant  un  terme  du  quotient,  si  l’on  multiplie  le 
diviseur  par  ce  terme,  et  si  l’on  retranche  le  produit  du  di- 
vidende , le  reste  ne  contiendra  plus  que  les  produits  du  divi- 
seur par  les  autres  termes  du  quotient.  Ce  reste  pourra  donc 
être  regardé  comme  un  nouveau  dividende  ; et  en  divisant  le 
terme  de  ce  nouveau  dividende  qui  contiendra  le  plus  fort 
exposant  d’une  lettre,  par  le  terme  du  diviseur  affecté 
du  plus  fort  exposant  de  la  même  lettre,  on  obtiendra  un 
second  terme  du  quotient  : ainsi  de  suite.  Quand  on  aura 
obtenu  tous  les  termes  du  quotient,  la  soustraction  du  pro- 
duit du  diviseur  par  le  dernier  terme  conduira  à un  reste 
nul;  car  on  aura  successivement  retranché  du  dividende  le 
produit  du  diviseur  par  tous  les  termes  du  quotient,  c’est-à- 
dire  tout  ce  qui  compose  le  dividende. 
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Au  lieu  de  considérer , dans  chaque  division  partielle , les 
termes  affectés  des  plus  forts  exposants  d’une  lettre,  on 
pourrait  également  considérer  les  termes  affectés  des  plus 
faibles  exposants  ; car  le  produit  partiel  qui  se  forme  en  mul- 
tipliant les  termes  affectés  des  plus  faibles  exposants  d’une 
lettre  dans  le  diviseur  et  dans  le  quotient,  doit  donner, 
sans  aucune  réduction  , le  terme  affecté  du  plus  faible  expo- 
sant de  la  même  lettre  dans  le  dividende. 

Pour  faciliter  les  calculs , on  ordonne  le  dividende , le 
diviseur  et  les  restes,  par  rapport  à la  même  lettre;  de  cette 
manière,  on  n’a  plus  qu’à  prendre  immédiatement  pour  les 
termes  qu’il  faut  considérer  à chaque  opération , ceux  qui 
se  trouvent  écrits  les  premiers  dans  le  diviseur  et  dans  les 
dividendes  successifs. 

D’après  tout  ce  qui  vient  d’être  dit , la  règle  de  la  division 
des  polynômes  s’énoncera  comme  il  suit  : 

Ordonnez  le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  ou  aux  puissances  croissantes  d’une 
lettre.  Divisez  le  premier  terme  du  dividende  par  le  premier 
terme  du  diviseur  ; le  résultat  sera  le  premier  terme  du  quo- 
tient. Retranchez  du  dividende  le  produit  du  diviseur  par  ce 
terme , en  prenant  soin  que  le  reste  soit  ordonné  de  la  meme 
maniéré  que  les  polynômes  proposés.  Divisez  le  premier 
terme  du  reste  par  le  premier  terme  du  diviseur ; vous  obtien- 
drez un  second  terme  du  quotient.  Ainsi  de  suite. 

La  lettre  par  rapport  à laquelle  on  a ordonné  est  ap- 
pelée la  lettre  principale  ; et  le  plus  fort  exposant  de  cette 
lettre  dans  chaque  polynôme  , se  nomme  le  degré  du  po- 
lynôme par  rapport  à cette  lettre. 

74.  Soit  le  polynôme 

5oa3£“  — &bs  -f-  35a£>*  — t\5a'P  — /{i a'A  -f-  20a5, 
qu’il  faut  diviser  par 

5 ab‘  — 3 b3  — l\a  'b  -f-  5à'. 
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On  ordonue  ces  polynômes, , et  l’on  dispose  le  calcul  comme 
on  le  voit  ci-dessous  : 

20  a3 — 4ia,5+5oa3Aa— 45a’i3-J-25aA*-665J  5a3-4n’£-f-  5a&’-3Æ3 
— 20a5-}-  16a1  b — 2oa}b1-\-\2a*b3  1 4a* — 5ab-\-^b* 

icr  reste  — iSaHi+Zoab' — 33a'A‘-|-25aZ»l — 6bs 
-\~25  a'b — 2oa‘b’,-\-25d,bi — 1 5nA* 

2*  reste  -f.  i on3AJ — 1 o ab*  — 6Z(5 

— ioa3&J-f-  Sa’" b3 — ioabi+6tbi 
3'  reste  o. 

La  division  du  premier  terme  20a5  du  dividende  par  le 
premier  terme  5a1  du  diviseur,  donne  le  premier  terme  4fll 
du  quotient.  On  multiplie  le  diviseur  par  4a’>  et  Ton  sous- 
trait le  produit  du  dividende  ; à cet  effet , on  e'erit  le  pro- 
duit sous  le  dividende  , en  changeant  le  signe  de  chaque  terme, 
puis  on  fait  les  réductions  ; on  obtient  de  cette  manière  le  pre- 
mier reste.  On  divise  le  premier  terme  — 25<r*b  de  ce  reste 
par  le  premier  terme  5a3  du  diviseur,  ce  qui  donne  le  second 
terme  — 5ab  du  quotient.  On  multiplie  le  diviseur  par — 5ab, 
et  l’on  retranche  le  produit  du  premier  reste  , ce  qui  donne  le 
deuxième  reste.  On  divise  le  premier  terme  de  ce  reste  par5n!, 
ce  qui  donne  le  troisième  terme  du  quotient.  En  retranchant 
du  deuxième  restele  produit  du  diviseur  par  -f-2 6’,  on  obtient 
un  reste  nul , ce  qui  annonce  que  l’ope'ration  est  terminée. 

Quand  on  parvient  à un  reçt$  dont  le  premier  terme 
n’est  pas  divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur,  la  divi- 
sion proposée  ne  peut  pas  être  effectuée.  Le  dividende  est 
alors  égal  au  produit  du  diviseur  par  la  somme  des  quotients 
partiels  que  Ton  a obtenus,  augmenté  du  dernier  reste  ; et  le 
quotient  total  se  compose  de  la  somme  des  quotients  partiels  , 
à laquelle  il  faut  ajouter  une  expression  complémentaire  qui 
se  forme  en  indiquant  le  quotient  du  dernier  reste  par  le  divi- 
seur , qu’on  exprime  suivant  la  convention  qui  a été  établie 
dans  le  n"  4, 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  DEUXIÈME:  S9 

Voici  un  exemple  d’une  division  qui  ne  peut  pas  être  en- 
tièrement effectuée. 

a:*  — 4or3  -f-  6a\x*  — 2«3x  — a*  f x*  — aax  -f-  a’ 

— - x*  + 2 ox1  — a’x’  1 x’  — 20X  4-  a* 

— 2oxs  -f-  5u'x’  — 2a*x  — a* 

-f-  2ax3  — fa'x*  -1-  2a'x 

-f-  a*x*  — a* 

— a’x1  -f-  2 a*x  — a* 

-f-  2«’x  — 20*. 


Après  trois  divisions  partielles,  on  obtient  le  reste 

-1-  ao’x  t~  a«*  ; et  comme  le  premier  terme  de  çe  reste  con- 
tient la  lettre  x avec  un  exposant  moindre  que  l’exposant 
de  x dans  le  premier  terme  du  diviseur  , l’opération  ne  peut 
plus  être  continuée-  On  a l’égalité 

x*  — 4flx3  -f-  6a’x*  — 2a,x  — a* 

= (x’  — 20X  -f-  a1)(x” — 2ax -f-  à')  -f-  2 a’x  — 2 a'1  ; 

et  le  quotient  est  exprimé  par 


x1  — 2ûx  -f-  a2  -f- 


2<J3X  — 20* 

x1  — 20X4-0’’ 


7G.  Lorsqu’on  a ordonné  par  rapport  aux  puissances  dé- 
croissantes d’une  lettre,  on  parvient  toujours  à un  reste  nul, 
ou  à un  reste  dont  le  premier  terme  n’est  pas  exactement 
divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur.  En  effet|?  chaque 
soustraction  du  produit  du  diviseur  par  le  dernier  terme 
qu’on  a trouvé  au  quotient  faisant  nécessairement  disparaître 
le  premier  terme  du  reste  qui  a fourni  ce  quotient  partiel , le 
dçgré  de  chaque  reste  est  toujours  moitidre , au  moins  d’une 
unité,  que  le  degré  du  reste  précédent.  II  suit  de  U que 
Ton,  pourra  faire  au  plus  un  nombre  de  divisions  partielles 
égal  à l’excès  plus  un  du  degré  du  dividende  sur  celui  du 
diviseur.  Si , après  ces  opérations,  le  reste  n’est  pas  nul,  l'ex- 
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posant  de  la  lettre  principale  dans  le  premier  terme  de  ce  reste, 
sera  moindre  que  l’exposant  de  la  même  lettre  dans  le  premier 
terme  du  diviseur;  par  conse'quent,  la  division  partielle  qu’il 
faudra  exécuter  pour  continuer  les  calculs  sera  impossible. 

77.  Quand  on  a ordonné  par  rapport  aux  puissances  crois- 
santes d’une  lettre,  il  peut  arriver  que  les  divisions  par- 
tielles s’effectuent  toujours  exactement,  sans  pouvoir  jamais 
conduire  à un  reste  nul.  Pour  savoir  quel  est  alors  le  carac- 
tère auquel  on  reconnaît  que  l’opération  ne  se  terminera 
pas,  il  faut  remarquer  que  , si  l’on  parvenait  à un  reste  nul , 
le  dernier  terme  du  dividende  devrait  être  le  produit  du 
dernier  terme  du  diviseur  par  le  dernier  terme  du  quotient  ; 
de  sorte  que  l’exposant  de  la  lettre  principale  dans  le  der- 
nier terme  du  quotient , serait  égal  à la  différence  des  ex- 
posants de  la  même  lettre  dans  les  derniers  termes  du  di- 
vidende et  du  diviseur.  Il  suit  de  là  que  l’on  connaîtra  que 
la  division  est  impossible , quand  on  sera  conduit  à mettre 
dans  le  quotient  un  terme  où  la  lettre  principale  sera  affec- 
tée d’un  exposant  plus  grand  que  cette  différence.  C’est  ce 
que  l’on  voit  dans  l’exemple  qui  suit  : 

i — + x%  + a?1  ( i — 3a:  -f-  x’ 

— i -4-  3x  — x * — x — 3X’  — ’jx3  etc. 

— x -f-  x3, 

Y -j~  x — 3x’  -f-  x3 

3x’  -+-  2X3 

-f-  3x’  — gx3  -J-  3x* 

— ';x3  -f-  3x> 
etc. 

Quelque  loin  que  l’on  pousse  les  calculs  , le  premier  terme 
du  dernier  reste  sera  toujours  divisible  par  le  premier  terme 
du  diviseur.  Mais , lorsqu’on  est  parvenu  au  reste  — 3XM-2X3, 
on  est  assuré  que  la  division  ne  se  terminera  pas,  parce 
que,  si  l’on  continue,  il  faut  mettre  au  quotient  un  terme 
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dans  lequel  l’exposant  de  x est  plus  grand  que  l’excès  de 
l’exposant  de  x dans  le  dernier  terme  du  dividende  sur  l’ex- 
posant de  la  même  lettre  dans  le  dernier  terme  du  diviseur. 
Le  quotient  pourra  être  exprimé  par 


i — *4- 


— 3x*  -f-  2a:3 
i — 3x  -f-  x*  ’ 


1 


— x — 3xJ 


— 7X3-f-3x« 

1 — 3x  -j-x1* 


etc. 


78.  On  voit,  par  des  observations  tout-à-fait  semblables  à 
celles  qui  viennent  d’être  faites  , que,  dans  le  cas  où  l’on 
a ordonné  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  d’une 
lettre,  la  division  ne  pourra  pas  être  entièrement  effectuée  si 
l’on  obtient  dans  le  quotient  un  terme  qui  renferme  cette 
lettre  avec  un  exposant  moindre  que  la  différence  des  expo- 
sants dont  elle  est  affectée  dans  les  derniers  termes  du  divi- 
dende et  du  diviseur. 


79.  Lorsque  les  polynômes  contiennent  plusieurs  termes 
dans  lesquels  la  lettre  principale  a le  même  exposant , on 
réunit  ces  termes  comme  nous  l’avons  expliqué  dans  le  n°  69  ; 
et  Ton  effectue  ensuite  la  division  comme  dans  les  exemples 
précédents.  Quand  le  coefficient  du  premier  terme  de  l’un  des 
dividendes  partiels  est  un  polynôme , on  fait  à part  la  di- 
vision de  ce  coefficient  par  celui  du  premier  terme  du 
diviseur. 

On  trouve  à la  page  ci-contre  un  exemple  d’une  semblable 
division.  L’opération  s’explique  encore  par  les  raisonnements 
que  nous  avons  exposés  dans  le  n°  73;  car  ce  qui  a été  dit 
au  sujet  des  termes  affectés  des  plus  forts  exposants  d’une 
lettre  dans  les  polynômes  proposés  et  dans  le  quotient, 
subsiste  également  quand  les  multiplicateurs  des  puissances 
de  cette  lettre  sont  des  polynômes. 
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ou  3«  < 
divid.  | 
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à sous-  ' 
traire,  j 
3®  reste. 


TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D’ALGÈBRE. 


'+3ai* 

— 8ÉJc 

— 4 b*c% 

-s-  a bc* 

— e * 


iT*  division  partielle. 


'-»-3a  b* 


+ 8é*c* 
— 4&»c* 


9®  division  partielle. 


— aie5 
-+■  e* 
-hiüb* 

— 4 J>*e* 


a — 3a65 
4-i6 b*  c 
+8  i’c* 

— 4®’c* 
-f-3ai» 
—16*4* 
— 8*îc» 


3®  division  partielle. 

i6i< — 4&»c»  f a*-4-c 
— (Ô**— 4**c 


Dans  chacun  des  produits  du  diviseur  par  les  quotients  par- 
tiels , on  n’a  point  écrit  le  premier  terme , parce  que  ce  terme 
détruit  toujours  le  premier  terme  du  dividende  correspon- 
dant. On  pourrait  aussi  se  dispenser  d’écrire  dans  chaque  di- 
vidende partiel , les  termes  du  dividende  primitif  qui  n’ont 
pas  encore  servi  dans  l’opération,  et  ne  mettre  que  ceux  qui 
ont  éprouvé  des  réductions  ; mais  'on  n’a  pas  employé  cette 
dernière  abréviation,  afin  que  les  calculs  fussent  plus  faciles 
à suivre. 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  DEUXIÈME.  63 

80.  Pour  ne  laisser  échapper  aucun  des  cas  qui  peuvent  se 
présenter  , nous  devons  considérer  celni  où  une  des  lettres 
du  dividende  ne  se  trouve  point  dans  le  diviseur.  On  pour- 
rait ordonner  par  rapport  à une  des  lettres  communes  ; mais 
il  est  plus  commode  d’ordonner  par  rapport  à la  lettre  qui 
n’entre  pas  dans  le  diviseur,  en  considérant  ce  polynôme 
comme  un  multiplicateur  de  la  puissance  de  cette  lettre  dont 
l’exposant  est  zéro.  De  cette  manière , on  voit  que  l’opération 
se  réduit  à diviser  séparément  par  le  diviseur  proposé  chacun 
des  multiplicateurs  de  la  lettre  principale  dans  le  dividende. 
Soit , par  exemple  , le  polynôme 

( 3c  — 66)a’  — (c’  — 4 6’)a  -f-  c3  — 6 6c’  -f-  ta6’c  — 8b3, 

qu’on  veut  diviser  par  c — a b.  La  division  de  3c  — 6 b par 
c — a6  donne  le  quotient  3;  il  en  résulte  que  le  quotient 
de  (3c  — 6 b)a*  par  c — a b est  3a’.  En  retranchant  du  divi- 
dende le  produit  du  diviseur  par  le  premier  quotient  par- 
tiel 3a*,  on  efface  dans  le  dividende  la  partie  qui  est  affectée 
de  a’,  et  le  reste  est  — (c’ — 4 6’)a-f-cJ — 66c’ + 126’c — 8b3. 
La  division  de  -f-c’ — ^b*  par  c — 26  donne  le  quotient 
c -f-  26  ; il  en  résulte  que  le  quotient  de  — (c*  — 4 bn)a  par 
c — 2 b est  — (c-j-2b)a;  c'est  le  second  quotient  partiel.  Le 
second  reste  ne  se  compose  que  de  la  partie  du  dividende 
qui  ne  contient  pas  la  lettre  a ; et  en  divisant  ce  reste  par 
c — a b , on  obtient  un  troisième  quotient  partiel  qui  est 
c*  — 46c  -J-  4 b’.  Le  quotient  total  est  doue 

3a’  — (c  -f-  2 b)a  -f>  c*  — ^bc  -f-  4 6’. 

81.  Parmi  les  résultats  qui  sont  fournis  par  la  division  , 
il  est  utile  de  remarquer  celui  que  l’on  trouve  en  faisant 
l’opération  ci-après , dans  laquelle  on  suppose  que  m repré- 
sente un  nombre  entier. 
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am  — bm  fa  — b 

— am  + bam~'  [ an~' ■+■  bam~J  + b*am~3 . bm~' 

-(-  bam~l  — bm 

— bam-'  + b1  a”—1 

-j-  b1am~* — bm 


bmaa  — b”. 

« 

On  voit  que  les  dividendes  successifs  sont  formés  du  terme 
— bm,  et  d’un  autre  terme  dans  lequel,  à chaque  opéra- 
tion , l'exposant  de  a diminue  d’une  unité.  Or , le  diviseur 
ne  contenant  que  la  première  puissance  de  la  lettre  a , on 
pourra  continuer  les  opérations  jusqu’à  ce  qu’on  obtienne  un 
reste  dont  le  premier  terme  ne  renferme  plus  cette  lettre 
qu’avec  l’exposant  zéro  ; et , d’après  l’observation  qui  vient 
d’être  faite  , ce  reste  sera  bma? — bm  ou  zéro.  Donc  am — bm  est 
toujours  divisible  par  a — b.  Dans  les  termes  du  quotient  , 
les  exposants  de  a vont  en  diminuant  d’une  unité;  ceux  de  b 
augmentent  de  la  même  manière,  et  le  dernier  terme  est 
bm~l  ; car  ce  dernier  terme  doit  être  tel  que  , si  on  le  mul- 
tiplie par  le  dernier  terme  du  diviseur,  on  retrouve  le  der- 
nier terme  — bm  du  dividende. 

On  pourrait  démontrer  de  la  même  manière  les  proposi— 
dons  suivantes  : 

La  division  de  am  — bm  par  a -\-b  peut  être  effectuée  toutes 
les  fois  que  m est  un  nombre  pair;  et  dans  ce  cas,  le  quo- 
tient est 

am~  1 — bam—1  -f-  — b"'~'. 

Quand  m est  un  nombre  impair,  la  division  n’est  pas  possible. 

La  division  de  am-\~bm  par  a-\-b  peut  être  effectuée  toutes 
les  fois  que  m est  un  nombre  impair  ; et , dans  ce  cas , le 
quotient  est 

am~'  — b a™—1  + b'a”-3 -f  bm~‘. 

Quand  m est  un  nombre  pair , la  division  n’est  pas  possible. 
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La  division  de  am-\-bm  par  a — b ne  peut  jamais  être 
entièrement  effectuée. 

, Des  fractions  littérales. 

82.  L’expression  d’une  division  qui  n’a  pas  été  effectuée 

prend , comme  en  Arithmétique , le  nom  de  fraction  : ainsi 

3 d'bc  à1  -f-  b'  , , . 

et  8ont  des  fractions.  La  quantité  qu  il  faut 

diviser  s’appelle  le  numérateur  ; la  quantité  par  laquelle 
on  doit  diviser  est  le  dénominateur ; le  numérateur  et  le 
dénominateur  sont  appelés  collectivement  les  deux  termes 
de  la  fraction.  Les  quantités  algébriques  qui  ne  contiennent 
pas  de  fractions  sont  appelées  quantités  entières. 

Les  règles  qu’il  faut  appliquer  aux  fractions  littérales , 
sont  les  mêmes  que  celles  qu’on  enseigne  dans  l’Arithmétique 
par  rapport  aux  fractions  numériques.  Mais  pour  le  faire 
voir,  il  est  nécessaire  de  recourir  à d’autres  explications , 
attendu  que  les  deux  termes  des  fractions  que  Ton  con- 
sidère en  Arithmétique  sont  des  nombres  entiers , tandis 
que  les  termes  des  fractions  littérales  peuvent  désigner  des 
quantités  quelconques. 

85.  Soient  a et  b deux  quantités  quelconques,  et  représen- 
tons par  q le  quotient  de  a par  b \ on  aura 

ÿ = q,  d’où  a = bq  ; 

et  si  l’on  multiplie  les  quantités  égales  a et  bq  par  une 
même  quantité  m , en  observant  que , pour  multiplier  un 
produit,  il  suffit  de  multiplier  un  des  facteurs,  on  trouvera 

am  — bm  X q ; donc  - = q,  ou  j-  = j. 

La  dernière  égalité  prouve  qu’on  ne  change  pas  la  valeur 

2e  Édit.  & 
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d’une  fraction  en  multipliant  ou  ën  divisant  les  deux  ternies 

par  une  même  quantité. 

84.  Ce  principe  donne,  comme  en  Arithmétique,  le  moyen 
de  simplifier  les  fractions , et  de  les  réduire  au  même  déno- 
minateur. 

La  réduction  d’une  fraction  s’opère  en  supprimant  les 
facteurs  communs  au  numérateur  et  au  dénominateur.  Lors- 
que ces  deux  termes  sont  des  monomes , les  facteurs  com- 
muns sont  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients 
numériques , et  les  facteurs  littéraux  exprimés  par  chaque 
lettre  commune  affectée  du  plus  faible  des  exposants  qu’elle 
a dans  les  deux  monomes.  Soit , par  exemple , la  fraction 

i8a  b c d . grand  commun  diviseur  des  coefficients 
48 d’b'c'e  ’ r t» 

18  et  43  est  6 , et  les  facteurs  littéraux  communs  aux  deux 
termes  sont  a\  b*  et  c \ En  supprimant  ces  facteurs,  la  frac- 
3 AV  • - 


tion  se  réduit  à 


8 a*e 


Quand  les  deux  termes  sont  des  polynômes,  il  faut  re- 
courir au  procédé  que  donne  la  théorie  du  plus  grand  com- 
mun diviseur  algébrique,  dontnous  nous  occuperons  plus  loin. 
Cependant,  il  arrivé  quelquefois  que  les  facteurs  communs 
à deux  polynômes  s’aperçoivent  immédiatement.  Pour  en 

i , , , Le1  — i iax  + qaa 

donner  un  exemple,  prenons  la  fraction  ^ — î 

il  est  facile  de  voir  que  le  numérateur  est  le  carré  de  7.x — 3a 
( n°  66)  ; et  comme  le  dénominateur  revient  à (ax)3  — (3a)3, 
il  est  divisible  par  tx  — 3a  (n°  81);  les  deux  termes  ont 
donc  pour  facteur  commun  tx  — 3a.  En  supprimant  ce  fac- 

qlûc  •—  3û 

teur,  la  fraction  se  réduit  à , . 

4xa  6ax  ■+■  g à1 


88.  Pour  réduire  des  fractions  au  même  dénominateur, 
il  suffit  de  multiplier  les  deux  termes  de  chaque  fraction  par 
le  produit  des  dénominateurs  de  toutes  les  autres. 

Quand  les  dénominateurs  ont  des  facteurs  communs , on 
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détermine  le  plus  simple  multiple  de  tous  les  dénominateurs, 
et  l’on  multiplie  les  deux  termes  de  chaque  fraction  par  le 
quotient  qu’on  obtient  en  divisant  ce  plus  simple  multiple 
par  le  dénominateur. 

Lorsque  tous  les  dénominateurs  des  fractions  proposées 
sont  des  monomes,  le  plus  simple  multiple  est  formé  du 
plus  petit  multiple  des  coefficients  numériques  multiplié 
par  toutes  les  lettres  qui  entrent  dans  ces  inonomes , chaque 
lettre  étant  affectée  de  l’exposant  qu’elle  a dans  le  monomc 
où  cet  exposant  est  le  plus  grand. 

Prenons  pour  exemple  Jes  trois  fractious  < =.-•  ■ , 

m n p 

; 6a  ù’  ï8Î’ë*' 

Le  plus  simple  multiple  des  dénominateurs  est  36 a3ù’c’  ; et* 
en  prenant  cette  quantité  pour  dénominateur  commun , on 
trouve  que  les  fractions  proposées  peuvent  être  remplacées 
par  les  suivantes  t »■  t . 

' Sbc'm  gae'n  a à3p 

360^?’  36Ô^V’  3 6â*F<?‘ 

Pour  trouver  le  plus  simple  multiple  de  plusieurs  poly- 
nômes, il  faut,  en  général,  recourir  à la  théorie  du  plus 
grand  commun  diviseur;  mais  on  peut  quelquefois  y par- 
venir en  décomposant  les  polynômes  en  facteurs , au  moyen 
des  propositions  qui  ont  été  précédemment  exposées. 

Supposons,  par  exemple,  que  l’on  veuille  réduire  au 
même  dénominateur  les  deux  fractions  ci-après  : 

iji  d'in  a* 

t — m’  ’ i — 27w  -f-  mr 

On  remarquera  que  1 — m’  = (1  — m)  ( 1 4 - m ),  et 
1 — 2 m = ( 1 — m)1  = (t  — m)  (1  — m)  , ( n°  GG  ) ; 

on  en  conclura  qu’il  suffit  de  multiplier  les  termes  de  la 
première  fraction  par  1 — m , et  ceux  de  la  seconde  par 
1 + m ; on  obtiendra  ainsi , pour  ces  fractions , les  ex- 

5..  • 
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pressions  suivantes  : 

a‘m  — fl’m* 


a * -f-  a‘m 


i — m — m2  -j-  m3’  i — m — m2  -\-m3' 

86.  Soient  maintenant  trois  fractions  réduites  au  même 
dénominateur,  ^ ^ ; et  supposons  que  l’on  doive  ajou- 
ter la  seconde  à la  première  et  retrancher  la  troisième  de 

kni  S ^ C »J  « 

somme.  Si  1 on  pose  — = g,  ——  r,  — — s , d ou  . . 

m v m m 

a = mq,  b = mr,  c — ms,  on  aura 

a-\-b — c = m{q  + r — s)  , d’où  — - = q^.r — S; 


donc 


o.  b c 

m m m 


m 

a -J-  b — c 


Il  suit  de  là  que,  pour  l’addition  et  la  soustraction  des 
fractions  littérales,  on  doit  observer  les  mêmes  règles  qu’en 
Arithmétique. 

CL  C 

87.  Pour  la  multiplication,  posons  ^ = ^ = r>  d’où 

a=s  bq , c = dr  ; on  aura 


ac 


ac 


= bq  Xdr=  bd  X qr , d’où  ^ = qr  ; 


donc 


a c ac 

by<d~bd' 


Il  suit  de  là  que  le  produit  se  forme  en  multipliant  les  numé- 
rateurs entre  eux  et  les  dénominateurs  entre  eux. 


88.  Enfin , soit  à diviser  ^ par  ^ : si  l’on  réduit  d’abord 

ces  fractions  au  même  dénominateur,  elles  deviendront 

el  r~i  S or  quotient  ne  sera  pas  altéré , si  l’on  mul- 
bd  bd  .... 
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tiplie  le  dividende  et  le  diviseur  par  bd  (n°  83)  ; donc 

a m c ad 

b ' d bc 


Il  suit  de  U que  le  quotient  se  forme  en  multipliant  la  frac- 
tion dividende  par  la  fraction  diviseur  renversée. 

Pour  multiplier  ou  pour  diviser  une  fraction  par  un  en- 
tier , ou  un  entier  par  une  fraction  , ou  bien  pour  ajouter  des 
fractions  avec  des  entiers,  on  suivrait  les  mêmes  règles,  en 
donnant  aux  entiers  l’unité  pour  dénominateur. 


89.  Les  règles  relatives  aux  fractions  sont  appliquées  dans 
les  exercices  suivants,  qui  offrent  des  réductions  remar- 
quables. , 

<b  -f-  c 


,o  2a  ~(b  + e c\—a , 

1 • aA  — 3 2/  3 

b b -f-  c 


1 , 

- 1. 
>5» 


,0  * 


3°. 


ac 

b + c 


I 


1 .t'i 

a '•  » • *1  A*.> 

, • ..•>  „:*fi  . i ''  ti  < ! .1  1:0  > 

, • 1 < :*  u m*  f : • . * u*  :u 

X3  — a1,  ■ . ...  '»  : J.. 

= x1 ,4-  ax  4-  a*  : 

x—a  1 : ’ ')  s- 

1:  10  il  t : •!>!«  >:n  i!)  n.. 


a + 


i-f-Aa  1 . 

= * r >' 


b — a 

1 — a X — r-T- 

1 -f-oa 


a.  — c X 


ae  — bd 


ce  — bf  cd  — 1 af 

b r ce  — A/" 

: ' 

Des  exposants  négatifs. 


90.  On  a vu  que , pour  former  l’exposant  d’une  lettre 
dans  le  quotient  de  deux  quantités  inonomes,  il  fapt  sous- 
traire l’exposant  de  cette  lettre  dans  le  diviseur  de  celui  de 
la  même  lettre  dans  le  dividende  ; et  cette  règle  qui  suppo- 
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sait  d’abord  l’exposant  du  dividende  plus  grand  que  celui  du 
diviseur,  a etc  e'tendue  ensuite  au  cas  où  les  deux  expo- 
sants sont  égaux  (n°  72).  On  peut  aussi  l’étendre  au  cas  où 
l’exposant  du  dividende  est  plus  petit  que  celui  du  divi- 
seur; mais  alors  l’exposant  du  quotient  sera  négatif,  et  il 
faudra  fixer  la  signification  qu’on  devra  attacher  à un  sem- 

-I  am 

blable  exposant.  Or,  si  l’on  considère  l’égalité  — = a“_* , 

et  si  l’on  remplace  dans  les  deux  membres  n par  m-\-pt 
le  second  membre  deviendra  a~ ? , et  le  premier  sera 

am  . tr 

am  > ou  jÿ-  H faudra  donc  con- 


, ce  qui  équivaut  à 


yi 


venir  que  l’expression  a~?  sera  regardée  comme  équivalente 


, ï 
a — . 
aP 


91.  Les  règles  qui  ont  été  précédemment  établies  à l’égard 
des  exposants  positifs , pour  la  multiplication  et  la  division, 
conviennent  aussi  aux  exposants  négatifs  ; c’est-à-dire  que 
le  produit  de  deux  puissances  d’une  quantité  se  forme  tou- 
jours en  ajoutant  les  exposants  dès  facteurs,  et  le  quotient 
se  forme  en  retranchant  l’exposant  du  diviseur  de  l’exposant 
du  dividende.  Car  on  a 


a-"  X o"  = -J<  u-  = ^ = a-", 


■•t.  a 


i — n*  • /i”* 


I 

I- — ____ 

x -î  = 

am 

a" 

l=  M* 

— :»•> 

. £>.  _ 

' o» 

I 

i 

i__  __ 

• — _ 

am 

• Al“  ■ 

a* 

t o rv.  u.  » 

I X ^ 

a* 


92.  Au  moyen  des  exposants  négatifs,  on  peut  ramener  des 
expressions  algébriques  fractionnaires  à une  forme  entière , 
pour  leùr  appliquer  ensuite  les  règles  relatives  au  calcul  des 
quantités  entières;  ce  qui  offre  une  analogie  remarquable 
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avec  les  effets  qui  résultent  de  la  notation  dont  on  se  sert 
en  Arithmétique  pour  représenter  les  fractions  décimales. 
Supposons  , par  exemple  , que  l'on  ait  à faire  le  produit  des 
3 12 

deux  polynômes — ;-fx’ — 2 +5 2X,  et  - — 3 — x.  On 

2X  0«27  X 

remplacera  les  fractions  — et  - par  les  notations  x~‘  et 

X ‘ » X 

x~ On  ordonnera  ensuite  en  considérant  les  exposants  né- 
gatifs comme  plus  petits  que  zéro,  et  d’autant  plus  petits 
que  leurs  valeurs  absolues  sont  plus  grandes  ( n°  49  ) ; puis 
on  fera  la  multiplication  comme  on  le  voit  ci-dessous  : 

x' — ix  — a -f-  j x~'  -+•  | x-î 

— x — 3 -j-  ix~' 

X3  + ax’-f-  2X -j  X°  — I X~' 

— 3x’4-  6*  H-  f>x°  — x~l  — « | x~* 

+ ax  --  4x°  — 4x-*+  | x-*  -f-  3x-3 

— x3  — x*+iox+  f — ¥ x-  — 21  *—  + 3x-s,  ''; 

. - • *'  1 '4  ' 

95.  On  voit  dans  cet  exemple  que  le  cas  où  les  polynômes 
renferment  des  exposants  négatifs  n’apporte  aucun  changement 
au  principe  sur  lequel  nous  nous  sommes  fondés  pour  établir 
la  règle  de  la  division;  savoir  : que,  lorsqu’un  produit  est  or- 
donné , le  premier  terme  est  le  produit  des  premiers  termes 
des  facteurs , et  le  dernier  terme  est  le  produit  des  derniers 
termes  des  facteurs.  La  règle  du  n°  73  s’appliquera  donc  aussi 
aux  polynômes  qui  renfermeront  des  exposants  négatifs.  On 
peut  s’en  assurer  en  divisant  le  produit  ci-dessus  par  un  des 
facteurs. 

94.  Quand  on  admet  dans  le  quotient  des  exposants  négatifs, 
les  cas  d’impossibilité  ne  peuvent  plus  se  reconnaître  au  moyen 
de  ce  qui  a été  dit  dans  le  n°  78.  Il  faut  continuer  les  opé- 
rations jusqu’à  ce  qu'on  ait  acquis  la  certitude  qu’on  ne  par- 
viendra jamais  à un  reste  nul,  en  se  reportant,  pour  cela, 
au  principe  du  n°  78. 

Au  reste , dans  les  applications  les  plus  ordinaires  de  la 
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division , les  exposants  de  la  lettre  principale  dans  le  divi- 
dende et  le  diviseur  Sont  positifs  ; et  Ton  a pour  but , quand 
la  division  ne  peut  pas  se  faire  exactement,  d’obtenir  un 
quotient  qui  ne  renferme  que  des  exposants  positifs  de  la 
lettre  principale,  les  multiplicateurs  de  cette  lettre  pouvant 
être  fractionnaires,  et  le  degré  du  reste  par  rapport  à celte 
lettre  devant  être  moindre  que  celui  du  diviseur.  On  voit  par 
ce  qui  a été  dit  dans  le  n°  76,  qu’il  est  toujours  possible  de 
satisfaire  à ces  conditions , quand  on  a ordonné  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes  de  la  lettre  principale.  L’expres- 
sion du  quotient  se  forme  alors  comme  nous  l’avons  expliqué 
dans  le  n°  76. 

Enfin  nous  ferons  encore  remarquer  que , dans  le  cas  où 
le  plus  faible  exposant  de  la  lettre  principale  est  zéro  dans  le 
dividende  et  dans  le  diviseur,  on  est  assuré  que  Ton  n'ob- 
tiendra jamais  un  reste  nul  dès  que  Ton  parvient  à un  reste 
dont  le  degré  est  moindre  que  celui  du  diviseur;  parce  que , 
si  Ton  continuait  l’opéralion  , il  faudrait  mettre  au  quotient 
un  terme  dans  lequel  l’exposant  de  la  lettre  principale  serait 
négatif,  et  cet  exposant  serait  moindre  que  la  différence 
des  plus  faibles  exposants  du  dividende  et  du  diviseur. 


\ 
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/ 

ÉQDAT10WS  ET  PROBLÈMES  DU  PREMIER  DEGRÉ. 

Définitions.  — Résolution  des  équations  du  premier 
degré  à une  seule  inconnue. 

9o.  Nous  avons  déjà  employé  plusieurs  fois  les  dénomina- 
tions d 'égalité  et  d’équation  ; mais  comme  ces  dénominations 
reviendront  encore  plus  fréquemment  dans  la  suite , il  est 
bon  d’en  fixer  la  signification  d’une  manière  précise. 

La  réunion  de  deux  expressions  jointes  par  le  signe  = 
prend  le  nom  d 'égalité , lorsqu’on  peut  constater,  en  effec- 
tuant des  calculs  indiqués , que  ces  expressions  sont  égales  ; 
ou  encore  lorsque  ces  expressions  ne  renfermant  que  des 
quantités  connues,  on  sait  qu’elles  sont  égales  en  vertu 
des  suppositions  que  l’on  a établies.  Ainsi , l’on  dit  que 
(2x4- 0(3* — a)  = 6x“ — x — 2 est  une  égalité,  parce  qu’en 
effectuant  la  multiplication  de  2X  + 1 Par  3x — 2 , on  obtient 
pour  produit  6xa — x — 2.  On  dit  aussi  que  ad=bc  est  une 
égalité,  quand  on  a supposé  que  a,  b,  c,  d , sont  quatre  quan- 
tités connues  qui  forment  une  proportion  par  quotient. 

On  donne  le  nom  d’équation  à l’assemblage  de  deux  ex- 
pressions dans  lesquelles  il  entre  des  quantités  connues  et  des 
quantités  inconnues,  et  qu’on  a jointes  par  le  signe  = , pour 
exprimer  que  l’on  doit  déterminer  les  quantités  inconnues 
de  manière  que  ces  expressions  deviennent  égales.  Ainsi  les 
quantités  (2X+ 0(3* — 2)  et  2xa — 3x+4  ne  sont  pas  égales, 
mais  elles  peuvent  le  devenir  quand  on  donne  à x une  valeur 
particulière  ; si  l’on  veut  exprimer  qu’il  s’agit  de  déterminer 
cette  valeur,  on  écrit  (ax -J-  1 )(3x  — 2)  = 2xa — 3x-f- 4 , et 
cette  relation  est  une  équation. 
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Les  expressions  placées  de  part  et  d’autre  du  signe  = se 
nomment  les  deux  membres  de  l’égalité  ou  de  l’équation. 
L’expression  qui  est  à gauche  du  signe  est  le  premier  membre, 
celle  qui  est  à droite  est  le  second  membre. 

Quand  les  deux  membres  d’une  égalité  sont  absolument  les 
mêmes,  l’égalité  prend  le  nom  d 'identité.  Ainsi  l’égalité  ci- 
dessus  (2x  + i)(3.r  — 2)  =6r*  — x — 2 devient  une  identité 
quand  on  effectue  les  calculs  indiqués  dans  le  premier  mem- 
bre. On  emploie  aussi  quelquefois  la  dénomination  d’identité 
à la  place  de  celle  d’égalité,  quand  il  n’est  pas  nécessaire 
d’effectuer  les  calculs  indiqués  pour  constater  que  les  deux 
membres  sont  les  mêmes.  C’est  dans  ce  sens  que  l'on  dit  que 
(a  -f-  b)(a  — b)  = a1  — b‘  est  une  identité,  parce  qu’on  sait  que 
la  somme  de  deux  nombres  multipliée  par  leur  différence 
donne  pour  produit  la  différence  des  carrés  de  ces  nombres. 

96.  Résoudre  une  équation , c’est  chercher  quelles  valeurs 
on  doit  mettre  à la  place  de  l’inconnue,  ou  des  inconnues 
s’il  y en  a plusieurs  , pour  que  l’équation  devienne  une  iden- 
tité : chaque  valeur  de  l’inconnue  qui  jouit  de  cette  pro- 
priété, ou  chaque  groupe  de  valeurs  des  inconnues,  s’il  y en 
a plusieurs,  forme  une  solution  de  l’équation.  On  dit  que 
deux  équations  sont  équivalentes , ou  qu’elles  rentrent  l’une 
dans  l’autre , lorsqu’elles  admettent  les  mêmes  solutions. 

97.  Il  est  évident  que,  lorsqu’on  ajoute  la  meme  quantité  aux 
deux  membres  d'une  équation  , ou  lorsqu’on  en  retranche  la 
même  quantité , les  valeurs  des  inconnues  restent  les  mêmes  ; 
c’est-à-dire  que  les  valeurs  des  inconnues  qui  vérifient  la  pre- 
mière équation  vérifient  aussi  la  seconde , et  réciproquement. 

Lorsqu’on  multiplie  ou  qu’on  divise  les  deux  membres  d’une 
équation  par  la  même  quantité,  les  valeurs  des  inconnues 
restent  aussi  les  mêmes  (*). 


(')  Cette  proposition  cesse  d’étre  exacte  lorsque  la  quantité  par  laquelle  ou 
multiplie  ou  l’on  divise  les  deux  membres  renferme  les  inconnues.  Soit , par 
exemple,  l'équation  3jt — 3 = 7;  si  l’on  multipliait  les  deux  membres  par 
ar  — 1 , il  viendrait  (a:  — 1 )(3jt  — 3)  x=  7(1  — 1)  ; or  la  dernière  équation 
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98.  Proposons-nous  maintenant  de  résoudre  l’équation 
29X  — 87  = I2X  + 3a. 

On  peut  supprimer  le  terme  12X  dans  le  second  membre,  en 
retranchant  i2xdu  premier  membre;  on  peut  aussi  supprimer 
le  terme — 87  dans  le  premier  membre,  en  ajoutant  87  au 
second  membre.  De  cette  manière  l’équation  est  remplacée 
par  la  suivante  : 

29X  — I2X  = 32  + 87. 

_ En  général , lorsque  chaque  membre  d’une  équation  n’of- 
fre qu’un  assemblage  de  termes  joints  par  les  signes  -f-  et  —, 
on  peut  réunir  dans  un  membre  tous  les  termes  qui  contiennent 
l’inconnue  ou  les  inconnues , et  mettre  dans  l’autre  membre 
tous  les  termes  qui  ne  renferment  que  des  quantités  connues  ; 
pour  cela , il  suffit  de  donner  à chaque  terme  que  l’on  écrit 
dans  un  membre,  en  le  supprimant  dans  l’autre,  le  signe  con- 
traire à celui  qu’il  avait  : cette  opération  constitue  ce  que 
l’on  nomme  la  transposition  des  termes. 

Si,  dans  l’équation  ci-dessus,  on  réduit  les  termes  sem- 
blables , elle  devient 

i?x  =119; 

et  en  divisant  les  deux  membres  par  le  coefficient  de  x , on 
trouve 

x as  7./ 

Vérification.  Pour  s’assurer  de  l’exactitude  des  opérations  , 
il  fant  remplacer  l’inconnue  x par  7 dans  l’équation  pro- 
posée , et  voir  si  l’on  parvient  à une  identité.  Or,  il  vient  par 
cette  substitution 

29  X 7 — 87  = 12  X 7 + 32  ; 
ce  qu,i  se  réduit  en  effet  à l’identité  1 16  = 1 16. 


admet  la  solation  x = 1 , et  cette  solation  ne  convient  pas  h l'équation  pri- 
mitive. Il  faut  aussi  que  la  quantité  par  laquelle  on  multiplie  on  l’on  divise 
les  deux  membres  ne  soit  ni  nulle,  ni  infinie.  Mais  les  considérations  aux- 
quelles ces  restrictions  donnent  lieu  ne  nous  seraient  point  utiles  dans  le 
cours  de  ce  chapitre,  et  elles  trouveront  place  dans  la  suite. 
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99.  Prenons  en  second  lieu  l’équation 


5 

2 


On  peut  d’abord  changer  cette  équation  en  une  autre  équi- 
valente qui  n’ait  pas  de  dénominateurs,  en  multipliant  tous 
les  termes  de  l’équation  par  un  multiple  quelconque  des  dé- 
nominateurs ; ce  qui  revient  à opérer  comme  si  l’on  voulait 
réduire  tous  les  termes  au  même  dénominateur , en  suppri- 
mant immédiatement  le  dénominateur  commun.  Pour  la  sim- 
plicité des  calculs  , on  choisit  le  plus  petit  multiple  des  déno- 
minateurs qui , dans  l’exemple  proposé  , est  96.  On  trouve 
alors  que  l’équation  devient, 

240#  — 128a:  — 1248  = 60  -J-  3x. 

En  transposant  les  termes , d’après  ce  qui  a été  dit  pour 
l’exemple  ci-dessus  , il  vient 

240X  — 128a:  — 3x  = 60  -f-  1248, 


ou  , en  réduisant 
d’où  l’on  conclut 
x 


109a:  = i3o8  ; 


i3o8 

, OU  X — 12. 

109 


Vérification.  Si  l’on  remplace  x par  12  dans  l’équation 
proposée,  il  vient  d’abord 


- X 

2 


I2-;  X 12 


■3  = l + £• 


et  en  effectuant  les  opérations  indiquées  dans  chaque  membre  , 
on  parvient  à l’identité  1 = 1. 


100.  Pour  troisième  exemple . soit  l'équation 


4 


x -f-  3 
6 
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On  opère  comme  si  l’on  voulait  réduire  les  entiers  et  les  frac- 
tions au  même  dénominateur , en  prenant  pour  dénominateur 
commun  le  plus  petit  nombre  divisible  par  tous  les  dénomi- 
nateurs , qui  est  6 , et  l’on  omet  dans  chaque  terme  le  déno- 
minateur commun.  L’équation  devient  ainsi 

(*  + 3)  = 12  -f-  2(9  — 2X). 

On  effectue  les  calculs  indiqués , ce  qui  donne 
24  — x — 3 = 12  + 18  — 4*. 

On  transpose  les  termes , de  manière  que  tous  les  termes  qui 
contiennent  l’inconnue  soient  dans  le  premier  membre , et 
tous  les  termes  indépendants  de  l’inconnue  dans  le  second 
membre  ; on  est  ainsi  conduit  à l’équation 

4x  — x = i2  + >8  + 3 — 24, 
ou,  en  réduisant, 

3x  = g ; d’où  x = 3. 

Vérification.  Si  l’on  remplace  l’inconnue  x par  3 dans 
l’équation  proposée , on  trouve  d’abord 

4 6 + 3 

et , en  effectuant  les  calculs  indiqués  dans  chaque  membre, 
on  parvient  à l’identité  3 = 3. 

101.  Considérons  encore  l’équation 

25  10 

x -J-  3 3x  — 4" 

On  réduit  d’abord  les  deux  fractions  au  même  dénomina- 
teur ; il  faut  alors  que  les  numérateurs  soient  égaux  , ce  qui 
donne  l’équation 

25(3x  — 4)  = io(x  -f-  3), 
ou  , en  effectuant  les  calculs  indiqués, 

?5x  — ioo  = iox  -f-  3o. 
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On  tire  de  là , par  la  transposition  des  termes, 

75x  — ■ tox  = 3o  -f-  ioo,  ou  65x  = i3o  ; 

donc  -, 

i3o 

X = •gg'j  ou  x ~ 2. 

Vérification.  Si  Ton  remplace  x par  2 dans  l’équation  pro- 
posée, on  trouve  • 

25  10 

2*1-3  3x2  — 4’ 

et , en  effectuant  les  calculs  indiqués,  on  parvient  à l’iden- 
tité 5=5. 

102.  Les  équations  de  la  nature  de  celles  que  nous  venonà 
de  considérer  sont  appelées  équations  du  premier  degré , 
parce  qu’après  l’évanouissement  des  dénominateurs,  la  trans- 
position des  termes  et  la  réduction  , elles  ne  contiennent  que 
l’inconnue  sans  exposant.  Lorsqu’après  ces  opérations  l’in- 
connue se  trouve  élevée  à diverses  puissances , le  degré  de  l’é- 
quation est  marqué  par  l’exposant  de  la  plus  haute  puissance. 
Quand  il  y a plusieurs  inconnues , le  degré  est  marqué  par  la 
somme  des  exposants  de  toutes  les  inconnues  dans  le  terme  où 
cette  somme  est  la  plus  forte.  Ainsi  l’équation  5x‘ — 3a:  = 3o 
est  une  équation  du  second  degré  ; l’équation  à deux  incon- 
nuesj-x* — 5^+2x=48  est  une  équation  du  troisième  degré, 
parce  que  la  somme  des  exposants  des  inconnues  dans  le  terme 
yx'  est  égale  à 3. 

103.  Ce  que  nous  avons  dit  à l’égard  des  équations  ci- 
dessus  renferme  toutes  les  règles  nécessaires  pour  résoudre  les 
équations  du  premier  degré  à une  inconnue;  et  l’on  peut  ré- 
sumer ces  règles  comme  il  suit  : 

Si  réquation  contient  des  dénominateurs  , on  les  fait  dis- 
paraître : à cet  effet  on  opère  comme  si  l’on  voulait  réduire  tous 
les  termes  au  même  dénominateur > et  l’on  omet  dans  chaque 
terme  le  dénominateur.  Il  faut  avoir  soin,  pour  simplifier 
l’opération  , de  choisir  le  plus  petit  dénominateur  commun. 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  TROISIÈME.  79 

L'équation  n’ ayant  plus  de  dénominateurs , on  effectue  les 
opérations  algébriques  qui  ne  sont  qu'indiquées,  afin  que 
chaque  membre  n offre  plus  qu’un  assemblage  de  termes  joints 
par  les  signes  -f-  et  — . • • > 

On  rassemble  ensuite  dans  le  premier  membre  tous  les 
termes  qui  renferment  V inconnue , et  F on  met  dans  le  second 
membre  tous  les  termes  qui  ne  contiennent  que  des  quantités 
connues,  en  observant  pour  cela  de  changer  les  signes  des 
termes  que  Von  fait  passer  d’un  membre  dans  Vautre. 

Enfin  on  réduit  les  termes  semblables , puis  on  divise  les 
deux  membres  par  le  multiplicateur  de  l’inconnue ; après 
celle  opération , le  second  membre  exprime  la  valeur  de  l’in- 
connue. 

104.  Voici  un  dernier  exemple  assez  compliqué,  dans  lequel 
on  rencontre  l’application  de  toutes  ces  règles.  Soit  l’équation 

(a  + b)x  (a— b)*  b(za-b){x^-a) 

—a 3û — = 3-r' 

On  fait  d’abord  disparaître  les  dénominateurs,  en  observant 
que  l’on  peut  prendre  pour  dénominateur  commun  de  tous 
les  termes  a(a * — bl)\,  puisque  a*  — b%  est  divisible  par  a+b. 
L’équation  proposée  se  change  alors  dans  la  suivante  : 

(a-f-ô)(a’ — b')x — 3a*(a* — b*)— a(a — b)h=zab(ia — b)(x — a) — 3 a{a,—bt)x. 

En  effectuant  tous  les  calculs  indiqués,  transposant  les  termes 

et  réduisant , on  trouve 
« 

4 a3x  — a%bx  — 3 ab'x — b3x  = 4a* — 5 a3  b -f-  a“A* — ab 3 ; 
ce  qui  revient  à 

(4a5  — a'b  — Zab 1 — b*)x = 4 — 5 aib  -f-  aab* — ab1; 
d’où  l’on  tire 

a(4a3  — 5d‘b-\-ab* — b 3) 

X~  4a3  — a’b—  Zab'—  JF' 

108.  Il  arrive  assez  souvent  qu’en  réunissant  dans  le  pre- 
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mier  membre  d’une  équation  tous  les  termes  qui  contiennent 
l’inconnue , on  trouve  que  ces  termes  se  réduisent  à un  serti 
qui  est  affecté  du  signe  — . On  peut  alors  considérer  ce  terme 
comme  étant  formé  du  produit  de  l’inconnue  par  une  quantité 
négative  ; et  en  divisant  le  second  membre  par  cette  quantité 
négative , on  obtient  la  valeur  de  l’inconnue.  Mais  on  peut 
aussi  faire  en  sorte  que  le  terme  où  se  trouve  l'inconnue  ne 
soit  plus  affecté  du  signe  — , en  changeant  lès  signes  des  deux 
membres  de  l’équation  ; en  général , on  peut  toujours , quand 
on  le  juge  à propos,  changer  les  signes  de  tous  les  termes  dans 
les  deux  membres  d’une  équation.  Il  est  clair , en  effet,  que  , 
par  ce  changement , on  n’altère  pas  la  valeur  de  l’inconnue  , 
puisque  la  nouvelle  équation  qu’on  obtient  est  celle  qu’on 
trouverait  si  l’on  faisait  passer  les  termes  du  second  membre 
dans  le  premier , et  les  termes  du  premier  membre  dans  le 
second. 

« 

Des  équations  du  premier  degré  à plusieurs  incon- 
nues. — Résolution  de  deux  équations  numériques 
à deux  inconnues. 

106.  Lorsqu’on  veut  résoudre  une  équation  dans  laquelle 
il  entre  plusieurs  inconnues , on  peut  mettre  à la  place  de 
toutes  les  inconnues , hors  une , des  nombres  pris  arbitraire- 
ment ; on  est  alors  ramené  à résoudre  une  équation  à une 
seule  inconnue.  La  valeur  de  cette  inconnue  forme,  avec  les 
valeurs  arbitraires  des  autres  inconnues,  une  solution  de  l’é- 
quation-, et  l’on  peut  trouver  ainsi  un  nombre  illimité  de 
solutions.  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  l’on  doit  d’abord 
simplifier  l’équation  par  l’évanouissement  des  dénominateurs, 
la  transposition  des  termes  et  la  réduction. 

Considérons , par  exemple , l’équation 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  TROISIÈME.  81 

On  fait  disparaître  les  dénominateurs  en  multipliant  cltaque 
terme  par  6,  ce  qui  donne 

9*  — 4.T  — 6 = 8 + Gy—  2X. 

Il  vient  ensuite,  par  la  transposition  des  termes, 
gx-f-  ix  — /[y  — 6j-  = 8-}-6; 
et  en  réduisant , ou  obtient  enfin 

i ix—  i oy  = >4- 

Au  moyen  de  ces  simplifications,  une  équation  du  premier 
degré  à plusieurs  inconnues  peut  toujours  être  transformée  de 
manière  que  le  premier  membre  ne  comprenne  que  des 
termes  en  nombre  égal  à celui  des  inconnues , et  formés 
chacun  du  produit  d’une  inconnue  par  une  quantité  connue, 
le  second  membre  étant  une  quantité  connue  ; de  sorte  que 
s’il  y a,  par  exemple,  quatre  inconnues,  x,  y,  z,  u,  l’équa- 
tion pourra  être  ramenée  à la  forme  ax-{~by-\~cz-\-  du=f, 
les  quantités  que  nous  désignons  ici  par  les  lettres  a , b,  c, 
rf,  f étant  des  quantités  connues  littérales  ou  numériques , 
et  sans  dénominateurs. 

Maintenant , si  dans  l’équation  ci-dessus  i tx — ioy  = «4, 
on  met  successivement  à la  place  de  y différents  nombres  pris 
arbitrairement,  par  exemple,  les  nombres  entiers  i , 2, 3, 4.  etc., 
ou  obtiendra  pour  les  valeurs  correspondantes  de  x les  nom- 
bres if,  ff , 4,?4,  etc.  Ainsi  l’on  aura  une  solation  de  l’équa- 
tion proposée , en  prenant  l’un  quelconque  des  couples  ou 
systèmes  de  valeurs  ci-dessous  : 


Au  lieu  de  mettre  immédiatement  des  nombres  arbitraires 
à la  place  de  l’une  des  inconnues  , on  peut  commencer  par 
résoudre  l’équation  par  rapport  à l’une  d’elles , comme  si 
2‘  Édit.  6 
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l’autre  était  une  quantité  connue  ; on  trouve  ainsi 

i4+  îor  . . nx  — 14 

x — — — , ou  bien  y = - . 


il 


io 


Alors  , si  Ton  prend  pour  Tune  des  inconnues  une  valeur 

arbitraire  , et  qu’on  la  substitue  à cette  inconnue  dans  l’ex- 

i\+iojr  . nx — 14 

pression  - — — — , ou  dans  I expression 


on  ob- 


II  * io 

tiendra  la  valeur  correspondante  de  l’autre  inconnue. 

Lorsque  la  valeur  d’une  quantité  dépend  des  valeurs  d’une 
ou  de  plusieurs  autres  quantités  dont  on  peut  disposer  arbi- 
trairement , on  dit  que  la  première  quantité  est  une fonction 
des  autres.  Ainsi , dans  l’exemple  ci-dessus , on  dit  que 

l’expression  est  la  valeur  de  x exprimée  en  fonc- 


1 1 


lion  de  y,  et  l’expression 
mée  en  fonction  de  x. 


nx- 


— est  la  valeur  de  y expri- 


107.  Supposons  actuellement  que  les  quantités  inconnues  x 
et  y doivent  être  déterminées  de  manière  à vérifier  les  deux 
équations 

i ix — 107=14,  5*  4-  u — 4i* 


Si  Ton  résout  chacune  de  ces  équations  par  rapport  k x, 
comme  si  y était  une  quantité  connue,  on  trouve 

«4  + 4'  — ir 

r _ - , t , -t  _ 5 

il  faut  donc*  que  la  valeur  cherchée  de  jr  soit  telle  que  Ton  ait 

14  ■+■  *qr  _ 4 1 —u 
1 1 5 

En  appliquant  à cette  équation  les  règles  qui  ont  été  précé- 
demment établies  pour  la  résolution  des  équations  du  premier 
degré  à une  inconnue,  on  en  déduit  y =3.  On  obtient  la 
valeur  de  x en  faisant.?-  = 3 dans  l’une  des  équations  ci-dessus 
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14+  ,<î/  41  — ir  • i , r 

x — — x — - — -p — —— , ce  qui  donne  x=  4-  Les 

ii'  5 

valeurs  y — 3 , x = 4 doivent  nécessairement  vérifier  les 
équations  proposées;  car  la  valeur  de jr  ayant  été  déterminée 
par  la  coudition  que  les  valeurs  de  x exprimées  en  fonction 
de  y,  et  tirées  des  équations  proposées  soient  égales,  il  en 
résulte  qu’après  la  substitution  de  la  valeur  de  y dans  ces 
équations,  la  valeur  de  x donnée  par  l’une  d’elles  doit  aussi  con- 
venir à l’autre.  D’ailleurs,  comme  l’équation  1 1 ^ V. 

n’est  vérifiée  que  lorsqu’on  faitj-  = 3 , le  système  des  équa- 
tions proposées  n’admet  que  la  seule  solution  3,  x = 4- 

108.  On  peut  aussi  résoudre  les  équations  ci-dessus  par  le 
procédé  suivant  : 

Après  avoir  tiré  de  la  première  équation  la  valeur  de  .r  ex- 
primée en  fonction  de on  met  cette  valent  à la  place  dey, 
dans  la  seconde  équation  , ce  qui  donne 


5 X 


»4  + io^r 

1 1 


+ 


7 y = 4»- 


Cette  dernière  équation  donne  la  valeur  de^;  et  en  la  subs- 
tituant dans  l’équation  x on  obtient  la  valeur  de  x. 

Ce  procédé  s’explique  aisément  ; car  en  supposant  que  l’on 
ait  des  valeurs  de  x et  de^  qui  vérifient  la  première  équation , 
on  obtiendra  le  même  résultat  soit  que  l’on  substitue  ces  va- 
leurs dans  la  seconde  équation  , soit  que  l’on  substitue  seule- 

I I ot" 

ment  la  valeur  de  y dans  l’équation  5x“ — “ *-^=4  «• 

Par  conséquent,  pour  que  les  valeurs  de  x etde^  conviennent 
. au  système  des  équations  proposées , il  faut  que  la  valeur  det^ 
vérifie  l’équation  ci-dessus  ; et  si  l’on  adjoint  à la  valeur  dey 
qui  vérifie  cette  équation  , la  valeur  de  x fournie  par  l’équa- 
1 4 -4-  i or  . , , 

— , les  deux  équations  proposées  seront  ve- 


tion  x : 
rifiées. 


6 . 


/i 


i 
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109.  On  peut  encore  résoudre  le  système  de  deux  équations 
à deux  inconnues  par  une  troisième  méthode  qui  est  d’un 
usage  plus  commode  que  les  précédentes. 

Pour  montrer  comment  on  est  conduit  à cette  méthode , 
nous  considérerons  d’abord  le  cas  où  l’on  a deux  équations 
dans  lesquelles  les  coefficients  d’une  des  inconnues  sont  égaux. 
Soient  les  équations 

= 17,  5x  — ■ 3y  = it. 

Si  on  les  ajoute  membre  à membre , on  trouve 
>]x  z=  28;  d’où  x = 4* 

En  mettant  le  nombre  4 à la  place  de  x dans  l’une  des 
équations  proposées , on  trouve  y=.Z. 

Si  Ton  a les  équations 

5jc  — 3y  = 19,  5x  — ir  = ti, 

on  retranchera  les  deux  membres  de  la  seconde  de  ceux  de  la 
première  , ce  qui  donnera  > 

4r  = 8,  d’où  y — 1. 

On  aura  ensuite  la  valeur  de  x , en  mettant  le  nombre  2 à la 
.place  de  y dans  Tune  des  équations  proposées. 

Pour  démontrer  que  les  valeurs  des  inconnues  qu’on  obtient 
par  cette  méthode  doivent  vérifier  les  équations  proposées, 
et  sont  les  seules  qui  jouissent  de  cette  propriété,  nous  ferons 
remarquer  qu’en  général  lorsqu’on  ajoute  membre  à membre 
deux  équations  A = B,  A'  = B',  l’équation  résultante 
A -f-  A'  = B -f-  B'  dolt  nécessairement  être  vérifiée  par  les 
valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  aux  deux  premières  équa- 
tions ; et  les  valeurs  qui  vérifient  cette  équation  résultante , . 
A -j-  A'=  B + B' , avec  Tune  de  celles  que  Ton  a ajoutées,  par 
exemple  A = B , doivent  évidemment  vérifier  aussi  l'autre 
équation  A'  = B'.  Les  mêmes  conclusions  subsistent  quand 
au  lieu  d’ajouter  les  deux  équations  A = B , A'  = B',  on 
les  retranche  Tune  de  l’autre. 
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Il  suit  de  ces  observations  que  le  système  des  deux  équa- 
tions ci-dessus  %x  + 3y=  17,  5x  — 3y=  1 1 , peut  être  rem- 
placé par  celui  des  deux  équations  2X+3 y==  17  et  7X  = 28, 
ou  5x— 3 f — 11  et  7x2=28;  et  de  même  le  système  des 
deux  équations  5x-—  3j=  19,  5x  — r]Jr—t  1 , peut  être  rem- 
placé par  celui  des  deux  équations  5x—  3j=  19  et  4j=8, 
ou  5x  — 7^  = 11  et  4r=8. 

Prenons  actuellement  les  deux  équations 

iix  — ioy=i4,  5x  -(-  77  = 4 1 • 

On  peut  les  remplacer  par  d’autres  équations  équivalentes 
dans  lesquelles  les  coefficients  de  l’une  des  inconnues  soient 
égaux.  Il  suffit  pour  cela  de  multiplier  les  deux  membres  de 
la  première  équation  par  le  coefficient  de  cette  inconnue  dans 
la  seconde  , et  les  deux  membres  de  la  seconde  équation  par 
le  coefficient  de  la  même  inconnue  dans  la  première. 

Si  l’on  veut  avoir  une  équation  qui  donne  immédiatement 
la  valeur  de  x,  on  multipliera  la  première  équation  par  7,  et 
la  seconde  par  10  ; on  obtiendra  ainsi  les  deux  équations 

77X  — 70?-  = 98/  5ox  -f  707-=  410. 

En  ajoutant  membre  à membre  ces  dernières  équations  , on 
trouve 

127x2=508,  d’où  x = 4. 

En  mettant  le  nombre  4 à la  place  de  x dans  l’une  des  équa- 
tions proposées,  on  détermine  la  valeur  dejr. 

On  peut  aussi  obtenir  la  valeur  de^  en  opérant  comme  on 
l’a  fait  pour  avoir  celle  de  x.  On  multiplie  alors  les  deux 
membres  de  la  première  équation  par  5 , et  ceux  de  la 
seconde  par  1 1 j on  obtient  ainsi  les  deux  équations 

55x  — 5oj-  = 70,  55x  + 77^  = 45i. 

En  retranchant  les  deux  membres  de  la  première  équation  de 
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ceux  de  la  dernière , on  trouve 

1 277  = 38i , d’où  7 = 3. 

> La  préparation  que  l’on  fait  subir  aux  équations , afin  de 
rendre  égaux  les  coefficients  de  Tune  des  inconnues  , offre  une 
analogie  remarquable  avec  la  réduction  des  fractions  au  même 
dénominateur , et  elle  est  évidemment  susceptible  des  mêmes 
abréviations. 

140.  En  comparant  les  trois  méthodes  qui  viennent  d’être 
exposées,  on  voit  que  Ton  effectue  toujours  les  mêmes  opé- 
rations : seulement  Tordre  dans  lequel  elles  se  succèdent  est 
différent.  Car,  suivant  la  première  méthode  (n°  107),  la 
valeur  de  x en  fonction  de  y,  tirée  de  la  première  équation, 
est  substituée  dans  la  seconde  équation  qu’on  a aussi  résolue 
par  rapport  à x ; tandis  que  , suivant  la  seconde  méthode 
( n°  108  ) , la  même  substitution  est  faite  sans  que  Ton  ait 
fait  subir  à la  seconde  équation  aucune  transformation.  Quant 
à la  troisième  méthode  , elle  consiste  à préparer  d’abord  les 
équations  de  manière  qu’en  substituant  ensuite  dans  Tune 
d’elles  la  valeur  d’une  des  inconnues  tirée  de  l’autre  équation, 
on  n’ait  pas  de  dénominateur  à faire  disparaître;  car  lorsque 
l’onajouteles  deux  équations 77* — 707=98,  5o.r 4-707=4 1 o, 
c'est  comme  si  Ton  substituait  dans  Tune  la  valeur  du  terme 
707  déduite  de  l’autre. 

Le  caractère  essentiel  de  ces  méthodes  est  de  substituer  au 
système  des  équations  proposées,  un  système  équivalent  formé 
de  Tune  de  ces  équations  et  d’une  autre  qui  ne  contient  plus 
une  des  inconnues.  On  dit,  par  cette  raison,  que  Ton  élimine 
une  des  inconnues.  Suivant  la  première  méthode  (n°  107), 
l’élimination  est  faite  par  comparaison  ; suivant  la  seconde 
méthode,  l’élimination  est  faite  par  substitution  ; suivant  la 
troisième  méthode  , l’élimination  est  faite  par  addition  ou 
par  soustraction ; on  dit  aussi , quand  on  emploie  cette  der- 
nière méthode , que  l’élimination  est  faite  par  réduction. 
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De  la  résolution  dun  nombre  quelconque  déquations 
qui  renferment  un  pareil  nombre  d inconnues. 

lit.  Soient  les  trois  équations 

4-r  — 3 7 + îj  = 9, 

ix  5 j — ■ 3z  — 4» 

5x  4 64  — iz  — 18. 

En  employant  %l’une  des  méthodes  qui  viennent  d’être  ex- 
posées, on  pourra  éliminer  l’inconnue  z entre  la  première 
équation  et  chacune  des  deux  autres  ; on  obtiendra  ainsi 
deux  équations  qui  ne  contiendront  plus  que  les  inconnues  or 
et  jr  ; on  en  déduira  les  valeurs  de  ces  deux  inconnues  ; et 
en  les  substituant  dans  l’une  des  équations  proposées , on 
trouvera  la  valeur  de  z. 

Pour  faire  l’élimination  par  comparaison , on  tire  de  cha- 
cune des  équations  la  valeur  de  z,  comme  si  .r  et  y étaient  des 
quantités  connues  , on  trouve  . . 

_ _ 9—4*4  3./ 

Z - - . 

. _ 2*  + 5r  — 4 

3 

5x  + 6j  — 18 

7 

• •»»•*.  * » 

On  égale  la  première  valeur  de  z à chacune  des  deux  autres, 
ce  qui  fournit  les  deux  équations  à deux  inconnues, 

9— 4*4-3/  __  2x4-5^— 4 9— 4-r+3j  _ 5x469-—  » a 

2 3 ’ 2 ’ 2 

Ces  équations  deviennent  par  la  réduction 

i6x  + y — 35, 

3*  4 JT  = 9; 
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on  en  déduit  x = 2 , y = 3.  La  substitution  des  nombres  a 
et  3 à la  place  de  x et  y,  dans  l’une  des  valeurs  de  s , ex- 
primées eu  fonction  de  x et  y,  donne  tsss5.  Les  valeur; 
des  inconnues  sont  donc  xx=2,y=3,  z = 5. 

Pour  faire  l’élimination  par  substitution , on  tire  de  la  pre- 
mière équation  la  valeur  de  z en  fonction  de  x et  dey , puis 
on  substitue  cette  valeur  dans  les  deux  autres  équations , ce 
qui  donne 

ax  + 5y  — 5x+6y— (p— 4x+3y)=i8. 

On  réduit  ces  équations , ce  qui  ramène  aux  équations  ci- 
dessus  i6x  -+-y  = 35,  3x-j-y=xig.  On  en  déduit  les  valeurs 
de  x et  de  y,  et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  celle  de  s 
exprimée  en  fonction  de  x et  d ty  conduit  à la  valeur  de  2. 

Pour  appliquer  aux  équations  proposées  la  méthode  d’éli- 
mination par  réduction  , on  remarque  que , dans  la  première 
équation  et  dans  la  troisième , les  coefficients  de  z étant 
égaux  et  de  signes  contraires,  on  fera  disparaître  immédia- 
tement z en  ajoutant  ces  équations  ; on  trouve  ainsi , après 
avoir  divisé  les  deux  membres  de  l'équation  résultante  par  3 , 

3*  + y = 9. 

Il  faut  encore  éliminer  z entre  la  seconde  équation  et  l’une 
des  deux  autres.  A cet  effet,  on  multiplie  les  deux  membres  • 
dé  la  seconde  équation  par  u , ceux  de  la  première  par  3, 
puis  on  ajoute,  ce  qui  donne  ifir+j-  = 35.  Les  deux 
équations  3x  -+-y=g,  i6x  -{-y  = 35,  déterminent  les  va- 
leurs de  x et  de  y.  On  obtient  ensuite  la  valeur  de  z en 
substituant  celles  des  deux  autres  inconnues  dans  l'une  des 
équations  proposées. 

IIS.  Donnons  encore  un  exemple  en  considérant  cinq 
équations  à cinq  inconnues.  Pour  plus  de  simplicité , nous 
11’emploierons  que  la  méthode  d’élimination  par  réduction, 


u 
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Soient  les  équations 

3x  — xy  — 5z  *=  1 1 , 

5x  + Zj  — 7 u = 47, 
ii«  - 21  + 4*  = 9» 

• 8<  — 5jjr  = a5, 

ix  — i3  u ==  5. 

En  éliminant  z entre  la  première  équation  et  la  troisième,  on 
obtient  l’équation  12X — 8y  + 55u — io<  = 8g.  On  peut  donc 
considérer  au  lieu  du  système  des  équations  proposées,  le 
système  suivant  : 

3a:  — xy  — 5z  = 11, 
iax  — 8y  -f-  — lot  = 89, 

5*  + — 7“  — 47» 

8t  — 5y  = 25, 

xx  — i3u  =3  5. 

11  faudra  déterminer  x,  y,  u et  t au  moyen  des  quatre  der- 

nières équations,  et  l’on  obtiendra  ensuite  la  valeur  de  z par 
la  première.  • 

En  éliminant  t entre  les  deux  équations 

1 xx — 8y-{-55u  — iot  = 8g  et  8 1 — 5y  — x5,  et  en  observant 
que , pour  cela , il  suffit  de  les  ajouter  après  avoir  multiplié  la  , 
première  par  \ et  la  seconde  par  5,  on  obtient  l’équation 
482: — 57y  + 220H=:48i.  On  peut  donc  au  système  précé- 
dent substituer  celui-ci  : 

Zx  — 27-  — 5z  = m, 

8t  — 5y  = a5, 

48x  — 5jjr  + xxou  = 481, 

5x  + 3y  — 7u  = 47, 

XX  — l3«  =r  5. 

Il  faudra  alors  déterminer  i,yetuau  moyen  des  trois  der- 
nières équations,  et  l’on  aura  ensuite  la  valeur  de  t par  la 
seconde  , et  celle  de  z par  la  première. 

' On  élimine  y entre  la  troisième  équation  et  la  quatrième, 
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ce  qui  s’exécute  eu  les  ajoutant  après  avoir  multiplié  les  deux 
membres  de  la  quatrième  par  19.  On  obtient  ainsi  l’équa- 
tiou  i43x  + 8,jm=  i3^4  > et  l’on  peut  au  système  précédent 
substituer  celui-ci  : 

3x  — 2 y — 5 z = 11, 

St  — 5y  = 25, 

5x  + 3jr  — 7U  = ^7 , 
ix  — i3u  = 5, 
i43x  -+•  87 u = «374  • 

Il  faudra  alors  déterminer  a:  et  u au  moyen  des  deux  der- 
nières équations  ; on  aura  ensuite  la  valeur  dejf  par  la  troi- 
sième équation , celle  de  t par  la  seconde , et  celle  de  z par 
la  première. 

En  éliminant  u entre  la  quatrième  équation  et  la  cinquième, 
on  parvient  à x—g.  En  mettant  la  valeur  de  x dans  l’équa- 
tion ix — i3«  = 5 , on  trouve  u—  1 . En  mettant  les  valeurs 
de  x et  de  u dans  l’équation  5x-|-  3jr — 711  = 47»  on  trouve 
y = 3.  En  mettant  la  valeur  dey  dans  l’équation  8t — 5y=tz5, 
on  trouve  1 = 5.  Enfin  , en  mettant  les  valeurs  de  x et  de  y 
dans  l’équation  3.r  — 2 y — 5z=  1 1 . on  trouve  z = 2. 

Pour  s’assurer  que  les  opérations  ont  été  faites  exactement, 
il  suffit  de  mettre  dans  les  équations  proposées  les  valeurs 
x=  g,  ^ = 3,  z = 2,  t=5,  u = 1 , afin  de  voir  si  l’on  par- 
vient à des  identités. 


415.  Le  lecteur  pourra  s’exercer  sur  les  deux  exemples  ci- 
dessous. 


Premier  exemple. 


jx  — zy  — 3z  = 16, 

3 y — 5x  — 2z  = — i3 , 

17X  — iij'  + 5z  = 45- 


On  trouvera  x = 2,  y = — x,  z=o. 
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Deuxième  exemple. 

3x ■ + ky  — 5z  = — h, 

in  — 8jr  = i3  -f-  j, 

16  z — qx  = 38, 
i6t  — 5z  = 12. 

On  trouvera  x= — z=  2 , 1 = 1 + i. 

Problèmes  qui  dépendent  des  équations  du  premier 

degré. 

114.  Nous  avons  fait  remarquer,  dans  le  chapitre  premier, 
que  la  résolution  d’un  problème  est  composée  de  deux  parties, 
dont  l’une  consiste  à exprimer  les  conditions  du  problème  par 
des  équations  , et  dont  l'autre  consiste  à tirer  des  équations 
les  valeurs  des  inconnues. 

Toutes  les  règles  qu’on  peut  donner  sur  la  manière  demeure 
les  problèmes  en  équations  sont  renfermées  dans  le  précepte 
suivant,  que  nous  citerons  textuellement  d’après M.  Lacroix. 

On  indique , à l’aide  des  signes  algébriques , sur  les  quan- 
tités connues  représentées  soit  par  des  nombres,  soit  par  des 
lettres , et  sur  les  quantités  inconnues  représentées  toujours  par 
des  lettres  , les  raisonnements  et  les  opérations  qu’il  faudrait 
effectuer  pour  vérifier  les  valeurs  des  inconnues  si  elles  étaient 
données. 

Nous  allons  faire  l’application  de  ce  précepte  , en  dévelop- 
pant la  solution  de  quelques  problèmes. 

118.  1"  Problème.  Une  personne  qui  possède  120000  francs  . 
emploie  une  partie  de  cette  somme  à faire  V acquisition  dune 
maison  j elle  place  ensuite  un  tiers  de  ce  qui  lui  reste  à raison 
de  4 pour  100  , et  les  deux  autres  tiers  à raison  de  5 pour  100. 
De  cette  manière  , le  revenu  de  son  capital  est  de  3920  francs. 
On  veut  connaître  le  prix  de  la  maison  et  les  sommes  qui  ont 
été  placées  aux  taux  de  4 pour  100  et  de  5 pour  too. 
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Désignons  par  x le  prix  de  la  maison.  Il  restera  après  le 

paiement  de  ce  prix  120000  — x ; en  conséquence  , la  somme 

, . . , 120000  — x „ . . . . 

placée  a 4 pour  ioo  sera  , et  celle  qui  a ete  placée 


à 5 pour  ioo  sera  — 


2(1,20000  — ar) 


Le  revenu  de  la  première 


(120000  — x)  x4  . 11  j 

somme  sera  = - ; le  revenu  de  la  seconde  sera 

3oo 

2(120000 — x)  X 5 ^ . **1.3  -i 

J et  puisque  le  revenu  total  est  0920  , u 

faudra  que  l’on  ait  l'équation 

( 1 20000  — ar)x4  , 2(120000 — x)  x5 

3oo  3oo  ^20‘ 


En  chassant  les  dénominateurs , effectuant  les  calculs  indi- 
qués et  transposant  ensuite  les  termes,  on  trouve 

480  000  — 4*  + 1 200000  — iox=  11 76000 , 
iox  ^x  = 480000  -f-  1200000  — 1176000, 
i4x  = 5o4ooo, 

x = 5-^l  = 36000. 

«4 

Puisque  le  prix  de  la  maison  est  36ooo  francs  , la  somme 
qui  reste  après  le  paiement  de  ce  prix  est  84000  fr.  ; la  somme 
placée  à 4 pour  100  est  donc  le  tiers  de  84000  francs,  ou 
28000  francs  ; et  celle  qui  a été  placée  à 5 pour  100  est  deux 
fois  28000  , ou  56ooo  francs. 

On  vérifie  l’exactitude  de  cette  solution  en  calculant  le  re- 
venu de  28000  francs  à 4 pour  100,  et  celui  de  56ooo  francs 
à 5 pour  100  ; en  les  ajoutant,  la  somme  est  39ao  francs, 
comme  l’exige  l’énoncé. 

116.  2*  Problème.  Plusieurs  négociants  avaient  formé  une 
société  dont  la  durée  a été  de  trois  ans.  Il  leur  a fallu  pré- 
lever sur  la  mise  sociale , au  commencement  de  la  première 
année , une  somme  de  46000  francs , -pour  les  frais  de  premier 
établissement  ; et  au  commencement  de  chacune  des  deux 
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années  suivantes , ils  ont  prélevé , pour  les  frais  de  loyer 
et  d’entretien  du  matériel,  une  somme  de  i5ooo  francs.  La 
première  année , le  bénéfice  a été  égal  au  dixième  des  fonds 
qui  étaient  restés  disponibles , et  dans  chacune  des  deux  an- 
nées suivantes  , le  bénéfice  a été  égal  au  quart  des  fonds  qui 
restaient  au  commencement  de  l’année.  Alors  la  société 
ayant  été  dissoute,  chaque  associé  a retiré  4<>  pour  100  en 
sus  de  sa  mise.  On  demande  quel  était  le  montant  de  la  mise 
sociale  ? 

Désignons  par  x la  somme  cherchée.  Quand  on  a prélevé 
sur  cette  somme  45ooo  fr.  , il  reste  *— 45ooo.  Le  bénéfice  de 
la  première  année  étant  le  dixième  de  ce  reste,  le  capital 
social  est  devenu  à la  fin  de  cette  année , 


x — 45ooo  + 


x — 45ooo 


ou 


i ix  ■ 


495ooo  • 


10 


En  retranchant  de  cette  quantité  i5ooofr. , on  a pour  reste 
1 ix  — 645ooo 


10 


et  puisque  le  bénéfice  de  la  seconde  année  est  le  quart  de  ce 
reste,  on  a pour  la  valeur  du  capital , à la  fin  de  la  seconde 
année, 

55x  — 3225ooo 


1 ix  — 645ooo  , iu  — 645ooo 

iô  + 4Ô  ’ 


ou 


40 


En  retranchant  encore  de  cette  quantité  i5ooo  , on  a pour 
reste 

55x— 3825ooo 

4Ô  ; 

et  puisque  le  bénéfice  de  la  troisième  année  est  le  quart  de  ce 
reste , on  a pour  la  valeur  du  capital , à la  fin  de  la  troisième 
année, 

55* — 3825ooo  , 55a:  — 3825ooo  ^ 2q5x — 19125000 

— 4Ô  ■ ï6i  ' >°U  * 160 


Chaque  associé  retirant , à la  fin  de  la  troisième  année. 
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4o  p.  100  en  sus  de  sa  mise,  il  faut  que  le  capital  social  ait 
augmenté  de  40  p.  100.  Il  doit  donc  être  devenu  x -f-  Ai  x, 
ou  a?4-*x,  ou  plus  simplement  \x.  On  doit  donc  avoir 
l’équation 

275x — igiaSooo  7 

160  5 X' 

» 

On  chasse  les  dénominateurs  en  multipliant  les  deux  mem- 
bres par  32  ; il  vient  alors 


275a:  — 19126000  = 224^  ; 
et  de  là  on  conclut 


2.75a:  — 224X  = 19125000 
5tar  = 19126000 
igi25ooo 


375000. 


La  mise  totale  était  donc  376000  francs. 

On  vérifie  l’exactitude  de  cette  solution  comme  il  suit  : 

Lorsqu’on  a prélevé  4^000  fr.  sur  le  capital  primitif 
3760000  fr.  , il  reste  33oooo  fr.  Cette  somme  produisant  un 
bénéfice  qui  en  est  le  dixième  ou  33ooo  fr. , on  a pour  le 
capital , à la  fin  de  la  première  année  , 363ooo  fr.  En  préle- 
vant sur  cette  somme  i5ooo  fr. , il  reste  348000  fr.  Le  béné- 
fice de  la  seconde  année  étant  le  quart  de  ce  reste  bu 
87000  fr. , on  a pour  le  capital , à la  fin  de  la  seconde  année, 
435ooo  fr.  En  prélevant  sur  cette  somme  i5ooo  fr. , il  reste 
420000  fr.  Le  bénéfice  de  la  troisième  année  étant  le  quart 
de  ce  reste,  ou  io5ooo  fr.  / on  a pour  le  capital , à la  fin  de 
la  troisième  année,  525ooo  fr.  Ce  dernier  capital  surpasse 
la  mise  sociale  de  i5oooo  fr.  ; ce  qui  forme  un  bénéfice  de 
4o  p.  100,  comme  l’exige  l’énoncé. 

117.  3'  Problème.  Deux  vases  de  la  même  capacité  ont 
été  remplis  avec  des  mélanges  formés  de  deux  liquides  A 
et  B.  Le  premier  mélange  est  formé  de  60  parties  de  A et 
4o  parties  de  B.  Le  second  mélange  est  formé  de  20  parties 
de  À et  80  parties  de  B.  On  propose  de  partager  le  liquide 


Digitized  by  Google 


CHAPJTRE  TROISIÈME  g5 

contenu  dans  chaque  vase  en  deux  parties,  de  telle  sorte 
que  l'une  des  parties  du  premier  liquide  et  l’ une  des  parties 
du  second  puissent  former  un  mélange  qui  contienne  des 
quantités  égales  de  A.  et  de  B , et  que  les  parties  restantes 
puissent  former  un  autre  mélange  dans  lequel  les  liquides  A 
et  B se  trouvent  en  quantités  proportionnelles  aux  nombres 
3 et  <].  (On  suppose  que  les  deux  liquides  A et  B peuvent 
être  mélange's  dans  des  proportions  quelconques , sans  alté- 
ration  de  volume.  ) 

Désignons  par  x et  y les  nombres  des  parties  des  mélanges 
donnés  , qu’il  faudra  prendre  pour  former  un  troisième  mé- 
lange qui  contienne  les  liquides  A et  B en  quantités  égales. 
Le  nombre  des  parties  restantes  du  premier  mélange  sera 
100  — x , et  le  nombre  des  parties  restantes  du  second  mé- 
lange sera  100  — y. 

Puisque  le  premier  mélange  est  formé  de  60  parties  de  A 

et  4°  parties  de  B , les  x parties  de  ce  mélange  contiendront 

6ox  . , . /lox  . , _ 

parties  de  A et  - — parties  de  B. 

ioo  1 îoo  1 

Puisque  le  second  mélange  est  formé  de  20  parties  de  A 
et  de  80  parties  de  B , les  jr  parties  de  ce  mélange  contien- 
dront parties  de  A et  parties  de  B. 

100  r 100  r 

11  en  résulte  que  , dans  le  mélange  formé  en  réunissant 
les  x parties  du  premier  mélange  donné  et  les  jr  parties  du 

, ..  60*  2or  . , , 4o*  8or 

second , il  v aura — parties  de  A et  - 1-  — — 

100  100  r 100  100 

parties  de  B. 

On  devra  donc  avoir  l’équation 


6ox  20^  4ox  , 

100  100  100  ~ 


8oj 

100’ 


On  reconnaît,  par  des  raisonnements  semblables  à ceux 
qui  viennent  d’être  faits , que , pour  que  le  mélange  formé 
en  réunissant  les  portions  restantes  des  mélanges  donnés, 
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soit  tel  que  l’exige  l’énoncé , il  faut  que  l’on  ait  l’équation 

60(100 — x)  , 20(100— 3 ^p4°(,0° — x ) . 8o(  1 00 — 

— “■ *“X"  — “XI  “j"  — !• 

100  100  7 L 100  100  J 

En  supprimant  dans  la  première  équation  le  dénominateur 
qui  affecte  tous  les  termes , divisant  ensuite  chaque  terme 
par  20,  et  rassemblant  les  termes  en  x dans  le  premier 
membre  , et  les  termes  en  y dans  le  second , on  trouve  que 
cette  équation  se  réduit  à x = 3 y. 

Pour  réduire  la  seconde  équation  , on  remarque  d’abord 
que  l’on  peut  supprimer  le  dénominateur  100  qui  affecte 
tous  les  termes  ; en  divisant  ensuite  les  deux  membres  par  20  , 
l’équation  devient 

3(ioo — x)  + ioo  — y — i X [2(100  — x)  +4(t  00—  y)]. 

En  effectuant  les  calculs  indiqués  et  multipliant  les  deux 
membres  par  7 , il  vient 

2800  — 2ix  — 77"  = 1800  — 6x  — i2 y. 

Enfin,  en  transposant  les  ternies,  réduisant  et  divisant  les 
deux  membres  par  5,  on  obtient  l’équation  ci-dessous  : 

3x  — y — 200. 

En  remplaçant  dans  cette  équation  x par  3 'y  , on  par- 
vient à y = 25,  et  l’on  en  conclut  x=')5. 

Ainsi , pour  satisfaire  aux  conditions  du  problème,  il  faudra 
former  un  mélange  de  7 5 parties  du  premier  mélange  donné 
avec  25  parties  du  second,  et  un  autre  des  26  parties  restantes 
du  premier  mélange  donné  avec  les  'jS  parties  restantes  du 
second  ; ou  plus  simplement , il  faudra  prendre  les  trois 
quarts  du  premier  mélange  avec  le  quart  du  second , et  le 
quart  du  premier  avec  les  trois  quarts  du  second. 

On  vérifie  l’exactitude  de  cette  solution  comme  il  suit  : 

Le  premier  mélange  donné  contenant  60  parties  de  A et 
4o  parties  de  B , les  trois  quarts  de  ce  mélange  contien- 
dront 45  parties  de  A et  3o  de  B ; et  puisque  le  secoud  mé- 
lange contient  20  parties  de  A et  80  parties  de  B,  le  quart 
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de  ce  mélange  contiendra  5 parties  de  A et  20  parties  de  B. 
Ces  deux  portions  réunies  contiendront  donc  5o  parties  de  A 
et  5o  parties  de  B. 

D’un  autre  côté , le  quart  du  premier  mélange  contiendra 
i5 parties  de  A et  10  parties  de  B;  les  trois  quarts  du  se- 
cond mélange  contiendront  i5  parties  de  A et  60  parties  de  B. 
Ainsi,  en  réunissant  ces  deux  portions,  on  obtiendra  un  mé- 
lange qui  contiendra  3o  parties  de  A et  70  parties  de  B.  Les 
quantités  des  liquides  A et  B contenues  dans  ce  mélange  se- 
ront donc  proportionnelles  aux  nombres  3 et  7. 

H8.  4*  Problème.  Trois  joueurs  sont  convenus  qu’à  chaque 
partie  le  perdant  doublera  l'argent  des  deux  autres.  Après 
trois  parties , chacun  des  joueurs  en  ayant  perdu  une,  se  re- 
lire avec  120  fr.  On  demande  la  somme  que  chaque  joueur 
avait  en  se  mettant  au  jeu. 

Soit  x la  somme  qu’avait  le  joueur  qui  perd  la  1 '*  partie , 
y la  somme  qu’avait  le  joueur  qui  perd  la  2*  partie , z la 
somme  qu’avait  le  joueur  qui  perd  la  3*  partie. 

Après  la  première  partie,  le  t*r  joueur  a x—y—z  , le  2*  a 
2. y,  et  le  3e  a 2 z. 

Après  la  deuxième  partie,  le  î"-  joueur  a 22: — 2 y — 2 z;  le  2e  a 
iy—iz — [x—^y — z) , ce  qui  se  réduit  à 3y — z — x ; le  3*  a*4z. 

Après  la  troisième  partie,  le  1"  joueur  a 4X — 4 Y — 4zî  Ie  2* 
a 6y—2z — 2x  ; le  3*  a 4 « — (3 y — z — x) — (2x — 2 y — 2z) , ce  qui 
se  réduit  à 7 z — y — x. 

Puisque  après  cette  partie,  chacun  des  joueurs  doit  avoir 
1 20  francs , il  faudra  que  l’on  ait  les  trois  équations  : 

7 1 — y — x = 120, 

6y  — 2z  — 2x  = 120, 

4x  — 4Z  — 4r  = i2o. 

On  peut  diviser  les  deux  membres  de  la  seconde  équation 
par  2,  et  ceux  de  la  troisième  par  4-  Les  deux  équations 
deviennent,  par  cette  réduction, 

3 'y  — z — x = 60, 
x — z — y — 3o. 

2*  Edit.  n 
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En  les  ajoutant,  et  en  ajoutant  en  outre  la  dernière  arec 
l’équation  7*  — y — xn=  iso,  on  obtient  les  deux  équations 

oy  — 2 z = 90, 

6a  — ay  = i5o. 

On  peut  diviser  les  deux  ittembres  de  chacune  de  ces  équa- 
tions par  2 ; on  les  ramène  ainsi  aux  suivantes  : 

y — a = 45, 

3a  — y — 75. 

En  ajoutant  ces  deux  dernières  équations,  on  parvient  à 
z—  60.  La  substitution  de  la  valeur  de  z dans  l'équation 
y — a = 45»  donne  y = to5.  Enfin,  en  mettant  les  valeurs 
de  a et  de  y dans  l’équation  x — z — y = 3e , on  trouve 
ig5.  Ainsi,  au  commencement  de  la  première  partie, 
le  premier  joueur  avait  19 5 francs,  le  second  io5  francs,  et 
le  troisième  60  francs. 

Il  est  facile  de  s’assurer  que  ces  nombres  satisfont  aux 
conditions  de  l’énoncé. 

On  peut  résoudre  ce  problème  d’une  manière  plus  simple. 
Puisque  la  somme  totale  que  possèdent  les  trois  joueurs  est 
3 fois  120  fr. , ou  36o  fr.,  la  somme  qui  reste  à chaque  joueur 
après  la  partie  qu’il  a perdue , est  égale  à celle  qu’il  avait  au 
commencement  de  cette  partie,  diminuée  de  l’excès  de  36o  fr,, 
sur  la  même  somme.  Ainsi , après  la  t”  partie , le  1"  joueur 
a x — (36o — x)  ou  ix — 36o  ; le  2'  a ay,  et  le  3*  a 2X.  Après  la 
2'  partie  , le  1"  joueur  a fyc— *720  ; le  2*  a sy—  (36o— *aÿ) 
ou  4 y — 36o;  le  3'  a fat.  Après  la  3'  partie,  le  1"  joueur  a 
8x  — 1440  ; le  2e  a Sy  — 720  ; le  3'  a 4* — (36o  — 4Z)  ou 
8z — 36o.  En  égalant  ces  trois  quantités  à 120,  on  obtient 
trois  équations  qui  déterminent  immédiatement  les  trois  in- 
cennues  x,y,  z.  r\ 
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Énoncés  de  problèmes  à résoudre. 

I.  Un  père,  interrogé  sur  Vdgc  de  son  fils,  réponds 
mon  âge  est  triple  de  celai  de  mon  fils;  il  y a dix  ans , 
il  en  était  le  quintuple.  On  demande  l'Age  du  fils.  (Réponse  : 

20  ans.  ) ,A 

II.  Vingt  personnes  , hommes  et  femmes , mangent  dans 
une  auberge  ; Vècol  d'un  homme  est  de  8 sous,  celui  et  une 

' - 1.  femme  est  de  5 sous#  la  dépense  totale  est  fh  5S.  On  de-  /* 
mande  le  nombre  des  hommes  et  celui  des  femmes.  (Réponse  : 
i5  hommes  et  5 femmes.  ) 

% III.  Trouver  un  nombre  tel  que,  si  V on  y ajoute  sa  moi- 
tié , la  somme  surpasse  6o  d autant  que  le  nombre  lui-même 
est ‘au-dessous  de  65.  (Réponse:  5o.  ) 

IV:  Partager  32  en  deux  parties  telles  que,  si  l’on  divise  " 
l’une  de  ces  parties  par  6,  et  l’autre  par  5,  on  ait  deux 
quotients  dont  la  somme  soit  égale  à 6.  ( Les  deux  parties 
sont  12  et  20.  ) ,y 

V.  Deux  personnes  ont  un  égal  revenu;  la  première  épargne  ‘ 

chaque  année  le  cinquième  de  son  revenu  pet  la  seconde,  qui 
dépense  6oo  francs  par  an  de  plus  que  la  première , doit,  au 
bout  de  trois  ans , î i4o  francs.  Combien  ont-elles  de  revenu  ? 

( Réponse  : 1 1 oo  francs.  ) 

VI.  On  demandait  à une  fermière  le  nombre  de  Ses  pou- 

lets ; elle  répondit  s j’ai  vendu  la  moitié  de  ce  que  j’avais, 
plus  un;  j’en  ai  mangé  10,  et  il  m en  reste  encore  le  tiens 
de  ce  que  j’avais,  plus  7 poulets  ~.  Quel  était  le  nombre  des 
poulets?  (Réponse:  112.)  . ..  i 

VII.  Une  personne  a 100000  francs;  elle  place  une  par- 
tie de  cette  somme  à 5 °/„  et  Vautre  à 4 ; de  celte  ma- 

nière, elle  a un  revenu  de  4<>40  francs . Trouver  les  deux 
parties.  ( La  première  partie  est  64000  francs  et  la  seconde 
36ooo  francs.) 

VIII.  Hieron,  roi  de  Syracuse , avait  remis  à un  orfèvre 

y 
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io  livres  et  or  pour  faire  une  couronne  qu’il  voulait  offrir  à 
Jupiter.  Le  travail  étant  achevé,  la  couronne  se  trouva  du  poids 
de  io  livres  ; mais  le  roi , soupçonnant  que  V ouvrier  avait 
allié  de  F argent  à l’or,  consulta  Archim'ede.  Celui-ci , sa- 
chant que  l’or  perd  dansai’ eau  les  5?.  millièmes  dé  son  poids, 
et  que  l'argent  y perd  les  99  millièmes  de  son  poids,  dé- 
termina le  poids  de  la  couronne  plongée  dans  l’eau,  et 
trouva  qu’il  était  de  9 livres  6 oncès , cdsççti  lui  fil  recon- 
naître la  fraude.  On  demande-  combien  il’y  avait  de  livres 
de  chaque  métal  dans  la  couronne?  (Réponse  : 7 livres 
12  onces  -jÿ  d’or  , et  2 livres  3 onces  ^d’argent.  ) 

IX.  Deux  voilures  portent  des  charges  inégales.  Si  l’on 
ôtait  de  la  première  , pour  le  mettre  dans  la  seconde  , un 
tonneau  qui  pèse  3 quintaux , la  charge  de  la  seconde  serait  * 
double  de  celle  de  la  première  ; et  si  l’on  ôtait  de  la  se1 
conde  une  caisse  du  poids  de  5 quintaux , pour  la  millre 
dans  la  première , la  charge  de  celle-ci  serait  triple  de  celle 
de  Vautre.  On  demande  quelle  est  la  charge  de  chaque  voi *■ 
ture?  (Réponse  : la  charge  de  la  première  est  de  g quin-*- 
taux  5 , et  celle  de  la  seconde  est  de  9 quintaux  f.  ) 

X.  Deux  amis  ont  fait  en  commun  une  dépense  de  81  francs. 

Jl  manque  au  premier , pour  payer  cette  dépense,  les  | de 
l’argent  du  second,  et  il  manque  au  second  les  3 de  l’argent 
du  premier.  Combien  ont-ils  chacun  ? ( Réponse  : le  premier 
a 45  francs,  et  le  second  a 54  francs.  ) 

XI.  Une  personne  possède  un  capital  qu’elle  fait  valoir 

à un  certain  intérêt.  Une  autre  personne , qui  possède 
1 ooerô  fr.  de  plus  que  la  première , et  qui  fait  valoir  son 
capital  à 1 de  plus  p.  100,  a un  revenu  plus  grand  de  800  fr. 
Urre  troisième  personne  , qui  possède  i5ooo  fr.  de  plus  que 
la  première,  et  qui  fait  valoir  son  bien  à 2 de  plus  p.  100, 
a un  revenu  plus  grand  de  i5oo  fr.  On  demande  les  biens  des 
trois  personnes,  et  à quel  intérêt  chacune  fait  valoir  son 
bien?  (Réponse  : la  première  personne  possède  3 0000  fr., 
qu’elle  fait  valoir  à 4 P-  100.)  • 1 " 

XII.  Trois  billets , qui  valent  ensemble  2?gof,  ont  été 
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escomptés  on.  dehors  à 5 p.  ioo.  Le  premier  est  à 7 mois 
déchéance , le  deuxieme  à 5 mois,  le  troisième  à 4 mois.  On  a 
perdu  sur  le  premier  billet  autant  que  sur  les  deux  autres  en- 
semble , et  sur  le  deuxième  I f de  moins  que  le  tiers  de  ce  qu’on 
a perdu  sur  les  deux  autres  ensemble.  Trouver  la  valeur  de  cha- 
que billet.  (On  trouvera  pour  la  valeur  du  premier  billet  1 o8of , 
pour  celle  du  deuxième  720 *,  et  pour  celle  du  troisième  990'.) 

xyi.  On  a trois  lingots  du  poids  d’une  livre  chacun  ; 
le  premier  est  composé  de  12  onces  d'argent,  1 once  de  cuivre 
et  3 onces  d’étt^inj  le  deuxième  contient  1 once  d'argent,  12  de 
cuivre  et  3 d étain  ; enfin,  le  troisième  est  forjné  de  \\  onces 
de  cuivre  etzcT étain.  On  demande  quell^porti^il faut  prendre 
de  chacun  de  ces  lingots  pour  en  former  ur%  quatrième  qui 
contienne  4 onces  d’argent,  9 de  cuivre  et  3 d’étain.  (On  trou- 
vera qu'il  faut  prendre  les  du  premier  lingot,  les  ^ du 
deuxième,  et  zéro  du  troisième.) 

XIV.  Un  nombre  est  formé  de  quatre  chiffres  dont  la 
somme  est  1 1 ; le  chipe  des  dixaines  est  égal  à la  somme  des 
chiffres  des  centaines  et  des  mille  ; celui  des  mille  est  égal  à la 
somme  de  ceux  des  centaines  et  des  unités  ; et  quand  on  re- 
tranche de  ce  nombre  1 728 , on  obtient  pour  reste  le  nombre 
renversé.  Quel  est  ce  nombre  ? (Réponse  : 325i.) 

Observations  sur  la  résolution  des  problèmes,  — 
Interprétation  clés  valeurs  négatives. 

% 

119.  Quand  les  équations  qu’on  a tirées  de  l’énonce'  d’un 
problème  expriment  toutes  les  conditions  de  ce  problème, 
les  valeurs  des  inconnues  qui  vérifient  les  équations  con- 
viennent aussi  au  problème.  Mais  on  rencontre  quelquefois 
des  questions  dans  lesquelles  les  quantités  inconnues  sont 
assujetties  à des  conditions  qui  ne  peuvent  pas  être  expri- 
mées dans  les  équations  ; c’est  ce  qui  a lieu , par  exemple  , 
quand  les  valeurs  des  inconnues  doivent  être  des  nombres 
entiers , ou  quand  elles  doivent  être  renfermées  entre  cer» 
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taines  limites.  Alors , pour  que  le  problème  soit  possible,  il 
ne  suffit  plus  que  l’on  obtienne  pour  les  inconnues  des  valeurs 
qui  vérifient  les  équations,  il  faut  encore  que  ces  valeurs  sa- 
tisfassent à toutes  le»  autres  conditions  de  la  question. 

420-  Dans  un  grand  nombre  de  problèmes,  on  ne  peut 
admettre  pour  les  inconnues  que  des  valeurs  positives  ; de 
sorte  que,  si  l’on  en  trouve  de  négatives,  il  faut  n’en  pas 
tenir  compte.  Mais  il  suffit  souvent  de  changer  le  sens  de 
quelque  restriction  qu’on  a apportée  à l’énoncé  du  pro- 
blème , en  le  mettant  en  équation , ou  de  modifier  quel- 
qu’une des  condition»  comprises  dans  cet  énopce' , sans  chan- 
ger les  quanti  tps  données  , pour  que  les  inconnues  à l’égard 
desquelles  on  avait  trouvé  des  valeurs  négatives , admettent 
des  valeurs  positives  numériquement  égales  aux  premières. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  qu’en  résolvant  les  équa- 
tions d’un  problème , on  ait  trouvé , pour  une  inconnue  x , 
une  valeur  négative  — a.  Il  est  clair  fjue  par  la  substitution 
de  la  valeur  —a  à la  place  de  x,  dans  les  équations,  on 
a les  mêmes  résultats  que  si  l’on  remplaçait  d’abor 1 * par 
— x , et  que  l’on  substituât  ensuite  à la  place  de  x ta  va- 
leur -4-a.  Il  suit  delà  que,  lorsqu’on  a changé  x en  — x, 
les  nouvelles  équations  admettent  une  solution  dans  laquelle 
la  valeur  de  x est  + a.  Donc,  pour  que  le  problème  ad- 
mette pareillement  une  solution  dans  laquelle  la  valeur  de  x 
soit  positive  et  égale  à a,  il  suffit  de  modifier,  si  cela  est 
possible  , le  sens  de  quelques-unes  des  conditions  détermi- 
nées par  l’énoncé,  ou  le  sens  qu’on  a attribué  à celles 
de  ces  conditions  qui  pouvaient  être  diversement  interpré- 
tées, de  manière  que  toutes  ces  conditions  s’accordent  avec 
les  équations  qui  résultent  du  changement  de  x en  — x 
dans  les  équations  primitives. 

Nous  avons  déjà  donné  dans  le  n°  29,  un  exemple  par 
lequel  an  voit  comment  l’énoncé  d'un  problème  peut  donner 
lieu  à deux  suppositions  différentes  et  telles  que  l’on  passe 
de  l’uneà  l’autre  en  changeant  dans  l’équation  x en  —X 
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Pour  offrir  un  autre  exemple  de  l’interprétation  des  valeurs 
négatives , nous  prendrons  le  problème  suivant  : 

121.  On  a acheté  plusieurs  aunes  <t étoffe  pour  une  cer- 
taine somme ; si  l’on  avait  payé  Faune  i f de  plus , en  pre- 
nant 3 aunes  de  moins , on  aurait  dépensé  8f  de  plus  j et  si 
F on  avait  payé  l’aune  2f  de  moins , en  prenant  5 aunes 
de  plÿs , on  aurait  dépensé  25*  de  moins.  Combien  a-t-on 
acheté  d’aunes  , et  quel  était  le  prix  de  Faune  ? 

Nommons  x le  nombre  d’aunes  que  l’on  a achetées,  etjr 
le  prix  de  l’aune;  les  équations  du  problème  seront 

(»)•  • . (x—3)(y+i)æxy+8,  (a)  • • . (x+5) (y—2)=xjr—a5 . 

En  développant  les  calculs  indiqués,  et  retranchant,  dans 
chaque  équation , le  terme  xy  commun  aux  deux  membres, 
on  obtient  les  deux  équations  du  premier  degré 

x — 3j-=ii,  5y  — 2X=  — i5; 

et  la  résolution  de  ces  équations  donne  y=.  — 7,  *=— 10. 

Pou:  reconnaître  comment  on  peut  interpréter  ces  valeurs 
négatives,  on  remplace,  dans  les  équations  (1)  et  (2)  , 
x par  — x , et  y par  — y,  il  vient  alors 

(-x-  3)( — y +!)  = (-*)  X ( — y)  + 8 , 

(—  x + 5)( — y — 2)  = (—  x)  x (—  y)  — z5. 

Comme  on  peut  changer  les  signes  des  deux  facteurs  d’un 
produit,  sans  que  ce  produit  soit  altéré,  les  équations  qu’on 
vient  d’obtenir  peuvent  s’écrire  ainsi  : 

(*  + 3 )(y  — i)  = sy  + 8,  (x  — 5)(y  + 2)  =a  xy  — a5. 

On  voit  par  là  que  le  problème  proposé  admettrait  une  so- 
lution exprimée  parles  valeurs  positives  x 3=  10,  y =■  7, 
si  l’on  en  modifiait  l’énoncé  de  la  manière  suivante  : 

On  a acheté  plusieurs  aunes  d’étoffe  pour  un  certain  prix ; 
si  l’on  avait  payé  l’aune  if  de  moins,  en  prenant  3 aunes 
de  plus  , on  aurait  dépensé  8*  de  plus  ; et  si  l’on  avait  payé 
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l’aune  i1  de  plus  , en  prenant  5 aunes  de  moins , on  aurai < 
dépensé  9.5  francs  de  moins.  Combien  a-t-on  acheté  d’aunes 
et  quel  était  le  prix  de  l’aune  ? 

11  faut  bien  remarquer  que , dans  le  nouvel  énoncé , les 
nombres  donnés  sont  les  mêmes  que  dans  le  précédent  ; seu- 
lement on  prend  quelques-uns  de  ces  nombres  dans  une 
acception  opposée  à celle  qu’ils  avaient  d’abord,  en  regar- 
dant comme  dqs  diminutions  , par  rapport  aux  nombres 
cherchés,  ceux  qui  exprimaient  des  augmentations , et  vice 
versd. 

Des  cas  d impossibilité  et  d’indétermination  dans  les 
équations  du  premier  degré. 

122.  En  exposant  les  règles  qu’il  faut  suivre  pour  résoudre 
les  équations  du  premier  degré  à une  ou  plusieurs  inconnues, 
nous  avons  omis  de  parler  de  diverses  circonstances  dont 
nous  allons  maintenant  nous  occuper. 

123.  Considérons  l’équation  du  premier  degré  à une  in- 
connue 

,s  3(2x4- î)  c 3x4-2 2(3x — i) 

(,)  4 ^ 5 • 

En  chassant  les  dénominateurs,  développant  les  calculs  et 
transposant  les  termes , on  trouve 

l5(2X  -f  i)  — ioo  — 2(3x  -f-  2)  = 8(3x — i), 

3ox  -f-  i5  — ioo  — 6x  — 4 = 24x  — 8, 

3ox  — 6x  — 24x  = ioo  -f-  4 — i5  — 8, 
o = 8i. 

Le  dernier  résultat,  o = 8t , n’offrant  plus  qu’une  absur- 
dité , il  faut  en  conclure  que  l’équation  proposée  ne  peut 
être  vérifiée  par  aucune  valeur  de  x.  Cette  impossibilité 
peut  être  rendue  manifeste  dans  l'équation  proposée;  car 
eu  développant  les  calculs  indiqués  dans  chacuu  des  deux 
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membres,  on  trouve 

6r  , 3 3x  2 6*  a 

4 4 io  îo  5 5' 

En  réduisant  le  premier  membre , il  vient 

6 8g  6 a 

5 X ” 20  5*  5' 

On  voit  alors  que  les  deux  membres  ne  peuvent  jamais 
devenir  égaux,  quelque  valeur  que  l’on  attribue  à x. 

184.  Prenons  actuellement  l’équation 

, % 3(a*+ i)  (5*+3)  , *+i ,7 

(a)  — 4 g”  + 

En  faisant  les  mêmes  opérations  que  pour  l’équation  précé- 
dente , on  trouve 

i8x  + 9 — io*  — 6 -f-  4*  + 4 — ,xr  + 7 » 
i8x  — »o*  + 4*  — taxa  7 + 6 — g — 4» 
o a o. 

Le  dernier  résultat , o = o , n’offrant  plus  qu’une  identité, 
on  doit  en  conclure  que  l’équation  proposée  sera  toujonrs 
vérifiée , quelque  valeur  que  l’on  attribue  à x.  Cette  indé- 
termination devient  manifeste  dans  l’équation  proposée, 
lorsqu’on  réduit  le  premier  membre;  car  l’équation  devient 
alors  x + yj  = x + -pj.  Sous  cette  forme , on  voit  qu’elle 
est  vérifiée  pour  toute  valeur  de  x. 

133.  Lorsqu’une  équation  ne  peut  jamais  être  vérifiée , 
quelque  valeur  que  l’on  mette  à la  place  de  l’inconnue , on 
dit  qu’elle  est  impossible  y et  quand  une  équation  est  tou- 
jours vérifiée , quelles  que  soient  les  valeurs  que  l’on  mette 
à la  place  des  inconnues , on  dit  qu’elle  est  indéterminée. 
Ainsi,  l’équation  (i)  est  une  équation  impossible,  l’équa- 
tion (2)  est  une  équation  indéterminée  ; 011  dit  aussi  que 
l’équation  (2)  est  une  équation  identique. 
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I2G.  Soient  les  deux  équations 

(3)  laijc  — ïfôy  = t3o, 

(4)  187^?  — 2217-  = 340.  . 

En  multipliant  la  première  par  187  et  la  seconde  par  tai, 
on  trouve 

22627X  — 26741.7'  = a43io, 

22627a:  — 267417'  = 4Il4°‘ 

Comme  les  premiers  membres  de  ces  nouvelles  équations 
sont  les  mêmes , tandis  que  les  seconds  membres , qui  sont 
des  quantités  connues  , ont  des  valeurs  différentes , il  n’existe 
point  de  nombres  qui , mis  à la  place  de  x et  dej*,  puissent 
les  vérifier  toutes  les  deux  ; par  conséquent , le  système  des 
équations  (3)  et  (4)  n’admet  pas  de  solution. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  chacune  dçs  équations 
prise  séparément  est  possible,  et  peut  être  vérifiée  d’une 
infinité  de  manières.  Il  est  seulement  impossible  de  trouver 
une  solution  qui  convienne  à la  fois  aux  deux  équations. 
On  dit , par  cette  raison,  que  les  deux  équations  sont  in- 
compatibles ou  qu'elles  sont  contradictoires.  On  dit  aussi 
que  le  système  de  ces  équations  est  impossible. 

Si , au  lieu  d’effectuer  l’élimination  de  x par  réduction  , 
on  prend  la  valeur  de  x dans  la  première  équation  , et 
qu’on  la  substitue  ensuite  daus  la  seconde  , on  trouvera 
d’abord 

x i3o  4-  »43jr 

121  ’ 

et  la  seconde  équation  deviendra 

i3o  4-  i4 ,/ 

187  X — ■ — 22« J ==  34o  ; 

d’où 

187  X i3o  4-  *87  X — 121  X 221^  =c  34<>  X t2i . 

Transposant  les  termes  et  effectuant  les  calculs,  il  viendra 

267417'  — 26741.7"  = 4*  >4°  ~ 243io, 
o ==  i683o. 


V 
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On  voit  que,  de  celte  manière,  l’impossibilité  de  vérifier  le 
système  proposé  se  manifeste  par  une  équation  absurde, 
comme  dans  l’exemple  du  n°  125.  On  serait  également  parvenu 
à l’équation  absurde  o = i683o  , si  Ton  eût  retranché  Tune 
de  l’autre  les  deux  équations  qu’on  a obtenues  d’abord  en 
multipliant  l’équation  (3)  par  187  , et  l’équation  (4)  par  tai. 
Mais  cette  soustraction  est  sans  utilité  dès  qu’on  a reconnu 
l’incompatibilité  des  équations. 

127.  On  a un  exemple  de  deux  équations  dont  le  système 
est  indéterminé,  en  prenant  les  équations  suivantes  : 

I2I.T  — >4^7"  ,!°i 

187X  — 221 j — 170. 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  par  187, 
et  ceux  de  la  seconde  par  121,-*  on  parvient  à deux  équa- 
tions identiques.  11  suit  de  là  que , si  l’ilne  des  équations 
proposées  est  vérifiée,  l’autre  le  sera  pareillement.  Par 
conséquent,  l’ensemble  des  deux  équations  peut  seulement 
servir  à faite  connaître  la  valeur  de  l’une  des  inconnues 
x et  jr,  après  que  Ton  a attribué  une  valeur  arbitraire  à 
l'autre. 

Si , au  lieu  d’effectuer  l’élimination  de  x par  réduction , 
on  tire  la  valeur  de  x de  l'équation  121X — 1 43 y — no, 
et  qu’on  la  substitue  dans  187X  — 221^=170,  on  trouvé 
successivement  .1 


187  X 


110  -f-  i43 \y 


121 


— 221 y = 170, 


187  X 1437" — 1 2 1 X 2iy  3=  170  X >21  — 110  X 187, 
28741^  — 2674^  — 20570  — 20870, 

0 = 0. 


De  cette  manière,  l’indétermination  du  système  proposé 
s’annonce  T;ar  l’identité  0 = 0,  comme  dans  l’exemple  du 
n°  m. 
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188.  Prenons  les  équations  à trois  inconnues  : 

(5)  2x  -f-  jr  — 8*  = io, 

(6)  3x  — 7jr  -f  5*  = i4, 

(' j)  8x  — 3/  + = 35. 

En  éliminant  y entre  la  première  équation  et  chacune  des 

deux  autres , on  obtient  les  deux  équations  à deux  inconnues 

•JX  HZ  — 34,  i4*  — 22 Z — 65. 

Ces  équations  sont  incompatibles , car  le  premier  membre 
de  la  dernière  est  double  de  ’jx  — iiz , et  le  second 
membre  65  est  différent  du  double  de  34-  11  suit  de  là 
que  le  système  proposé  n’admet  aucune  solution. 

Dans  cet  exemple , il  n’y  a d’incompatibilité  ni  entre  les 
équations  (5)  et  (6) , ni  entre  les  équations  (5)  et  (7) , ni 
même  entre  les  équations  (6)  et  (7)  ; et  ces  équations  , prises 
deux  à deux , admettraient  une  infinité  de  solutions  com- 
munes ; mais  l’une  d’elles  est  incompatible  avec  le  système 
des  deux  autres.  Cette  incompatibilité  vient  de  ce  que  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (7)  est  la  somme  du  premier 
membre  de  l’équation  (5),  et  de  deux  fois  le  premier  membre 
de  l’équation  (6) , tandis  qtie  le  second  membre  de  l’équa- 
tion (7)  a une  valeur  différente  de  celle  qu’on  obtient  en 
ajoutant  au  second  membre  de  l’équation  (5)  deux  fois  le 
second  membre  de  l’équation  (6). 

199.  Prenons  maintenant  les  équations 

2X  4-  J — 8z  z=  10, 

3x  — 7jr  4-  5z  = 14, 

8x  — 3jr  4-  2z  = 38. 

En  éliminant  y entre  la  première  équation  et  chacune  des 
deux  autres , on  obtient  les  deux  équations  à deux  inconnues 

7X  — nx  = 34,  J 4*  — 22*  = 68. 

Ces  deux  équations  sont  identiques  ; car  on  obtietat  la  seconde 
eu  multipliant  tous  les  termes  de  la  première  par  2.  Il  résulte 
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de  là  que  le  système  proposé  admet  une  infinité  de  solutions. 
Pour  obtenir  une  de  ces  solutions , il  faudrait  donner  une 
valeur  arbitraire  à l’une  des  inconnues.  Si  l’on  choisissait 
arbitrairement  la  valeur  de  z , par  exemple,  l’équation 
*]x  — 1 1*=  34  ferait  connaître  la  valeur  correspondante  de x, 
et  la  valeur  dey  se  tirerait  ensuite  de  l’une  des  équations 
proposées.  On  peut  aussi  exprimer  deux  des  inconnues  en 
fonction  de  la  troisième;  l’équation  •jx— • 112=  34  donne 


x 


34+  11  z 


et  par  la  substitution  de  cette  valeur  de  x dans  l’équation 
ax  -f-  y — 8z  ==  10  , on  trouve 

2 4-  34* 

y — — • 


Au  moyen  de  ces  deux  formules , on  trouve  immédiatement 
les  valeurs  de  x et  dey  qui  conviennent  au  système  proposé, 
quand  on  a attribué  à z une  valeur  arbitraire. 

Dans  cet  exemple,  l’une  des  équations  est  une  conséquence 
des  deux  autres  ; car  la  troisième  équation  peut  être  formée  en 
ajoutant  respectivement  aux  deux  membres  de  la  première 
les  deux  membres  de  la  seconde  multipliés  par  2. 

S’il  arrivait  qu’en  traitant  une  question  à trois  inconnues 
on  fût  conduit  à trois  équations  équivalentes,  on  pourrait 
donner  des  valeurs  arbitraires  à deux  des  inconnues,  et  l’on 
trouverait , pour  la  troisième  inconnue , une  valeur  qui , 
jointe  à celles  qu’on  aurait  d’abord  choisies  arbitrairement, 
formerait  une  solution  de  la  question. 

150.  Soient  encore  les  trois  équations 


3x  — ajr  5z  = 1 4 » 
6x  — [y  — 3z  = i5, 
<pr  — — 72  = 20. 


En  éliminant  y entre  la  première  équation  et  chacune  des 
deux  autres,  on  obtient  les  deux  équations  équivalentes 
i3z=  i3,  222=  22 , qui  donnent  z = 1 . Pour  satisfaire  aux 
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équations  proposées,  on  pourra  joindre  à la  valeur  z=  ■ , une 
valeur  arbitraire  de  l’une  des  inconnues  x et^;  et  l’on  ob- 
tiendra la  valeur  de  l’autre  inconnue  par  la  première  équa- 
tion qui  devient  3x — ?y=  9. 

Dans  cet  exemple , il  n’y  a aucune  des  équations  qui  soit 
une  conséquence  de  l’une  des  deux  autres , ou  de  leur  com- 
binaison , cependant  le  système  est  indéterminé.  Cette  cir- 
constance tient  à ce  que  pour  la  valeur  z = t , chacune  des 
trois  équations  se  réduit  à 3x  — iy  = 9. 

151.  Prenons  pour  dernier  exemple  les  quatre  équations 

3x  — ny  -f-  5z  = 8. 
zx  — y -f-  t — 3, 

5 z — x — - it  = 2, 
toz  — y — 3t  = 5. 

En  éliminant  y entre  la  première  équation  et  la  seconde , 
011  trouve  précisément  la  troisième  équation  ; d’où  il  suit  que 
le  système  îles  équations  proposées  n’offre  en  réalité  que  trois 
équations  distinctes , savoir  : 

2x—y  + t = 3,  5z  — x — 2/  = 2 , ioz  — y ~3t  = 5. 

En  éliminant  y entre  la  première  et  la  dernière,  il  vient 
toz  — 2r — 4 1 = *-  Or  cette  équatioti  est  évidemment  in- 
compatible avec  l’équation  Sz  — x — a<  = 2.  Le  système  pro- 
posé est  donc  impossible. 

152.  Par  les  remarques  que  nous  venons  de  faire  , et 
les  exemples  que  nous  avons  donnés,  on  voit  que  pour  un 
système  de  m équations  du  premier  degré  à m inconnues  ( m 
désignant  un  nombre  entier  quelconque),  les  procédés  d’éli- 
mination peuvent  présenter  trois  cas  : 

Ou  bien  on  pourra , par  ces  procédés , transformer  le 
système  proposé  en  une  suite  d’autres  systèmes  équivalents, 
jusqu’à  ce  que  l’on  parvienne  à un  système  tel  que  la  dernière 
équation  fournisse  la  valeur  d’une  inconnue,  et  que  les  autres 
équations,  en  remontant  de  la  dernière  à la  première,  dé- 
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terminent  successivement  les  valeurs  des  autres  inconnues. 
Dans  ce  cas  , l’ensemble  des  équations  données  admettra  une 
solution  qui  se  formera  de  l'ensemble  des  valeurs  qu’on  aura 
trouvées  pour  les  inconnues , et  il  n’en  admettra  pas  d’autre. 

Ou  bien  on  parviendra,  dans  le  cours  des  calculs,  à une 
condition  absurde,  ou  à des  équations  manifestement  contra- 
dictoires. Dans  ce  cas , le  système  proposé  sera  impossible. 

Ou  bien  enfin  on  parviendra  à des  équations  qui  n’offriront 
plus  que  des  identités,  ou  à un  système  dans  lequel  plusieurs 
équations  exprimeront  des  conditions  identiques.  Dans  ce 
cas  on  pourra  généralement  obtenir,  pour  une  partie  des 
inconnues  , des  valeurs  exprimées  en  fonction  des  autres  in- 
connues ; et  en  donnant  à celles-ci  des  valeurs  arbitraires,  on 
trouvera  pour  les  premières  des  valeurs  correspondantes } de 
sorte  que  le  système  proposé  admettra  une  infinité  de  solu- 
tions. Cependant  il  faut  encore  remarquer  i°.  que  Ton  pourra 
trouver  pour  quelques  inconnues  des  valeurs  déterminées , 
comme  on  Ta  vu  par  l’exemple  du  n°  150  ■ 2°  qu’il  pourra 
se  faire  que  les  calculs  nécessaires  pour  évaluer  une  partie  des 
inconnues  en  fonction  des  autres,  conduisent  à des  condi- 
tions absurdes , comme  on  Ta  vu  dans  le  dernier  exemple. 

Il  est  évident  que  les  trois  cas  qui  viennent  d’être  ex- 
posés sont  les  seuls  qui  puissent  se  présenter. 

135.  Le  cas  où  Ton  proposerait  à priori  un  système  d’é- 
quations dans  lequel  le  nombre  des  inconnues  surpasserait 
celui  des  équations , donnerait  lieu  à des  observations  sem- 
blables à celles  que  nous  venons  de  faire  sur  les  cas  d’indé- 
termination. 

Si , au  contraire  , le  nombre  des  équations  surpassait  celui 
des  inconnues , on  considérerait  d’abord  une  partie  de  ces 
équations  en  même  nombre  que  les  inconnues:  et  Ton  en 
déduirait  généralement  un  système  unique  de  valeurs  pour 
toutes  les  inconnues  ; il  faudrait  ensuite  examiner  si  ces  va- 
leurs vérifient  les  équations  restantes  ; et , si  cela  n’avait  pas 
lieu , le  système  proposé  serait  impossible. 

A 
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CHAPITRE  QUATRIÈME. 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DU  PREMIER  DECRÉ.  DISCUSSION 
DES  FORMULES.  EXPRESSIONS  INFINIES  ET  INDÉTERMINÉES.  PRINCIPES 
SUR  LES  INÉGALITÉS. 


Resolution  des  équations  générales  du  premier  degré. 
Réglés  relatives  à la  composition  des  formulés. 

t 

IS4.  On  dit  que  des  e'quations  du  premier  degre'  à plu- 
sieurs inconnues  sont  générales , lorsque  chaque  équation 
1 enferme  toutes  les  inconnues  et  un  terme  indépendant  des 
inconnues , chacun  des  coefficients  et  le  terme  indépendant 
des  inconnues  étant  exprimé  par  une  lettre.  Pour  éviter  la 
confusion  qui  résulterait  d’un  trop  grand  nombre  de  lettres 
différentes  dans  un  système  d’équations  générales,  on  emploie 
des  lettres  affectées  d’un  ou  de  plusieurs  accents.  Ainsi,  le 
coefficient  d’une  inconnue  dans  l’une  des  équations  étant  re- 
présenté par  la  lettre  a,  on  représente  les  coefficients  de  la 
même  inconnue  dans  les  autres  équations  par  les  lettres  ac- 
centuées a , a , n",  etc.,  qu’on  prononce  a prime , a se- 
conde , a tierce,  etc. 

15#.  Soient  les  deux  équations  générales 

(0  ax  + bjr  =3  c> 

(2)  a'x  -f-  U y = c'. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  la  première  équation 
par  b’  , ceux  de  la  seconde  par  b , et  retranchant  ensuite  les 
deux  équations  l’une  de  l’autre,  on  trouve 

(3)  (ab’  — ba')x  = cb'  — bc'  ; 
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d’où  l’on  tire 


(4) 


_ cb’  — bc 
ah  — bà  ’ 


1 13 


On  déterminera  la  valeur  de  y en  substituant  la  valeur  dex 
dans  l’une  des  équations  (i)  et  (2) , ou  en  faisant  des  calculs 
analogues  à ceux  que  l’on  a faits  pour  obtenir  la  valeur  de  x. 
On  trouve  ainsi  ^ 


(5) 


ac'  — ca 

ab'  — bS' 


On  voit  aussi  par  la  forme  des  équations  que  l’on  peut 
déduire  la  valeur  de  y de  celle  de  x,  en  remplaçant  a et  o'  par 
b et  b’ , et  réciproquement  ; en  effectuant  ces  changements,  on 

trouve  d’abord  y r=  et  si  l’on  change  les  signes 

des  deux  termes  de  la  fraction  on  retrouve  la  formule  (5). 

Si  l’on  veut  appliquer  les  formules  (4)  et  (5)  aux  équations 
numériques 

5*  — 3y  — 1 4 , Sx  — i5/  = 2, 

il  faudra  faire  dans  ces  formules  a — 5,  b-=  — 3,c=t4* 
a —8,  b'  — — i5,  c‘  — 2 ; on  trouvera  ainsi  x = 4>  Jr=  2. 
Oes  valeurs  sont  en  effet  celles  que  l’on  obtient  en  résolvant 
directement  les  équations  proposées. 

136.  Considérons  maintenant  les  trois  équations 

(6)  ax  + by  + cz  = d, 

(7)  a'x  + b' j -f  c'z  = d , 

(8)  a* x-$-  h" y -(-  c'z  = d". 

La  méthode  d’élimination  que  nous  venons  d’employer 
s’appliquerait  également  à la  résolution  de  ces  trois  équations  ; 
mais  les  calculs  sont  plus  simples  par  le  procédé  suivant. 

Les  équations  (6)  et  (7)  peuvent  s’écrire  comme  il  suit  : 

ax  -f*  bjr  = d — cz, 
a' x 4-  b' y = d'  — c'z , 

En  regardant  alors  z comme  une  quantité  connue , on  voit  que 
2*  Édit.  8 
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pour  obtenir  les  valeurs  cU  x et  de  y,  il  suffit  de  remplacer 
dans  les  formules  (4)  et  (5; , c et  c par  d — ex  et  et  — c'z  ; oa 
trouve  de  cette  manière 

( d — cz)b'  — ( d' — c'z)b  {et — cz)a — {d — cz)ar 

x ~ ab'  — bd  ’ y ~ ab‘  — bd  ’ 

ou  bien 

db' — bd-\-{bc — cb')z  . ad1 — da'-\-{cet' — ac')z 

(9)  *= ab,  _Ta, , (.o)  4= -âfÿ-ZTbZ • 

En  substituant  les  dernières  valeurs  de  x et  y dans  l’équation 
a"x  b" y 4 c"z  = d",  et  réduisant , on  obtient  l’équation 

(n)  Dx  = N, 

en  posant  pour  abréger 

D = ab'c " — ae'b'  -j-  cab’  — bac"  + bc'a"  — cb’a " , 

N = ab'd"  — ad!  b"  + dàb"  — bad"  -f-  b et  a"  — db’a". 

L’équation  (u)  donne  immédiatement  la  valeur  de  x , et 
l’on  obtiendra  les  valeurs  des  deux  autres  inconnues  x etj', 
en  substituant  celle  de  z dans  les  équations  (9)  et  ^10).  On 
trouve  ainsi  les  trois  formules  qui  suivent  : 


(4)  x 

(5)  jr 

(6)  z 


db'c " — de  b"  + cd'b"  — b etc"  + bed"  — cb'd" 

ab'c " — acb"  -f-  cab"  — ba'c“  + bc'a"  — cb'a " ’ 

act  c"  — ae'd"  -f-  caef  — da'c"  -f-  de  a"  — cet  a" 

ab'c"  — acb"  -f-  cab"  — betc"  -f-  bc'a"  — cb'a"  ’ 

ab'd"  — ad! b"  4-  da'b"  — ba'd"  4-  bd' a"  — db'a" 


ab'c"  — ad  b"  4-  cab" 


ba’c"  4- 


O11  doit  aussi  remarquer  qu’il  suffit  de  connaître  la  valeur 
de  l’une  des  inconnues  pour  avoir  immédiatement  les  valeurs 
des  deux  autres  ; car  d’après  la  forme  des  équations , on  peut 
obtenir  la  valeur  de  x en  remplaçant  dans  celle  de  x la 
lettre  c par  a , et  réciproquement , sans  rien  changer  aux  ac- 
cents. On  obtiendrait  pareillement  la  valeur  de  y en  rempla- 
çant dans  celle  de  z la  lettre  c par  b,  et  réciproquement. 
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437.  Ou  peut  encore  employer,  pour  résoudre  les  équations 
générales  dont  nous  venons  de  nous  occuper  , le  procédé  sui- 
vant qui  a été  donné  par  Bezout. 

Reprenons  d’abord  les  équations  générales  à deux  incon- 
nues 

ax  -f - by  = c , a'x  -f-  b' y = c. 

On  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  équation  par 
une  quantité  indéterminée  m,  ce  qui  donne  maj+m4/=mc. 
On  retranche  des  deux  membres  de  cette  nouvelle  équation 
ceux  de  l’équation  a'x  -J-  b'y  = c ; on  obtient  ainsi  l'équa- 
tion suivante  : 

(am  — a')x  -f-  ( bm  — b')y  — cm  — c'. 

Les  valeurs  de  x et  de  y se  déduisent  de  cette  dernière  équa- 
tion , en  disposant  de  l’indéterminée  m de  manière  que  le 
coefficient  de  l’inconnue  qu’on  veut  éliminer  se  réduise  à 
zéro.  Ainsi,  pour  trouvera:,  on  fait  disparaître  y en  posant 

bm  — b'  = o,  d’où  m = Cette  valeur  de  m étant  substituée 

b 

dans  l’équation  (am — a')x=cm  — c',  on  trouve 


ou,  en  chassant  les  dénominateurs, 

(ab’  — ba’)x  = cb'  — bc\ 

La  dernière  équation  donne  pour  x la  valeur  qu’on  a trouvée 
précédemment.  On  obtiendrait  la  valeur  de  y par  un  calcul 
analogue. 

Reprenons  aussi  les  équations  générales  à trois  inconnues 

ax-\-by  4-cz  = rf,  a'x-\~b’y-^-c  z~<t , a"x-f-  by-}-c''z~  <f . 

On  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  équation  par 
une  quantité  indéterminée  m,  ceux  de  la  seconde  par  une 
autre  quantité  indéterminée  n ; on  ajoute  les  deux  équations 

8.. 
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résultantes,  et  l’on  en  retranche  la  troisième  e'quation 
ax  -f-  b\y  -\-c”z^=.d"  ; on  obtient  ainsi  l’équation  suivante: 

(am+a'n— a’)x+(bm  + b'n—  b“)y-Y(cm+c' n— c")z=dm+d'n—  d" 

La  ■ valeur  de  chacune  des  inconnues  x,j,  z se  déduit  de 
cette  dernière  équation  , en  disposant  des  indéterminées  m 
et  i\  de  manière  que  les  coefficients  des  deux  autres  inconnues 
deviennent  nuis,  Ainsi  pour  obtenir  la  valeur  de  z,  on  pose 
les  deux  équations 

am  -f-  aln  — a"  — o,  bm  -f-  b'n  — b"  = o. 

Les  valeurs  des  indéterminées  m et  n sont  alors  données 
par  les  formules  relatives  aux  équations  générales  à deux  in- 
connues dont  nous  venons  de  nous  occuper,  en  observant 
qu  on  doit  remplacer  dans  ces  formules  Jes  inconnues  x et  y 
par  m et  n , les  quantités  connues  a,  b,  c , par  a,  a' , a"  , et 
q',  b' , ç' , par  6*  b',  b’  ; de  sorte  que  l’on  a 

m = a*U  ~ b"a'  _ ab"  — W 
ab'  — ba'  ’ " ab  — ba'' 

Il  faut  substituer  ces  valeurs  de  m et  u dans  l'équation 
(cm  -f  c'n  — c")z  = dm  -f  d'n  — d", 
ce  qui  donne 


a"  b'— b"  a' 
C ab' — bu 


ab"—ba" 
ab'  — b a' 


«'b'-b"o' 

ab'—bJ~+cr 


ab"  —b  a" 
ab’—ba 


Eu  chassant  les  dénominateurs,  on  parvient  à lequation  que 
nous  avons  représentée  dans  le  n°  136  par  Ds  = N,  et  l’on  en 
déduit  immédiatement  la  valeur  de  z.  On  obtiendrait  la  valeur 
de  chacune  des  deux  autres  inconnues  par  un  calcul  analogue. 


138.  En  examinant  attentivement  les  formules  qui  expri- 
ment les  valeurs  des  inconnues  dans  les  équations  générales 
que  nous  venons  de  considérer , on  y découvre  une  loi  remar- 
quable.qui  permet  de  les  retrouver  sans  aucun  calcul. 
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Pour  les  équations  à deux  inconnues  ( n°  153  ) , le  dénomi- 
nateur commun  des  valeurs  de  x et  de  y est  formé  des  deux 
permutations  (*)  al/,  la,  séparées  par  le  signe  — , et  dans  cha- 
cune desquelles  la  seconde  lettre  est  affectée  d’un  accent.  Le 
numérateur  cb'  — bd  de  la  valeur  de  x , se  déduit  du  déno- 
minateur ab'  — bai  eD  remplaçant  les  coefficients  a,  ai  par  les 
termes  connus  c , c'  ; le  numérateur  de  j"  s’obtient  d’une  ma- 
nière semblable,  en  remplaçant  dans  le  dénominateur  b et  b 
par  c et  c'. 

Pour  les  équations  à trois  inconnues  (n°  136)  , on  prend  les 
deux  permutations  -f-ab  et — ba , formées  avec  lcscoefficiens  a 
et  b des  inconnues  x et  y dans  la  première  équation  ; on 
introduit  successivement,  dans  chacune  de  ces  permuta- 
tions, la  lettrée,  qui  est  le  coefficient  de  la  troisième  in- 
connue z , en  mettant  cette  lettre  à la  troisième  place  , purs 
à la  seconde,  et  enfin  à la  première.  Lorsqu’on  met  la  lettre  c 
à la  troisième  place,  on  conserve  le  signe  qu’avait  la  permu- 
tation de  deux  lettres,  et  chaque  fois  qu’on  fait  avancer  la 
lettre  c d’un  rang , on  change  le  signe.  On  affecte  ensuite, 
dans  chacune  des  nouvelles  permutations  , la  seconde  lettre 
d’un  accent , et  la  troisième  lettre  de  deux  accents.  On  ob- 
tient ainsi  le  dénominateur  commun 

ab’c”  — ac' b”  + cdb"  — ba'c"  + bd  a"  - cb'a". 

Les  numérateurs  des  valeurs  des  incoiiuues  se  déduisent  du 
dénominateur , en  remplaçant  les  coefficients  de  l’inconnue 
qu’on  veut  trouver  par  les  termes  connus  d,  tf , d" . 

On  peut  s’assurer  en  résolvant  les  équations  générales  du  pre- 
mier degré  à quatre  inconnues,  que  les  valeurs  des  inconnues  se 
forment  encore  suivant  les  mêmes  régies  ; si  l’ou  désigne  par  d , 
tf , d',  d".  les  coefficients  de  la  quatrième  inconnue  dans  les 
quatre  équations,  on  trouve  par  ce  moyen  que  le  dénomi- 


(")  Les  permutations  de  plusieurs  lettres  sont  les  difli  rems  résultats  qn’ot» 
obtient  ijuiind  on  <îccil  ces  lettres  les  unes  b I.t  suite  des  initie»  de  lotit  * tes 
jitiiini  res  possibles. 
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nalcur  commun  est 

db'c'd • — ab'd'c"  + adb'c*  — da'b"c * 

— ac'b'd"  + ac'd'b"  — adc'b"  + da'c'b" 

+ cdb"d"  — ca'd"b"  4-  cdab"  — dddb" 

— ba'dd * 4-  ba'd\m  — bda"cm  4-  db'a'c" 

4-  bca'd"  — bc'd'd ' 4-  bd' c'a"  — db'd'a" 

— cb'a'd*  4-  cb'd'a"  — cd'b'a * 4-  de' b" a". 

Les  nume'rateurs  se  forment  encore  en  remplaçant  dans  le 
dénominateur  les  coefficients  de  l’inconnue  qu’on  veut  trouver 
par  les  termes  connus. 

La  loi  que  suivent  les  valeurs  des  inconnues  dans  les  équa- 
tions du  premier  degré  a été  démontrée  d’une  manière  géné- 
rale par  Laplace  , dans  les  Mémoires  de  V Académie  des 
Sciences,  année  177a.  On  trouvera  cette  démonstration  dans 
les  Leçons  d’ Algèbre  de  M.  Lefébure  de  Fourcy,  où  elle  a 
été  présentée  avec  d’heureuses  modifications. 

Discussion  des  formules  données  par  les  équations 
générales  du  premier  degré. 

139.  Nous  avons  montré  à la  fin  du  chapitre  précédent , 
comment  la  résolution  d’un  système  d’équations  numériques, 
au  lieu  de  fournir  pour  les  inconnues  des  valeurs  détermiuées , 
peut  conduire  à des  équations  par  lesquelles  on  connaît  que  le 
système  primitif  est  impossible  ou  qu’il  est  indéterminé.  Nous 
devons  actuellement  examiner  si  les  formules  que  nous  avons 
déduites  des  équations  générales  donnent,  pour  toutes  les 
suppositions  que  l’on  peut  établir  sur  les  quantités  connues, 
des  indications  conformes  à celles  que  l’on  trouverait  en 
résolvant  directement  les  équations  résultantes  de  ces  suppo- 
sitions. 

On  a déjà  vu  , dans  le  chapitre  premier  , comment  les  for- 
mules algébriques  peuvent  indiquer  l’impossibilité  ou  l’in- 
détermination. En  mettant  dans  une  formule  des  données  pour 
lesquel'es  l’équation  d’où  la  formule  avait  été  tirée  devenait 
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impossible,  on  a trouvé  pour  l’inconnue  le  symbole  — ; et  en 

mettant  dans  la  formule  des  données  qui  rendaient  l’équation 
indéterminée,  on  a trouvé  pour  l’inconnue  le  symbole  f. 
Nous  avons  d’ailleurs  montré  que  le  premier  symbole  est  par- 
faitement approprié  aux  cas  d’impossibilité,  et  que  le  second 
l’est  pareillement  aux  cas  d’indétermination.  Il  est  donc  na- 
turel de  penser  qu’au  moyen  de  ces  symboles,  les  formules 
embrasseront  toutes  les  circonstances  qui  peuvent  se  présenter 
quand  on  établit  des  suppositions  particulières  sur  les  don- 
nées. Cependant  il  faut  remarquer  que  , lorsque  ces  suppo- 
sitions sont  telles  que  les  équations  qui  en  résultent  offrent 
les  particularités  qui  se  sont  présentées  dans  les  derniers  exem- 
ples du  chapitre  précédent  (pages  io4  et  suivantes),  on  ne 
peut  plus  affirmer  avec  une  entière  certitude  que  les  formules 
devront  encore  conduire  aux  mêmes  conséquences  que  les 
équations  particulières  produites  par  ces  suppositions,  puisqu’il 
ne  serait  plus  possible  d’appliquer  à celles-ci  des  calculs  sem- 
blables à ceux  qu’il  est  nécessaire  d’exécuter  sur  les  équations 
générales  pour  parvenir  aux  formules. 

D’ailleurs,  en  réfléchissant  qu’il  se  présente  des  cas  où 
quelques  inconnues  sont  déterminées  et  les  autres  indéter- 
minées (n°  130),  et  qu’il  s’en  présente  d’autres  où  le  système 
des  équations  est  indéterminé  quoiqu’il  renferme  des  condi- 
tions identiques  (n°  131) , on  sentira  qu’on  ne  peut  apprécier  à 
l’avance  la  forme  que  les  formules  devront  affecter  dans  ces  cas. 

C’est  donc  une  question  qui  n’est  pas  sans  importance  que 
de  rechercher  s’il  est  toujours  indifférent  d’introduire  des 
suppositions  dans  des  formules,  ou  de  faire  les  suppositions 
dans  les  équations  dont  les  formules  ont  été  tirées,  et  de  les 
résoudre  ensuite  directement.  Cette  recherche  constitue  ce 
que  l’on  nomme  la  discussion  des  formules. 

Nous  allons  nous  occuper  de  la  discussion  des  formules 
relatives  aux  équations  littérales  du  premier  degré. 

140.  Considérons  d’abord  l’équation  générale  du  premier 

\ 
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degré  à une  seule  inconnue  qu’on  peut  présenter  sous  la 

forme 

(i)  Ax  = B, , 

• 

A et  B désignant  des  expressions  littérales  qui  ne  renferment 
que  des  quantités  connues , et  qui  ne  contiennent  pas  de 
dénominateurs.  On  tire  de  cette  équation 


Il  est  clair  que , lorsque  le  dénominateur  A n’est  pas  zéro , 
les  équations  (i)  et  (2)  sont  toujours  équivalentes. 

Lorsque  A devient  nul , B prenant  une  valeur  b différente 

b ***’ 

de  zéro,  la  formule  (2)  donne  pour  x le  symbole  -,  D’un 

autre  côté  , en  introduisant  ces  suppositions  dans  l’équation , 
on  voit  qu’elle  devient  impossible , puisqu’elle  se  change  dans 
la  suivante  o X,  x ==  b. 

Quand  A et  B deviennent  nuis , la  formule.  (2)  donne 
pour  x le  symbole  f . D’un  autre  côté , en  introduisant  ces 
suppositions  dans  l’équation  (1)  on  reconnaît  qu’elle  est  in- 
déterminée , car  elle  se  réduit  à oX*  = o. 

On  voit  donc  que , dans  toutes  les  suppositions  que  l’on 
peut  établir  sur  les  quantités  connues,  la  formule  (2)  et 
l’équation  (1)  conduisent  toujours  aux  mêmes  conséquences. 


141.  Considérons  maintenant  les  équations  générales  du 
premier  degré  à deux  inconnues 

(3)  ax  +byz=z.c,  (4)  ax  -f  b'j  = d , 
d’où  l'on  tire  ces  formules 


(5)  x 


cb'  — bc' 
ab'  — ba'  ’ 


(6) 


/ ! 
ne  — ca 

" ab'  — ba‘ 


En  se  reportant  aux  calculs  qui  ont  etc  expliques  dans  le 
n"  138,  on  voit  que  quelles  que  soient  les  suppositions  que 
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l’on  établira  sur  les  quantités  a,  b,  c,  a',  b' , c , si  elles  ne 
réduisent  pas  à zéro  le  dénominateur  commun  ab  — ho' , 
on  pourra  toujours  repasser  par  les  mêmes  calculs , après 
avoir  introduit  ces  suppositions  dans  les  équations.  Ainsi, 
dans  ce  cas,  les  valeurs  des  inconnues  données  par  les  for- 
mules seront  nécessairement  les  mêmes  que  celles  qu’on  tire- 
rait des  équations. 

Supposons  que  Ton  ait  ab' — ba  = o,  les  quantités  cb' — bc' 
et  ac'  — ca'  étant  différentes  de  zéro , les  formules  donneront 
pour  chaque  inconnue  le  symbole  de  l’infini.  Il  est  facile  de 
voir  que , dans  ce  cas,  les  deux  équations  sont  incompatibles  ; 
car  en  multipliant  les  deux  membres  de  l’éqnation  (3)  par 
b\  et  ceux  de  l’équation  (4)  par  b , on  ramène  les  deux  équa- 
tions à celles-ci  : 

ab' x -j-  bb'jr  = cb’ , a'bx  -J-  bb'jr  = bc  ; 


or,  puisque  l’on  a ab  — ba'—o,  d’où  ab'=ba',  les  premiers 
membres  de  ces  deux  dernières  équations  sont  identiques  ; et 
puisque , par  hypothèse  , bc'  — cb'  n’est  pas  nul , les  seconds 
membres  sont  différents.  Les  deux  équations  (3)  et  (4)  sont 
donc  contradictoires. 

Supposons  à présent  que  la  valeur  de  Tune  des  inconnues  , 
celle  de  x , par  exemple , se  réduise  au  symbole  4. 

Il  faudra  que  Ton  ait  en  même  temps  ab' —bal , et  cb'z=zbc  ; 

or  on  déduit  de  ces  relations  —,  = ~ et  — — : on  aura  donc 

a o c h 


aussi  — = — , d’où  ac-'  = ca',  ce  qui  montre  que  la  valeur 

dej-sera  aussi  réduite  au  symbole  f.  De  ce  que  l’ona ab'=ba', 
et  cb'  = bc',  il  résulte  que  les  deux  équations  qu’on  obtient  en 
multipliant  les  deux  membres  de  l’équation  (3)  par  b’,  et  ceux 
de  l’équation  (4)  par  b , sont  parfaitement  identiques.  Le  sys- 
tème proposé  est  donc  indéterminé. 


142.  Les  explications  que  nous  venons  de  donner  eu  exa- 
minant le  cas  où  la  valeur  de  x prend  la  forme  l,  supposent 
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que  les  quantite's  b et  b'  ne  sont  pas  nulles.  Quand  on  a b — o 
et  b'  =o  , il  en  résulte  ab'  — bd  = oet  ch'  — bc'—o  ; mais 
on  ne  peut  pas  en  conclure  que  l’on  a a&  — ca'=o;etsi 
cette  dernière  condition  n’est  pas  remplie,  la  valeur  générale 

de  y donne  le  symbole  En  faisant  dans  les  équations  (3) 
et  (4) , b = o,  b'  = o , on  trouve  qu’elles  deviennent  ax—c 
et  a’x  = c'-,  on  tire  de  la  première  x—  -,  et  de  la  seconde 

9 

Q 

x = -j.  Or,  dans  le  cas  où  l’on  n’a  pas  ac  — cd  — o , les 

quantités  - et  —,  sont  différentes  , car  si  l’on  avait  -■=%,  on 

1 a a c d 

en  conclurait  a'c=ac',  d’où  de  — ac'=o.  Les  deux  équa- 
tions sont  donc  contradictoires. 

Quand  on  a à la  fois  b = o,  b'=  o et  ac — cd  = o,  la  valeur 
générale  de  y devient  Ce  symbole  reçoit  alors  une  juste 
application,  puisque  l’inconnuej-  n’entrant  pas  dans  les  équa- 
tions est  une  quantité  arbitraire.  Mais  il  est  à remarquer  que 
les  équations  donnent  une  valeur  déterminée  pour  x , tandis 
que  la  valeur  générale  de  cette  inconnue  donne  le  symbole  |. 

145.  Considérons  encore  les  équations  générales  du  premier 
degré  à trois  inconnues. 

(7)  ax  + by  -f  cz  — d, 

(8)  a'x  -f-  b' y -f-  cz  = et, 

(9)  d'x  + b" y + c"z  — d \ 

Les  formules  que  l’on  a tirées  de  ces  équations  peuvent 

s’écrire  comme  il  suit  : 

[bc'-cb')d"-\-  {cb’—bc)d  + {b'd- c'b")d 
X ~ {bc  - cb')d+  {cb"—bc°)d+(b’c"—c;b“)a' 

{cd— ac')<T  -î-{ac" — ca")(t -} -(c'a" — a'c)d 

^ [cd — ac')b"-b~  ( ac ' — cd')b'  -f  (c'a" — a'c")b  * 

_ (ab'—bd)d'+(ba"—ab")d'-t-(db"—b'd)d 
[ab’ —bd)c" -f-(ùa" — ab")c' -\-(a  b" — b' a")e 


(10) 

(•*) 

(1?.) 
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Il  est  facile  de  voir  que,  tant  que  le  dénominateur  commun 
des  valeurs  générales  de  x,  y et  z ne  devient  pas  nul  par  les 
suppositions  que  l’on  établit , on  peut  toujours  appliquer  aux 
équations  particulières  qui  résultent  de  ces  suppositions,  des 
calculs  semblables  à ceux  qui  ont  été  expliqués  dans  le  n°  136. 
Car  si  le  dénominateur  commun  n’est  pas  nul,  il  faut  que, 
parmi  les  trois  différences  ab'  — bd  , ba“  — ab“ , a b" — b' a", 
il  y en  ait  une  au  moins  qui  ne  soit  pas  nulle.  Or  en  supposant 
que  ab' — bd,  par  exemple  , soit  une  quantité  différente  de 
zéro,  on  pourra  tirer  des  équations  (7)  et  (8)  les  valeurs  de  x 
et  de  y exprimées  en  fonction  de  z qui  seront 

db'  — bd  — ( cb ' — bc')z 
dîTdd bd  ’ 

ad  — dd  — (ac  — ca')z 
ab'  — bd 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (9),  on  parviendra, 
comme  dans  le  n°  136,  à l’équation 

(i5)  D z — N. 

Puisque  , par  hypothèse , la  quantité  D n’est  pas  nulle  , on 
tirera  de  la  dernière  équation  la  valeur  de  z qui  est  exprimée 
par  la  formule  (12)  ; et  la  substitution  de  cette  valeur  dans 
les  équations  (i3)  et  (>4)  conduira  aux  valeurs  de  x et  de  y 
qui  sont  exprimées  par  les  formules  (10)  et  (1 1). 

Il  suit  de  là  que,  tant  que  le  dénominateur  des  valeurs 
générales  des  inconnues  ne  sera  pas  réduit  à zéro  , les  valeurs 
particulières  qu’on  déduira  de  ces  valeurs  générales  en  vertu 
des  suppositions  que  l’on  aura  établies  seront  les  mêmes  que 
celles  que  l’on  tirerait  des  équations. 

144.  Lorsque  le  dénominateur  des  valeurs  générales  des 
inconnues  se  réduit  à zéro , ces  valeurs  peuvent  être  de  la 

forme  ” ou  ^ ; et  il  peut  arriver  qu’on  obtienne  en  même 

temps  le  premier  symbole  pour  l'une  d’elles,  et  le  second 


(i3)  * 

('4)  d 
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pour  une  autre.  Examinons  d’abord  le  ras  où  la  valeur  de 

l’une  des  inconnues , celle  de  z,  par  exemple,  est  de  la 

forme  11  faudra  encore  que,  parmi  les  trois  différences 

ab' — bd , bcL  — ab“ , db"  — b’a",  il  y en  ait  une  au  moins 
qui  ne  soit  pas  nulle  ; car  si  ces  trois  différences  étaient  nulles, 
la  valeur  de  z serait  |.  Or,  si  la  quantité  ab'  — bd,  par  exem- 
ple , est  différente  de  zéro  , on  pourra  passer  , comme  pré- 
cédemment, des  équations  (7)  et  (8)  aux  équations  (1 3)  et  ( 1 4)» 
qui  donnent  les  valeurs  de  x et  de  y exprimées  en  fonction 
de  z;  et  en  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (9) , on  ob- 
tiendra l’équation  (i5).  Mais  puisque  D est  nul,  cette  dernière 
équation  sera  impossible.  Le  système  proposé  sera  donc  aussi 
impossible. 

14Î».  Lorsque  les  valeurs  générales  des  inconnues  se  présen- 
tent toutes  sous  la  forme  } , il  y a deux  cas  à distinguer,  celui 
où  les  neuf  différences  telles  que  ab'  — bd,  ba"  — ab ' , 
ac'  — cd , etc.  , ne  sont  pas  toutes  nulles , et  celui  où  ces 
différences  sont  simultanément  réduites  à zéro. 

1er  Cas.  Si  la  différence  ab'  — bd,  par  exemple,  n’est  pas 
nulle,  on  pourra  toujours  passer  des  équations  (7)  et  (8)  aux 
équations  (i3)  et  (i4)  qui  donnent  les  valeurs  de  x eij‘  expri- 
mées en  fonction  de  z,  et  en  substituant  ces  valeurs  dans 
l’équation  (9) , on  parviendra  à l’équation  (i51.  Mais  cette 
dernière  équation  ne  sera  plus  qu’une  identité , puisque  l’on 
a par  hypothèse  D = o et  N = o.  Il  suit  de  là  que  le  sys- 
tème des  équations  (7),  (8)  et  (9)  n’exprimera  rien  de  plus 
que  le  système  des  équations  (1 3)  et  (1 4)  ; de  sorte  que  l’on 
pourra  prendre  pour  l’une  des  inconnnes  une  valeur  arbi- 
traire , et  l’on  obtiendra  ensuite  une  valeur  déterminée  pour 
chacune  des  deux  autres  inconnues. 

Il  faut  cependant  remarquer  que,  d’après  les  équations  (i3) 
et  ( 1 4)  » si  l’on  a ci'  — ic'  = o,  ou  ac'  — cd  = o,  l’une  des 
inconnues  xely  n’aura  qu’une  valeur  déterminée.  D’ailleurs, 
on  n’aura  pas  à la  fois  c b'  — bd  = 0 et  ac'  — cd  — o ; car 
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il  en  résulterait  ab' — Wso,  ce  qui  est  contre  l’hypo- 
thèse. 

a*  Cas.  Supposons  que  les  neuf  différences  ab'  — bd , 
bd'  — ab" , etc. , soient  toutes  réduites  à zéro.  Il  est  facile  de 
voir  que  ce  cas  se  présentera  si  l’on  a les  relations  ci-après  : 

a b c a b c 

a b c’  a b c 

En  posant  alors  d = aq,  on  aura  U —bqy  c=cq-,  et  en 
posant  pareillement  a"=a</,  on  aura  aussi  b“  — bq', 
c"  = c.q' . Il  suit  de  là  que  les  équations  (8)  et  (g)  pourront 
s’écrire  comme  il  suit  : 

q{ax  b J + cz)  — d\  q’{ax  -f-  bjr  4-  cz)  = d" . 

Par  conséquent , pour  que  ces  équations  puissent  être  véri- 
fiées par  les  memes  valeurs  des  inconnues  que  l’équation 
ax  -f - by  cz  — d , il  faudra  que  l’on  ait , outre  les  supposi- 

tions qui  ont  été  exprimées  , 

d'  = qd , d"  = qd. 

Quand  ces  deux  dernières  conditions  seront  vérifiées,  le  sys- 
tème des  équations  (7)  ,.(8)  et  (g)  n’exprimera  rien  de  plus 
que  la  seule  équation  ax  b j cz=^  d \ par  conséquent  on 

pourra  prendre  des  valeurs  arbitraires  pour  deux  des  incon- 
nues , et  l’on  obtiendra  ensuite  une  valeur  déterminée  pour  la 
troisième  inconnue.  Mais  quand  une  seule  des  conditions  ci- 
dessus  sera  remplie,  ou  quand  elles  ne  seront  remplies  ni 
l’une  ni  l’autre,  les  trois  équations  se  réduiront  à deux  équa- 
tions incompatibles,  ou  elles  seront  incompatibles  deux  à 
deux. 

On  doit  conclure  de  ce  qui  vient  d’être  dit  sur  le  cas  où 
les  valeurs  générales  des  inconnues  se  réduisent  au  symbole  f , 
que  ce  n’est  qu’en  résolvant  directement  les  équations  pour 
lesquelles  ou  a obtenu  ce  résultat,  qu’on  peut  connaître 
exactement  les  particularités  qu’elles  présentent. 
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146.  On  est  conduit  quelquefois  à des  e'quations  à trois 
inconnues  dans  lesquelles  les  termes  indépendants  des  in- 
connues sont  nuis.  Pour  discuter  ces  sortes  d’équations  , 
il  suffit  de  faire  d = o,  d = o,  ci'—  o,  dans  les  formules 
qu’on  a tirées  des  équations  (7),  (8)  et  (9).  Les  numé- 
rateurs des  valeurs  générales  des  inconnues  deviennent  alors 
zéro  ; par  conséquent,  si  le  dénominateur  commun  est 
aussi  nul , ces  valeurs  se  réduisent  toutes  au  symbole  §. 
Dans  ce  cas,  le  système  des  équations  est  toujours  indéter- 
miné; car,  en  se  reportant  à ce  qui  a été  dit  dans  le  nu- 
méro précédent , on  reconnaît  que  les  suppositions  qui  y ont 
été  examinées , et  qui  rendaient  les  équations  incompatibles 
ne  peuvent  plus  se  rencontrer,  puisque,  à cause  ded  = o, 
d' =.  o,  d"  =.  o,  on  a nécesssairemcnt  qd  = d' , qd  = d ”, 
quels  que  soient  les  rapports  q et  q' . 

Quand  les  suppositions  d=  o,  d' — o,  d"  = o subsistent 
avec  celles  dont  l’examen  a été  fait  dans  le  n°  précédent 
(1"  cas) , le  système  des  trois  équations  peut  encore  être  rem- 
placé par  celui  des  équations  (i3)  et  (izj),  qui  deviennent 

(bc  — ch’, z _ (ça1  — ac')z 

x ~ ob'  -bd  ’ J ~ ab'  — ba' 


On  voit  par  là  que  les  rapports  - , J-.  ont  des  valeurs  cons- 

z z 

tantes,  et  chaque  inconnue  en  particulier  peut  recevoir  une 
valeur  arbitraire.  Cependant  il  faut  remarquer  que  si  l’on 
avait  bc  — cb'  — o , ouca'  — ac  — o , sans  que  ab'  — bd  fût 
nul,  la  valeur  ci-dessus  de  x ou  de  y serait  toujours  nulle, 
quelque  valeur  que  l’on  attribuât  à z. 


147.  On  n’a  point  sujet  de  s’occuper  des  cas  où,  dans  les 
équations  générales  à trois  inconnues,  on  devrait  supposer  nuis 
quelques-uns  des  coefficients  a,  b,c,  d,  b',  c etc.;  car  ces  sup- 
positions ne  changeraient  rien  à ce  qui  a été  dit  dans  la  discus- 
sion ci-dessus,  s’il  n’en  résultait  pas  l’anéantissement  des  neuf 
différences  ab'  — bd , ab"  — ba"  , etc.  ; et  d’après  ce  qu’on  a 
vu  par  rapport  au  cas  où  ces  neuf  différences  sont  nulles , un 
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examen  plus  étendu  des  circonstances  qui  peuvent  alors  se 
présenter  n’aurait  aucune  utilité. 

Exemples  de  la  discussion  des  problèmes  du  premier 

degré. 

148.  Quand  les  données  d’un  problème  ont  été  représentées 
par  des  lettres , la  discussion  des  formules  auxquelles  on 
parvient  ne  doit  pas  avoir  seulement  pour  objet  l’examen  des 
suppositions  qui  rendent  les  équations  du  problème  possibles 
et  déterminées  , impossibles  ou  indéterminées  ; il  faut  exa- 
miner en  outre  si  les  diverses  circonstances  que  présentent  les 
équations  s’accordent  toujours  avec  l’énoncé  du  problème  ; 
et  si , dans  le  cas  où  elles  donnent  pour  les  inconnues  des 
valeurs  déterminées,  ces  valeurs  forment  une  solution  du 
problème,  ou  si  elles  ne  peuvent  être  interprétées  qu’au 
moyen  de  quelques  changements  dans  l’énoncé. 

Les  deux  exemples  suivants  montreront  comment  on  doit 
se  diriger  dans  la  discussion  des  formules  données  par  les 
problèmes  du  premier  degré. 

149.  ier  Problème.  Deux  courriers  sont  en  marche  depuis 
un  temps  indéfini  et  parcourent  la  même  route  dans  le  même 
sens  CABC'.  Le  premier  courrier  fait  v lieues  par  heure  , le 
second  en  fait  v' . L’arrivée  du  premier  courrier  en  A précédé 
de  h heures  l’arrivée  du  second  courrier  en  B ; la  distance 
AB  est  de  a lieues.  En  quel  endroit  de  la  route  les  deux  cour- 
riers se  rencontrent-ils  ? 

C R'  A B R C' 


Solution.  Si  l’on  connaissait  le  nombre  d’beures  qui  s’écou- 
lent depuis  l’instant  où  le  premier  courrier  arrive  en  A jusqu'à 
l’instant  de  la  rencontre  , il  serait  facile  de  trouver  le  lieu  de 
la  rencontre.  Nommons  x ce  nombre  d’heures  , et  supposons 
que  les  deux  courriers  se  rencontrent  au  point  R.  L’espace  AR 
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ayant  été  parcouru  par  le  premier  courrier  en  un  nombre 
tl’lieures  marqué  par  x , sera  exprimé  par  vx.  L’espace  BR 
aura  été  parcouru  par  le  second  courrier  en  un  nombre 
d’heures  marqué  par  x—h,  puisque  ce  courrier  ne  par- 
vient en  B que  h heures  après  l’instant  depuis  lequel  on 
compte  le  temps  x ; ainsi  cet  espace  sera  exprimé  par 
v(x — h).  Il  suit  de  là  que  l’équation  du  problème  est 

( l ) vx  = v\x  — h ) a ; 

et  Ton  en  conclut 

a — hv' 

x = 7 . 

v — v 

Discussion.  Si  Ton  suppose  v~^>v,  et  en  même  temps 
a > hv,  la  valeur  de  x est  positive  ; ainsi , dans  ce  cas  , les 
deux  courriers  se  rencontrent  après  l’arrivée  du  premier  cour- 
rier en  A,  comme  on  Ta  supposé  en  mettant  le  problème  en 
équation.  Cette  conséquence  est  facile  à vérifier  par  l’examen 
des  conditions  de  la  question  ; car  le  produit  hv  exprime  la 
distance  que  le  second  courrier  doit  encore  parcourir  pour 
arriver  au  point  B , à partir  du  moment  où  le  premier  courrier 
arrive  en  A.  Ainsi , de  ce  que  Ton  a hv'  < a , il  résulte  qu’au 
moment  où  le  premier  courrier  atteint  le  point  A,  le  second 
a dépassé  ce  point;  et  puisque  la  vitesse  du  second  courrier 
est  moindre  que  celle  du  premier,  celui-ci  devra  atteindre 
l’autre  au  bout  d'un  certain  temps. 

Lorsque  Ton  a v > v',  a < hv',  la  valeur  de  x est  négative. 
Pour  qu’elle  changeât  de  signe,  il  faudrait  qu’au  lieu  de  l’é- 
quation (i)  on  eût  la  suivante  : 

(2)  vx  = v(x  -f-  h)  — a. 

Or  on  voit  par  cette  dernière  équation  que  les  distances  du 
point  de  rencontre  aux  points  A et  B auront  été  parcourues 
par  les  deux  courriers  dans  les  temps  ,r  et  x -|-  7» , et  que  la 
première  distance  sera  moindre  que  la  seconde  de  l’intervalle 
AB;  ce  qui  exige  que  le  point  de  rencontre  soit  situé  en-deçà 
de  A.  On  peut  aussi  parvenir  directement  A cette  conclusion; 
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car , de  ce  que  l’on  a a<^hv  , il  resuite  que  lorsque  le  cour- 
rier dont  la  vitesse  est  v atteint  le  point  A , l’autre  courrier  est 
en-deçà  de  A ; et  puisque  le  second  courrier  restera 

toujours  en  arrière  du  premier.  Mais  si  les  deux  courriers  sont 
partis  de  deux  points  suffisamment  éloignes  de  A,  ils  auront  dû 
se  rencontrer  en  un  point  en-deçà  de  A tel  que  R'.  En  mettant 
le  problème  en  équation  d’après  ces  observations,  on  parvient 
en  effet  à l’équation  (2)  , qui  donne  pour  x une  valeur  po- 
sitive. On  voit  donc  que  les  valeurs  négatives  de  l’inconnue 
conviennent  à la  question , lorsqu’on  les  interprète  dans  ce 
sens  que  le  moment  de  la  rencontre  des  courriers  est  antérieur 
à l’instant  qu’on  a choisi  pour  origine  du  temps. 

Quand  on  a v=  v',  et  a^>hv,  ou  a < hv,  la  valeur  de  x 
est  infinie  , ce  qui  indique  que  les  deux  courriers  ne  se  ren- 
contreront jamais;  c’est  ce  que  l’on  aperçoit  immédiatement, 
puisque  , suivant  ces  suppositions  , quand  le  premier  courrier 
est  au  point  A , le  second  est  en-deçà  ou  au-delà  de  ce  point , 
et  comme  ils  ont  la  même  vitesse  , ils  conservent  toujours 
entre  eux  le  même  intervalle. 

Si  l’on  suppose  en  même  temps  v — v,  a = hv',  on  trouve 
x = |.  Le  symbole  | est  une  réponse  convenable;  car  il 
indique  que  les  deux  courriers  sont  ensemble  à toutes  les 
époques  ; et  c’est  ce  qu’on  voit  immédiatement , en  obser- 
vant que  les  deux  courriers,  qui  ont  la  même  vitesse,  se 
trouvent  eu  même  temps  au  point  A. 

L’examen  des  cas  où  l’on  aurait  v< ' v donnerait  lieu  à des 
observations  tout-à-fait  semblables  à celles  que  l’on  a faites 
ci-dessus  en  supposant  v > v'  ; et  il  est  par  conséquent  inutile 
de  s’y  arrêter. 

Remarque.  On  peut  modifier  de  diverses  manières  l’énoncé 
du  problème  dont  nous  venons  de  nous  occuper , sans  que  la 
solution  cesse  d’être  donnée  par  la  même  formule.  Par  exemple, 
si  l’on  suppose  que  le  courrier  dont  la  vitesse  est  v n’arrive  au 
point  A que  h heures  après  le  moment  où  le  second  courrier 
arrive  en  R,  la  quantité  h prendra  dans  l’équation  et  dans  la, 
formule  des  signes  contraires  à ceux  dont  elle' est  affectée. 
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Ainsi , dans  cette  supposition  , le  temps  inconnu  x pourra 
encore  être  déterminé  par  la  formule  ci-dessus,  pourvu  que 
l’on  convienne  d’attribuer  alors  à h une  valeur  négative 

Si  le  second  courrier  dont  la  vitesse  est  /,  est  parti  d’un 
point  situe  dans  la  direction  BC'  et  vient  à la  rencontre  de 
l'autre  courrier,  en  supposant  toujours,  comme  dans  l’énoncé, 
que  l’arrivée  de  celui-ci  au  point  A précède  de  h heures  l’ar- 
rivée en  B du  courrier  dont  la  vitesse  est  t>',  on  parviendra  à 
une  équation  qui  ne  différera  de  l’équation  (i)  que  par  le 
signe  du  terme  v(x—h).  Ainsi,  dans  ce  cas,  le  temps  inconnu  x 
pourra  encore  être  déterminé  au  moyen  de  la  formule  qui 
a été  tirée  de  l’équation  (i),  pourvu  que  l’on  convienne  d’at- 
tribuer alors  à la  vitesse  s>'  une  valeur  négative. 

ISO.  2*  Pboblème.  Partager  chacun  des  nombres  a et  b en 
deux  parties , de  manière  que  l’une  des  parties  de  a contienne 
m fois  l’une  des  parties  de  b,  et  Vautre  partie  de  b contienne 
aussi  m fois  l’autre  partie  de  a (*). 

Solution.  Représentons  par  x la  première  partie  de  a et  par  y 
la  première  partie  de  b , les  deux  autres  parties  seront  a — x 
et  b — y,  et  l’on  devra  avoir  les  deux  équations 

x tjn  my,  b — y — ni  (a  — x). 

On  tire  de  ces  équations 


m[ma — b) 

X _ 

m*  — i 

par  suite  on  a 

mb  — a 


b — y — 


m{mb  — a) 
m‘ — I 


V)  On  peut  remplacer  l’énoncé  de  ce  problème  par  le  suivant , qui  con- 
duit exactement  aux  mêmes  équations  : Partager  chacun  des  cités  d'un 
rectangle  donné , dont  les  dimensions  sont  a et  b,  en  deux  parties  telle s 
que  , si  l’on  joint  les  points  de  division,  on  obtienne  un  second  rectangle 
dont  les  cites  adjacents  soient  dans  le  rapport  de  m h i.  Au  moyen  de 
ce  changement , Hntcrpre'taéon  des  diflpcreutea  circonstances  que  présenten* 
les  formules  devieat  pins  sensible. 
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Discussion.  Si  les  deux  nombres  a et  b ne  sont  pas  égaux , 
il  sera  permis  de  supposer  que  l’on  a représenté  par  a le 
plus  grand  de  ces  nombres  ; et  si  le  nombre  m est  différent 
de  l’unité,  il  sera  permis  de  supposer  qu’il  est  plus  grand  , car 
il  est  évident  que  tout  ce  que  l’on  dira  , pour  ce  cas,  de  x et 
de  a — x , s’appliquerait , si  m était  plus  petit  que  I , à y et 
b — y.  Soient  donc  a>ietm>i.On  voit  immédiatement 
que  les  valeurs  de  x et  de  .y  sont  positives  ; mais  pour  que  les 
valeurs  des  deux  autres  parties  a — .r  et  b — .y  soient  aussi 

positives , il  faut  que  l’on  ait  mb  > a , ou  m > Si  l’on  a 

au  contraire  m < ~ , les  valeurs  de  a — x et  de  b — y seront 

i b 

négatives  , ce  qui  montre  que  les  valeurs  de  x et  de  y ne  se- 
ront plus  des  parties  de  a et  de  b , mais  des  quantités  respecti- 
vement plus  grandes  que  ces  nombres.  Dans  ce  cas , le  pro- 
blème ne  peut  pas  être  résolu  dans  le  sens  même  de  l’énoncé. 
Mais  les  nombres  qu’on  déduit  des  formules  ci-dessus , for- 
meraient une  solution  du  problème,  si  on  le  modifiait  dans  le 
sens  des  équations  ci-après  x=my,  y — b = m{x  — a). 
Quand  on  suppose  az=b  , les  formules  deviennent 


x 


ma  a a x a i ma 

m-q-i’  y a X m- f-i’  ^ m- f i’ 


ainsi , dans  ce  cas  , la  question  admet  toujours  une  solution. 
Si  l’on  suppose  en  outre  m=  i,  on  trouve  que  les  quatre  par- 
ties doivent  être  égales  à i a. 

En  se  reportant  aux  premières  formules , on  voit  que  si  l’on 
suppose  m = i et  a>b,  les  valeurs  des  quatre  parties  devien- 
nent infinies;  d’où  il  suit  que  le  problème  est  impossible;  et 
si  l’on  suppose  dans  les  mêmes  formules  m = i et  a = b , on 
trouve  que  les  valeurs  des  inconnues  se  réduisent  au  symbole  |. 
Quand  on  introduit  les  dernières  suppositions  dans  les  équa- 
tions, elles  se  réduisent  l’une  et  l’autre  à x —y;  ainsi  la  ques- 
tion admet  une  infinité  de  solutions. 

Il  est  à remarquer  que  cette  indétermination  n’est  plus  in- 

9- 
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diquée  par  les  formules  quand  on  les  a simplifiées,  après 
avoir  supposé  b — a,  en  supprimant  le  facteur  m — i dans 
les  deux  termes  de  chaque  fraction. 

181.  Dans  les  exemples  qui  précèdent , les  suppositions  qui 
rendent  les  inconnues  infinies  produisent  une  impossibilité 
dans  la  question-,  mais  il  n’en  est  pas  toujours  ainsi.  Quand 
une  formule  donne  une  valeur  infinie  pour  une  inconnue , par 
suite  de  certaines  valeurs  particulières  attribuées  aux  données 
de  la  question,  ce  résultat  exprime  que,  si  les  données  s'ap- 
prochaient indéfiniment  de  ces  valeurs  particulières,  l’in- 
connue croîtrait  de  manière  à surpasser  toute  grandeur  assi- 
gnable. Or,  dans  les  questions  dont  la  solution  dépend  d’une 
construction  géométrique , il  arrive  souvent  que  ce  dernier 
état  des  accroissements  de  l’inconnue,  qui  est  l’infini,  corres- 
pond à une  construction  déterminée.  Dans  ce  cas,  la  valeur 
infinie  est  une  solution  de  la  question  (*)*. 

Qbesrvations  auxquelles  donnent  lieu  les  symboles 

oo  et\. 

182.  Lorsqu’une  fraction  algébrique  est  susceptible  de 
prendre  successivement  des  valeurs  qui  croissent  jusqu’à  l’in- 


(*)  Supposons  que  l’on  ait  A résoudre  relie  question  : Trouver  sur  le 
prolongement  de  la  ligne  qui  joint  les  centres  de  deux  cercles  , le  point 
où  aboutit  la  tangente  commune  aux  deux  cercles.  On  verra  sans  diffi- 
culté" que , si  l’on  représente  par  a la  distance  des  centres,  et  par  r et  d les 
rayons  des  déni  cercles,  la  distance  du  point  cherché  an  centre  du  premier 

cercle  sera  exprimée  par  la  formule  ■ y__  ^ ■ Or,  cette  fraction  devient 

infinie  quand  les  deux  rayons  sont  égaux.  Ce  résultat  indique  que  la  tan- 
gente commune  ne  rencontre  plus  la  ligne  des  centres,  et  l’on  doit  par  con- 
séquent en  conclure  que  ces  deux  droites  sont  parallèles.  On  saitqn’en  effet 
lorsque  deux  cercles  sont  égaux  , ils  ont  une  tangente  commune  parallèle  A la 
ligne  des  centres.  On  voit  donc  qu’en  donnant  pour  la  distance  que  l’on 
cherche  una  valeur  infinie,  l’Algèbre  fait  réellement  connaître  la  solution  de 
la  question. 
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fini , il  peut  arriver  qu’elle  ne  tende  vers  ce  dernier  état  que 
par  des  valeurs  positives,  ou  seulement  par  des  valeurs  néga- 
tives , ou  qu’elle  s’en  approche  indifféremment  par  des  valeurs 
positives  et  par  d‘es  valeurs  négatives.  C’est  pourquoi  les  va- 
leurs infinies  peuvent  être  regardées,  dans  certains  cas  comme 
positives  , dans  d’autres  comme  négatives  ; et  dans  d’autres 
encore  elles  peuvent  être  regardées  comme  affectées  indifférem- 
ment du  signe  ■+•  ou  du  signe  — . 

Pour  éclaircir  ceci , prenons  d’abord  la  fraction 

m 

a — x ’ 

* % 

supposons  que  m et  a représentent  des  quantités  constantes  et 
positives,  et  concevons  que  l’on  fasse  croître  x à partir  de  zéro. 
Tant  que  la  valeur  de  x sera  raoindre  que  a , la  fraction  aura 
une  valeur  positive  qui  deviendra  de  plus  en  plus  grande  : 
quand  on  fera  x = a,  la  valeur  de  la  fraction  sera  infinie  ; et 
quand  x croîtra  au-delà  de  a , les  valeurs  de  la  fraction  seront 
négatives  et  iront  en  décroissant.  La  valeur  iufiuie  produite 
par  la  supposition  x = a pourra  donc  être  indifféremment  re- 
gardée comme  positive  ou  comme  négative. 

Si , au  lieu  de  la  fraction  ci-dessus , on  prend  la  suivante 

m 

( a — x)’  ’ 

on  obtiendra  toujours  une  valeur  positive  , soit  que  l’on 
donne  à x une  valeur  plus  petite  que  a , ou  une  valeur  plus 
grande.  En  conséquence  , la  valeur  infinie  produite  par  x~a 
sera  regardée  comme  positive. 

Si , dans  la  dernière  fraction  , m désignait  une  quantité 
négative  , la  supposition  x=; a donnerait  une  valeur  infinie 
qui  serait  regardée  comme  négative. 

Pour  exprimer  l’ambiguité  de  la  valeur  infinie  que  prend  la 
première  fraction  quand  on  fait  x = a,  on  représente  cette 
valeur  par  ± oo  ; tandis  que  la  valeur  infinie  que  prend 
la  seconde  fraction  est  représentée  par  + oo  quand  ~n  est 
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une  quantité  positive  , et  par  — oo  quand  m est  une  quantité 

négative. 

185.  Lorsque  le  dénominateur  d’une  fraction  algébrique 
prend  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes  , sans  que  le  numé- 
rateur augmente  , la  fraction  prend  des  valeurs  de  plus  en  plus 
petites  ; de  telle  sorte  que,  si  la  valeur  du  dénominateur  aug- 
mente jusqu’à  l’infini,  celle  de  la  fraction  décroît  jusqu’à 
zéro.  Ainsi,  en  désignant  par  m une  quantité  finie  quelconque, 
m 

on  a — = o. 
oo 


484.  Le  symbole  | n’est  pas  le  seul  caractère  que  l’Algèbre 
emploie  pour  marquer  l’indétermination.  Considérons,  par 
exemple,  les  deux  expressions 


D 

C ’ 


les  lettres  A,  B,  C,  D représentant  des  quantités  algébriques 
quelconques  qui  ne  contiennent  pas  de  dénominateurs.  Si  l’on 
établit  des  suppositions  qui  annullcnt  les  quantités  B etC, 
en  faisant  prendre  aux  quantités  A et  D des  valeurs  finies 
différentes  de  zéro,  les  expressions  proposées  deviendront 


oo  X o et 


oo 

oo’ 


Pour  interpréter  ces  nouveaux  symboles,  il  suffit  de  remar- 
quer que  l’on  peut  remplacer  les  expressions  proposées  par 
les  suivantes  : 

A X C A X C 
B ’ B X D' 


En  introduisant  dans  celles-ci  les  suppositions  qui  annullent 
les  quantités  B et  C , elles  se  réduisent  l'une  et  l’autre  au  sym- 
bole -.  On  doit  donc  regarder  les  deux  expressions  oo  X o et^- 
o oo 

comme  équivalentes  à -. 
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IBS.  Une  observation  importante  doit  être  faite  encore  au 
sujet  du  symbole  £. 

Supposons  que  les  deux  termes  d’une  fraction  diminuent 
de  manière  à devenir  moindres  que  toute  quantité'  donnée.  Si 
les  suppositions  qui  font  décroître  indéfiniment  l’un  des  deux 
termes  sont  entièrement  indépendantes  de  celles  qui  font 
décroître  indéfiniment  l’autre  terme  , on  pourra  faire  prendre 
à ces  deux  termes  des  valeurs  aussi  voisines  qu’on  le  voudra 
de  zéro , et  telles  que  leur  rapport , qui  est  la  valeur  de  la  frac- 
tion, soit  telle  quantité  que  l’on  voudra  ; en  conséquence  le 
symbole  | auquel  on  parviendra  quand  les  deux  termes  auront 
atteint  la  limite  de  leur  décroissement,  exprimera  unecoinplètc 
indétermination.  Mais  il  peut  arriver  que  les  deux  termes  de  la 
fraction  soient  liés  entre  eux  de  manière  qu’à  une  valeur  très 
petite  de  l’un  , il  corresponde  toujours  une  valeur  très  petite 
de  l’autre  , et  que  lorsqu’ils  convergent  vers  zéro , leur  rap- 
port converge  vers  une  limite  déterminée  qu’il  n’atteint  qu’au 
moment  où  les  deux  termes  devenant  nuis,  la  fraction  se 
présente  sous  la  forme  indéterminée  |. 

Ce  dernier  cas  a lieu  toutes  les  fois  qu’une  fraction  est 
réduite  à f par  l’anéantissement  d’un  facteur  commun  au 
numérateur  et  au  dénominateur.  Soit,  par  exemple , la  fraction 

ar> — a3' 

Cette  fraction  se  réduit  à £,  lorsqu’on  suppose  jc  =t  a ; mais 
on  peut  diviser  les  deux  termes  par  x—a,  et  l’on  obtient 
alors  la  fraction  suivante 

x ■+■  a 

' x*  -f-  ax  ‘ 

Il  est  clair  que  si  l’on  donne  à x une  valeur  très  voisine  de  a, 
quelle  que  petite  que  soit  la  différence  x — a , si  elle  n’est  pas 
nulle , la  seconde  fraction  sera  toujours  équivalente  à la  pre- 
mière. Or  la  valeur  de  x étant  très  peu  différente  de  a , la  valeur 

de  la  seconde  fraction  différera  très  peu  de  — -.  Il  suit  de  là 
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que  lorsqu’on  attribue  à x des  valeurs  de  plus  eii  plus 

voisines  de  a,  les  valeurs  de  la  fraction  Xy  aj  convergent 

vers  une  limite  déterminée  qui  est  ~ , ou  en  réduisant  — 

A/1“  3 <r 


3a“ 

Soient  encore  les  deux  fractions  ci-après 
x1  — lax  -+■  a% 


x 1 — a“ 


x 1 — a‘ 

x%  — 2 ax  -f-  a*' 


Elles  deviennent  toutes  deux  £ , quand  on  suppose  x s=  a ; 
mais  en  supprimant  d’abord  le  facteur  x — a , qui  est  com- 
mun aux  deux  termes,  et  faisant  ensuite  x=a,  on  trouve 
pour  la  première  fraction  zéro,  et  pour  l’autre  l’infini. 

186.  Puisque  les  symboles  oo  X o et  — sont  équivalents 

— f . ... 

à I , on  doit  conclure  de  ce  qui  vient  d’être  dit,  que  les  ex- 
pressions  qui  se  réduisent  à ces  symboles  peuvent  conserver 
dans  quelques  cas  une  signification  déterminée. 

Op  parvient  aussi  aux  mêmes  conclusions  en  remarquant 
que  le  symbole  oo  X o marque  la  limite  du  produit  de  deux 
quantités,  dont  1 une  décroît  indéfiniment , tandis  que  l’autre, 

au  contraire  , augmente  indéfiniment  ; et  le  symbole  — 

oo 

marque  la  limite  des  valeurs  d’une  fraction  dont  les  deux 
termes  augmentent  indéfiniment.  Selon  la  nature  des  suppo- 
sitions qui  conduiront  à ces  limites , elles  pourront  être  des 
quantités  déterminées , ou  rester  absolument  indéterminées. 

Enfin,  on  doit  encore  joindre  à ces  expressions  , comme 
présentant  un  caractère  semblable , l’expression  oo  — oo , qui 
marque  la  limite  de  la  différence  de  deux  quantités  dont  les 
valeurs  augmentent  indéfiniment.  Il  faut  seulement  remarquer 
que  la  différence  de  deux  quantités  qui  croissent  indéfiniment, 
n’est  susceptible  d’une  limite  finie  qu’autant  que  les  deux 
quantités  en  croissant  ne  cessent  pas  d’être  toutes  deux  posi- 
tives ou  toutes  deux  négatives  ; car  si  l’on  avait  à soustraire 
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U une  quantité  positive  de  plus  en  plus  grande,  une  quantité 
négative  de  plus  en  plus  grande , la  différence  deviendrait  de 
plus  en  plus  grande  ; et  quand  les  deux  quantités  seraient 
infinies  , leur  différence  serait  elle-même  infinie. 

L’utilité  des  considérations  que  nous  venons  de  présenter 
dans  ce  numéro  et  dans  le  précédent  deviendra  sensible  par 
l’application  de  l’Algèbre  à la  Géométrie. 

Observation  sur  les  cas  où  les  formules  relatives 
aux  équations  générales  du  premier  degré  donnent 
le  symbole  £ , sans  qu’il  y ait  indétermination  dans 
les  équations. 


187.  Dans  la  discussion  des  formules  relatives  aux  équations 
du  premier  degré  à deux  inconnues , on  a vu  que , lorsque 
l’on  fait  les  suppositions  b = o,  b' =0,  ac'  — ca' —o , les 


équations  donnent  pour  x une  valeur  déterminée  x = — , 

a 

tandis  que,  pour  les  mêmes  suppositions,  la  formulé  générale 
cb' — bc'  o 

X — ab'—ba'  donne  *e  symbole  -.  On  peut  déduire  de  cette 

formule  la  valeur  déterminée  — de  x.  A cet  effet , on  introduit 

a 

d abord  dans  la  formule  la  supposition  ac—ca'  — o,  en 
remplaçant  a'  par  ~ ; il  vient  x = ~ ^ ; en  suppri- 

mant alors  dans  les  deux  termes  de  la  fraction  le  facteur 


cb'  — bc,  on  trouve  x = - 

a. 

On  a vu  aussi  que  le  cas  où  les  formules  relatives  aux  équa- 
tions du  premier  degré  à trois  inconnues  donnent  le  symbole  f , 
sans  qu’il  y ait  indétermination  dans  les  équations , est  celui 
où  l’on  a les  suppositions  ci-après  : 


à b'  c'  a"  b"  c"  et  a ci"  a" 

— = — = — — — — " . ou  < — — > ou  < — . 

« b c a b c d ^ a d a 
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Si  l’on  considère  la  valeur  de  z , savoir 

(, ab ' — ba')d"  + {bn  — ab")d'  -f-  {a  b"  — b'a")d 
(al/  — ba)c"  {b a'  — ab")c'  + (a  b"  — b'a")c  ’ 

b'  ,,  . , ab' 

en  supposant  d abord  -,  d ou  a = — ; on  trouve 

(ban  — ab‘){bci:  - db') 

2 ~ (ba" — ab")lbc' —cb')  - 

Eu  supprimant  alors  dans  les  deux  tenues  le  facteur  bel — ab ", 
et  supposant  ensuite  bc  — ctf  = o,  on  trouve  z = co.  En 
opérant  de  la  meme  manière  sur  les  valeurs  des  deux  incon- 
nues ï et  j,  on  trouverait  que  ces  valeurs  conduisent  éga- 
lement au  symbole  de  l’infini. 

On  pourrait  penser,  d’après  le  succès  des  transformations 
que  nous  venons  d’employer,  qu’il  n’est  pas  impossible  d’établir 
des  règles  générales  pour  l’interprétation  des  formules  algé- 
briques , dans  les  cas  où  elles  se  présentent  sous  la  forme  | ; 
mais  nous  ne  croyons  pas  qu’on  soit  en  droit  d’en  tirer  une 
semblable  conclusion  ; car,  indépendamment  de  ce  que  , dans 
les  deux  cas  qui  viennent  d’être  examinés  , rien  n’indique 
l’ordre  qu’il  faut  ^suivre  pour  introduire  les  suppositions  dans 
les  formules  de  manière  à mettre  en  évidence  les  facteurs  com- 
muns , il  peut  arriver  que  l’indétermination  qu’on  parvien- 
drait ainsi  à faire  disparaître  d’une  formule  existe  réellement 
dans  les  équations.  On  en  a vu  un  exemple  dans  la  discussion 
du  problème  du  n°  180,  quand  on  a supposé  a — b , m = i. 

Principes  sur  les  inégalités. 

188.  Les  conditions  qu’il  est  nécessaire  d’examiner  dans 
la  discussion  d’un  problème  consistent  presque  toujours  dans 
des  inégalités  , et  pour  développer  les  conséquences  qui  ré- 
sultent de  ces  inégalités  , il  faut  souvent  leur  appliquer  des 
transformations  analogues  à celles  qui  servent  à simplifier  les 
équations. 
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Les  principes  sur  lesquels  reposent  ces  transformations  sont 
fort  simples , et  l’on  pourrait  les  admettre  sans  explication. 
Cependant  il  n’est  peut-être  pas  inutile  d’entrer  à ce  sujet 
dans  quelques  détails  , en  raison  de  certaines  précautions 
qu’il  faut  prendre  pour  éviter  des  transformations  inexactes , 
quand  on  considère  dans  les  inégalités  des  quantités  néga- 
tives. 

189.  Il  est  évident  que , lorsque  les  deux  quantités  a et  b 
sont  positives,  si  l’on  a a^>b,  la  différence  a — b est  positive, 
ce  qui  s’exprime  par  a — ô > o (n°  42).  Quand  a est  une 
quantité  positive  et  b une  quantité  négative  , on  a , d’après  les 
conventions  exposées  dans  le  n°  42  , a^>b:  d’un  autre  côté, 
comme  la  différence  o — -ô  se  forme  en  ajoutant  à a la  valeur 
absolue  de  b , cette  différence  est  positive  ; on  a donc  encore 
a—b>  o.  Enfin,  quand  a et  b ont  des  valeurs  négatives, 
l’inégalité  a > b ne  subsiste  qu’autant  que  la  valeur  ab- 
solue de  a est  moindre  que  celle  de  b (n°  42)  ; et  daus  ce 
cas  la  valeur  de  la  différence  a — b est  encore  positive  ; de 
sorte  que  l’on  a toujours  a — b^>o.  Il  est  d’ailleurs  facile  de 
reconnaître  que  les  suppositions  que  nous  venons  d’examiner 
sont  les  seules  qui  puissent  rendre  la  différence  a — b posi- 
tive. Les  deux  inégalités  a > 6 et  a — b > o expriment  donc 
toujours  les  mêmes  conditions , quels  que  soient  les  signes 
des  quantités  a et  b.  A l’aide  de  cette  observation , on  peut  ex- 
pliquer par  des  raisonnements  uniformes  les  propriétés  les 
plus  essentielles  des  inégalités. 

i60.  Une  inégalité  nest  pas  troublée  quand  on  ajoute  une 
même  quantité  aux  deux  membres , ou  quand  on  retranche 
la  même  quantité  des  deux  membres.  Ainsi  l’inégalité  a > £ 
entraîne  toujours  la  suivante  a ± c > b dzr  ; car  la  différence 
a — b étant  positive,  la  différence  (a±c)—  (ô±c)  est 
aussi  positive. 

On  conclut  immédiatement  de  ce  principe  qu’on  peut 
transporter  un  terme  d’une  inégalité  d’un  membre  dans 
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l’autre,  en  l’écrivant  dans  cet  autre  membre  avec  le  signe 
contraire  à celui  dont  il  était  affecté. 

Lorsqu'on  change  les  signes  de  tous  les  termes  d’une  iné- 
galité , il  faut  renverser  le  signe  d’inégalité  ; car  cela  revient 
à faire  passer  tous  les  termes  du  premier  membre  dans  les 
second,  et  ceux  du  second  membre  dans  le  premier. 

On  ne  trouble  point  une  inégalité  en  multipliant  ou  en 
divisant  les  deux  membres  par  une  quantité  positive.  Ainsi, 
m désignant  une  quantité  positive,  l’inégalité  a~^>  b entraîne 

les  suivantes  nw>  mb  , — >— . Car  la  différence  a — b étant 

171  Tïl 

positive,  le  produit  et  le  quotient  de  cette  différence  par  m, 
ou  les  quantités  ma — mb  et  ^ seront  aussi  positives. 

On  peut  aussi  démontrer  le  dernier  principe  , en  remar- 
quant que  les  produits  et  les  quotients  des  deux  quantités  a 
et  b par  la  quantité  positive  m , ont  les  mêmes  signes  que  les 
quantités  a et  b , et  les  valeurs  absolues  de  ces  produits  ou  de 
ces  quotients  ont  entre  elles  le  même  rapport  que  les  valeurs 
absolues  de  ces  deux  quantités. 

Quand  on  multiplie  ou  quand  on  divise  les  deux  membres 
d'une  inégalité  par  une  quantité  négative,  il  faut  renverser  le 
signe  <T inégalité  j car  cela  revient  à multiplier  les  deux  mem- 
bres par  la  valeur  absolue  de  cette  quantité , et  à changer 
ensuite  les  signes  de  tous  les  termes. 


161.  Lorsqu’une  quantité  inconnue  n’entre  dans  une  inéga- 
lité qu’à  la  première  puissance , on  peut  dégager  cette  quan- 
tité ; c’est-à-dire  que  l'on  peut  ramener  l’inégalité  à une  forme 
telle  que  cette  quantité  soit  seule  dans  un  membre , sans  autre 
coefficient  que  l’unité.  On  suit  pour  cela  la  même  marche  que 
pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré. 

Considérons  d’abord  l’inégalité 

3x  — 2 > -x  — 

2 5 


On  chasse  les  dénominateurs,  en  multipliant  les  deux  mem- 
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lires  par  10,  il  vient 

3ox  — 20  > a5a:  — 8. 

En  réunissant  les  termes  en  x dans  le  premier  membre  et  les 
termes  connus  dans  le  second,  on  obtient 


3ox  — 25*  ]>  20  — 8 , ou  5*  ]>  i2. 


Enfin,  en  divisant  les  deux  membres  de  la  dernière  inégalité 

1 2 

par  5 , on  trouve  qu’elle  se  réduit  à x>  -g. 


En  exécutant  des  transformations  semblables  sur  l’inégalité 

1 — 7 x <"  8 — 2* , on  en  déduit  x < — . 

o 4 9 

Si  Ton  doit  avoir  l’inégalité  43  — 5*  < io  — 8*,  on  en 
conclura  de  la  même  manière  * <C  — 1 1 . 

Dans  le  premier  exemple,  l’inconnue  x ne  pouvant  recevoir 
que  des  valeurs  plus  grandes  que  youî*,  le  nombre  2 * est 
une  limite  inférieure  des  valeurs  de  x. 

Dans  le  second  exemple , l’inconnue  x ne  pouvant  rece- 
voir que  des  valeurs  plus  petites  que  ^ ou  9 5 , ce  nombre  est 
une  limite  supérieure  des  valeurs  de  x. 

Dans  le  troisième  exemple , — 1 1 est  une  limite  supérieure 
des  valeurs  de  x ; il  en  résulte  que  ces  valeurs  ne  peuvent 
être  que  des  quantités  négatives  numériquement  plus  grandes 
que  1 1 . 

Si  l’inconnue  x devait  vérifier  à la  fois  les  deux  premières 
inégalités , elle  ne  pourrait  recevoir  que  les  valeurs  comprises 
entre  et  g|.  Si  cette  inconnue  devait  vérifier  à la  fois  la 
seconde  inégalité  et  la  troisième , il  suffirait  qu’elle  vérifiât  la 
condition  * <[ — 1 1 . Enfin , il  n'y  a aucune  valeur  de  x qui 
puisse  vérifier  à la  fois  la  première  inégalité  et  la  troisième. 


162.  Considérons  aussi  le  cas  où  Ton  a entre  deux  incon- 
nues x et  y,  deux  inégalités  qui  ne  contiennent  ces  inconnues 
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qu’au  premier  degré  ; par  exemple  , 

Zx  — iy  > 5,  5ac  + Zy  > r6. 


On  conclut  de  ces  inégalités 


x > 


5 + ty 
3 ’ 


* > 


16  — Zy 
5 ; 


on  pourra  attribuer  à y une  valeur  quelconque , et  pour 
chaque  valeur  arbitraire  de  y,  on  pourra  donner  à * toutes 
les  valeurs  plus  grandes  que  la  plus  grande  des  deux  quan- 
tités 

5 4-  7.y  16  — 3^ 

3 ’ 5 ’ 


On  conclut  aussi  des  inégalités  proposées 


X> 


16  — 5# 
3 ; 


pour  que  ces  deux  dernières  conditions  puissent  être  remplies, 
il  faut  que  l’on  ait 


Zx  — 5 


2 


d’ou  l’on  tire  X > -f?»  Ainsi  l’inconnue  x ne  pourra  recevoir 
que  les  valeurs  supérieures  à Q ou  2 ^ ; et  pour  chaque  va- 
leur de  x,  on  ne  devra  admettre  pour  que  des  valeurs  com- 
prises entre  les  deux  limites  ci-dessus. 


105.  Lorsque  l’on  a les  inégalités  ci-après 


a >6,  a >6',  etc. , 


on  peut  toujours  en  conclure  la  suivante 

a + d -H  o*  4*  etc.  > b -f-  b'  -f-  b"  -f-  etc. 


Car  les  différences  a— -b,  a — b',  a"  — b",  etc.  étant  toutes 
positives , leur  somme  « — b -f-  a — b'  a!' — A"  -f-  etc. , ou 
( a -j-  a’  -f-  a"  -f-  etc.)  — (b  -f  b' ■+■  b"  -f-  etc.  ) est  aussi  positive. 
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Si  les  quantités  a,  a',  a",  etc. , b , b',  b“ , etc.,  sont  toutes 
positives  , les  inégalités  a>  b , a’>  b',  etc. , donnerout  aussi 

aaa“ . . . > bb'b“... 

Car  chacun  des  quotients  ^7,  etc. , est  alors  un  nom- 
bre supérieur  à l’unité;  par  conséquent,  le  produit  de  ces 

• , . . aa'a" ...  . , 

quotients,  ou  la  quantité  , est  aussi  un  nombre  supé- 

rieur à l’unité. 

Cette  dernière  propriété  peut  cesser  d'avoir  lieu  lorsque  les 
quantités  a,  a',  etc.  , b,  b',  etc. , ne  sont  pas  toutes  positives  ; 
on  en  a un  exemple  en  prenant  les  deux  inégalités  8>  5 et 
— 3 > — 4-  Re  produit  des  premiers  membres  est  — a4 , celui 
des  seconds  membres  est  — 20  ; ainsi  le  premier  produit  est 
plus  petit  que  le  second. 

Lorsque  les  quantités  a et  b sont  positives,  l’inégalité  a > b 
donne  évidemment  am^>bm;  mais  la  dernière  inégalité  n’est 
plus  une  conséquence  de  la  précédente , lorsque  les  quantités 
a et  b ne  sont  pas  positives  ; car  on  a à la  fois  — 3 > — 4 et 

(-3)*<(-4)a- 


164.  Théorème.  Soient  ^ , p , p„ , etc. , plusieurs  fractions 

dont  les  numérateurs  sont  des  quantités  quelconques  , et  dont 

a I a'  | a"  I 

les  dénominateurs  sont  tous  positifs , la  fraction  p^p— " 

sera  une  mojenne  entre  toutes  ces  fractions,  cest-à-dire 
quelle  aura  une  valeur  comprise  entre  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  de  ces  fractions. 

Démonstration.  Supposons  que  j soit  la  plus  petite  des 
fractions  proposées , en  sorte  que  l'on  ait 


a1  a a"  a a"  a 

F>b'  P>b’  b^-^b'  eU 


Digitized  by  Google 


» 44  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D’ALGÈBRE, 

il  tu  résultera 


«>&'x|,  j , etc. 

En  ajoutant  membre  à membre  les  dernières  inégalités,  et  en 
ajoutant  respectivement  aux  deux  membres  de  l’inégalité  qui 

en  résulte  les  quantités  égales  a et  b X ^ , on  trouve 


a 4-  a'  -f-  à'  ■+■  etc.  > (A  -f  A'  -j-  4-  etc.)  X ^ ; 


donc 


a -{-  a'  -f-  a"  4-  etc.  a 

b b'  b"  etc.  b' 


On  prouverait  de  la  même  manière  que  la  fraction. 
a 4~  a o!’  4*  etc. 


b +b'  + b"  4-elc. 
an 

iractions  -jÿ,  etc. 


est  plus  petite  que  la  plus  grande  des 


1 •*  »• 


• «.ii.JiJ.iXVü  vin 
-ÎÜÜOJ  uuu 
ô..  ’ .MOB  t*U  4- 
-t  . . > ^ 


Ifc- 


TO  v.  ^ 


«\WQr»  *UV- 


■'.irmnuu  tÀ  tîtv 

>t>  t 

irons  Mf.vt  Ww 


A -j 


10  . Ju.«  ‘iHOB  il  J . 
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CHAPITRE  CINQUIÈME. 


RACINE  CARRÉE  DES  QUANTITÉS  LITTÉRALES.  fALCUL  DES  RADICAUX  DO 
SECOND  DEGRÉ. 


Notations.  — Double  valeur  de  la  racine  carrée  et  des 
racines  de  degré  pair.  — Racines  imaginaires. 


168.  Pour  indiquer  qu’on  doit  prendre  la  racine  carrée  ou 
deuxième  d’une  quantité' , on  place  cette  quantité  sous  le 
signe  V/  > qu’on  nomme  radical.  Ce  signe  s’emploie  pour 
exprimer  les  racines  de  tous  les  degrés  ; mais  quand  il  s’agit 
d’une  autre  racine  que  la  racine  carrée,  on  place  entre  les 
branches  le  nombre  qui  marque  le  degré  de  la  racine.  Ainsi  la 

4 

racine  quatrième  de  a-\-b  s’indique  de  cette  manière  \/ a-f-b. 
Le  nombre  qui  marque  le  degré  de  la  racine  s’appelle  l’indice 
du  radical. 

Quand  on  veut  exprimer  la  racine  d’unè  fraction , il  faut 
avoir  soin  de  faire  descendre  le  signe  \é  au-dessous  de  la 
barre  qui  sépare  le  numérateur  du  dénominateur.  Ainsi  la 


racine  carrée  de  doit  s’indiquer  de  cette  manière,  . 

et  il  ne  faudrait  pas  confondre  cette  expression  avec  , 

27 

qui  marque  le  quotient  que  donnerait  la  division  par  27  de 
la  racine  carrée  de  Lorsque  la  quantité  dont  on  veut 
indiquer  la  racine  est  un  polynôme,  il  faut  prolonger  la  barre 
du  radical  sur  toute  la  quantité.  Ainsi  pour  marquer  la  racine 
carrée  de  la  quantité  a3 — 'ia*b-\-/^b% , on  écrit  \/ a? — na*b+$b'. 
On  peut  aussi,  dans  cet  exemple,  employer  les  parenthèses  , 
2*  Édit.  10 
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en  écrivant  y/ (a3  — 2a’A  -f-  4A1).  Cette  seconde  notation  est 
quelquefois  préférable  à la  précédente. 

166.  Quand  on  multiplie  une  quantité  positive  ou  négative 
par  elle-même , le  produit  est  toujours  positif.  Il  suit  de  là 
qu’une  quantité  positive  a deux  racines  carrées , l’une  posi- 
tive, l’autre  négative,  et  dont  la  valeur  absolue  est  la  même. 
Le  nombre  7.5 , par  exemple , qui  est  le  carré  de  5 , est  aussi 
le  carré  de  — 5 ; ce  nombre  a donc  deux  racines  carrées , 4-5 
et  — 5.  Il  est  évident  que  tout  nombre  plus  grand  ou  plus 
petit  que  5,  pris  positivement  ou  négativement , donnera  un 
carré  plus  grand  ou  plus  petit  que  25;  par  conséquent  le 
nombre  25  n’admet  pas  d’autre  racine  carrée  que  -f-5  et  — 5. 
Ce  que  nous  disons  ici  à l’égard  d’un  nombre  s’applique  éga- 
lement à une  quantité  littérale.  Par  exemple  A1  est  à la  fois  le 
carré  de  + A et  le  carré  de  — A';  la  quantité  À*  a donc  deux 
racines  carrées  -+•  A et  A ; elle  n’en  admet  aucune  autre  ; 
car  dans  toutes  les  suppositions  particulières  que  l’on  pourra 
établir , la  valeur  numérique  de  l’expression  A’  aura  seule- 
ment deux  racines  carrées,  l’une  positive  , l’autre  négative, 
qui  seront  nécessairement  les  valeurs  des  deux  expressions 
-+-  A et  — A. 

La  racine  carrée  cT une  quantité  négative  ne  peut  être  ex- 
primée par  aucune  quantité  positive  ou  négative.  Par  exem- 
ple , que  l’on  ait  à prendre  la  racine  de  — 25  : il  n’existe  que 
le  nombre  5 qui,  élevé  au  carré,  donne  25  ; or  ce  nombre,  pris 
positivement  ou  négativement , donne  pour  carré  -f-  25  ; donc 
il  n’y  a aucune  quantité  positive  ou  négative  dont  le  carré  soit 
égal  à — a5.  On  dit  par  cette  raison  que  la  racine  d’une  quan- 
tité négative  est  imaginaire.  Par  opposition,  on  applique 
aux  quantités  positives  et  négatives  la  dénomination  com- 
mune de  quantités  réelles. 

Quant  aux  racines  d’un  degré  supérieur  à la  racine  carrée, 
on  peut  remarquer  dès  à présent  que  les  règles  relatives  aux 
signes  dans  la  multiplication  conduisent  immédiatement  aux 
principes  suivants  : 
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Toute  racine  de  degré  pair  d’une  quantité  positive  peut 
être  indifféremment  affectée  du  signe  -f-  ou  du  signe — . 

Une  raciue  de  degré  impair  d’une  quantité  positive  ou  né- 
gative doit  avoir  le  même  signe  que  cette  quantité. 

La  racine  d’un  degré  pair  d’une  quantité  négative  ne  peut 
s’exprimer  par  aucune  quantité  positive  ou  négative. 

Racines  carrées  des  monomes.  — Expressions 
irrationnelles. 

167.  Comme  les  deux  racines  carrées  d’une  quantité  ne  dif- 
ferent l’une  de  l’autre  que  par  le  signe , il  suffit , pour  les  ob- 
tenir , de  déterminer  l’une  d’elles. 

Il  résulte  de  la  règle  de  la  multiplication  des  monomes  , 
qu’on  obtient  le  carré  d’un  monome  en  formant  le  carré  du 
coefficient  numérique  et  multipliant  l’exposaut  de  chaque 
lettre  par  2.  Donc, pour  avoir  la  racine  carrée  d’un  monome  , 
il  faut  prendre  la  racine  carrée  du  coefficient  numérique , et 
diviser  par  2 F exposant  de  chaque  lettre.  Ainsi  la  racine  carrée 
de  •i5aebici  est  5 a3b*c. 

Le  produit  de  deux  fractions  étant  égal  au  produit  des 

numérateurs  divisé  par  le  produit  des  dénominateurs  , il  en 

résulte  que  le  carré  d’une  fraction  se  forme  en  élevant  chaque 

terme  au  carré.  Donc  , pour  obtenir  la  racine  carrée  dune 

fraction,  il  faut  extraire  la  racine  carrée  de  chacun  des  deux 

...  , . , . aScdi6  5 a'b3  ’ 

termes.  Ainsi  la  racine  carree  de  -s-s — rr  est  >■  v • "* 

3o c'a'  oed 

168.  Lorsqu’une  racine  d’un  nombre  ne  peut  être  exprimée 
exactement  par  aucun  nombre  entier  ou  fractionnaire , en 
sorte  qu’on  ne  peut  en  obtenir  que  des  valeurs  approchées,  on 
dit  que  cette  racine  est  incommensurable , parce  qu’elle  n’a 
pas  de  commune  mesure  avec  l’unité  ; ou  bien  encore  qu’elle 
est  irrationnelle , parce  qu’on  ne  peut  pas  assigner  exactement 
la  raison  ou  le  rapport  de  cette  racine  à l’unité.  On  donne , au 
contraire,  aux  nombres  entiers  ou  fractionnaires, 'la  dénomi- 

10 . . 


Digitized  by  Google 


,48  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D’ALGÈBRE, 
nation  de  quantités  commensurables  ou  rationnelles . Par  ana- 
logie , on  donne  aux  racines  des  quantités  littérales  qui  ne 
peuvent  être  exprimées  sans  le  secours  du  signe  radical,  le 
nom  d'expressions  irrationnelles.  Telle  est , par  exemple  , la 
raciuc  carrée  d’un  monome  qui  contient  des  exposants  impairs, 
ou  un  coefficient  numérique  qui  n’est  pas  un  carre'.  On 
nomme  au  contraire  expressions  ou  quantités  rationnelles , 
toutes  les  quantités  littérales  qui  ne  renferment  que  les  signes 
des  quatre  premières  opérations. 

On  emploie  aussi,  par  abréviation,  la  dénomination  de 
radical , pour  désigner  une  racine  qui  est  exprimée  par  le 
signe  radical.  Cette  dénomination  reçoit  ainsi  une  double  ac- 
ception; mais  il  est  facile  d’apprécier  par  le  sens  du  discours, 
si  elle  se  rapporte  seulement  au  signe , ou  bien  à l’expression 
qui  est  formée  par  le  moyen  de  ce  signe. 

Les  expressions  irrationnelles  se  présentent  fréquemment 
dans  les  calculs;  il  est  donc  important  de  faire  connaître 
toutes  les  transformations  ou  réductions  qu’on  peut  leur  faire 
subir.  Tel  est  l’objet  des  règles  que  l’on  comprend  sous 
le  nom  de  calcul  des  radicaux.  Nous  allons  exposer  les  règles 
qui  concernent  les  radicaux  du  second  degré  ; nous  ne  nous 
occuperons  pour  le  moment  que  des  radicaux  réels. 

Calcul  des  radicaux  du  second  degré. 

i'89.  Quand  on  indique,  au  moyen  du  signe  radical,  qu’on 
doit  extraire  la  racine  carrée  d’une  quantité  A , on  n’exprime 
pas  qu’il  faut  prendre  l’une  des  valeurs  de  cette  racine  plutôt 
que  l’autre.  La  notation  V^Â  peut  donc  représenter  indiffé- 
remment les  deux  racines  carrées  de  A.  Cependant  on  suppose 
ordinairement  que , lorsque  le  radical  y'  A.  n’est  précédé  d’au- 
cun signe,  ou  lorsqu’il  est  précédé  du  signe  -f- , il  ne  repré- 
sente que  la  racine  carrée  positive , qu’on  nomme  la  valeur 
arithmétique  de  la  racine  ; on  exprime  la  valeur  négative  de 
la  racine  en  faisant  précéder  le  radical  du  signe  — ; et  pour 
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indiquer  à la  fois  les  deux  valeurs , on  fait  précéder  le  radical 
du  double  signe  ±,  de  cette  manière,  ± y/ A..  Au  moyen 
de  cette  convention  , on  n’a  à considérer,  dans  les  explications 
relatives  au  calcul  des  radicaux , que  les  valeurs  absolues  de 
ces  expressions. 

170.  On  dit  que  deux  quantités  radicales  sont  semblables , 
lorsqu’elles  sont  formées  du  même  radical  multiplié  par  dçs 
facteurs  rationnels  différents.  Ainsi  5 [/ 2.ab  , 3 [/ ■xab  , 
3 (c  -\-d)[/ lab  , sont  des  quantités  radicales  semblables. 

Pour  ajouter  ou  soustraire  des  quantités  radicales  sembla- 
bles , on  ajoute  ou  l’on  soustrait  les  facteurs  rationnels , et 
l'on  multiplie  le  résultat  par  le  radical  commun  ; car  il  est 
clair  que  l’on  a , par  exemple  , 

5 [/  a ab  ■+•  3 1/  2 ab  = 8 [/  lab , 

5 [/  uab  — 3[/  2 ab  = 2 [/  lab , 

3 a^c  ± il i/c  — (3a  rt  ib)\/c. 

1 i 

Lorsque  les  quantités  radicales  qu’on  doit  ajouter  ou  sous- 
traire sont  dissemblables , ob  ne  peut  qu’indiquer  l’opération 
par  les  signes  •+•  et  — . Ainsi  via  somme  et  la  différence  des 
quantités  3 [/a  et  i\/b  ne  peuvent  s’exprimer  que  de  cette 
manière  : 

3 \/a  + a y/b,  '3  \/a  — a y/b, 

171.  Pour  multiplier  ou  pour  diviser  l’un  par  l'autre  deux 
radicaux  du  second  degré , on  fait  la  multiplication  ou  la  divi- 
sion des  quantités  placées  sous  le  signe  radical,  et  l on  affecte^ 
le  résultat  du  radical  du  même  degré.  Ainsi  l’on  a 

[/  a J a 

Va  X [/b  ~ [/«*>,  yf  ~ V b‘ 

En  effet,  d’après  les  principes  relatifs  à la  multiplication, 

le  carré  du  produit  [/ a X est  ( [/  «)*  X ( l /b)'  ou 
a X b ; donc  l/a  X ^ e8t  rac*ne  carrée  de  aX  b.  Ou 

démontrerait  de  même  l’exactitude  de  la  seoonde  égalité. 


Digitized  by  Google 


i5o  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D’ALGÈBRE. 
Au  moyeu  de  ces  règles , ou  trouve 


3 al/86  x ^ l/aé  = -jr-  V/ >66“  s*  4^  — i5a&, 

3al/8Ï  : = ^|/4  = y <*• 

178.  Les  puissances  de  degré  pair  d’un  radical  du  second 
degré  sont  des  quantités  rationnelles , et  les  puissances  de 
degré  impair  sont  formées  du  radical  proposé  multiplie'  par 
des  quantités  rationnelles  ; car  on  trouve  par  des  multipli- 
cations successives 

c v'ay  — a > (Va)3  = aVa, 

(V/a)4  = a\  (l/n)5  = a‘\/a, 

etc. 

175.  D’après  ce  qui  a été  dit  à l’égard  de  la  multiplica- 
tion des  radicaux  , on  a 

{/a^b  = V/?  X l/ô  = a\/b ■ ^ 

Donc , lorsqu’une  quantité  placée  sous  un  radical  du  second 
degré  contient  des  facteurs  qui  sont  des  carrés,  on  peut  prendre 
les  racines  de  ces  facteurs  , et  les  écrire  hors  du  signe  radical, 
en  conservant  sous  ce  signe  les  autres  facteurs.  C’est  ce  qu’on 
appelle  faire  sortir  des fadeurs  du  radical. 

Il  résulte  aussi  de  l’égalité  ci-dessus  que , lorsqu’un  radical 
est  multiplié  par  des  fadeurs  rationnels,  on  peut  supprimer 
ces  facteurs,  en  multipliant  la  quantité  qui  est  sous  le  radical 
par  leurs  carrés.  C’est  ce  qu’on  appelle  faire  entrer  des  fac- 
teurs sous  le  radical. 

Il  arrive  quelquefois  que  des  quantités  radicales  qui  parais- 
sent dissemblables  deviennent  semblables  quand  on  simplifie 
chaque  radical , en  faisant  sortir  du  radical  tous  les  facteurs 
qui  ont  des  racines  carrées  exactes.  Cette  simplification  est 
principalement  utile  lorsque  les  quantités  radicales  doivent 
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être  ajoutées  ou  soustraites.  On  aura  par  exemple  ‘ 


3a  [/  j/  ib  d‘=-6abc  y/  %b-\-d  {/  *b=(&abc  -\-d)  \Zzb. 

a y/  i84-3V/5°-7  1^8=6  y/24-i5 1^2- 141/2=71/2==  y/ g8. 


Dans  le  second  exemple  , on  fait  entrer  sous  le  radical  le  fac- 
teur extérieur  7 , parce  que , de  cette  manière , le  calcul  se 
réduit  à extraire  une  racine  carrée  qu’on  obtient  aisément 
avec  l’approximation  convenable. 

Quand  011  veut  supprimer  dans  une  quantité  monome  placée 
sous  un  radical  du  second  degré , le  plus  grand  nombre  pos- 
sible de  facteurs  numériques  ou  littéraux  , il  faut  décomposer 
le  coefficient  numérique  de  cette  quantité  en  facteurs  pre- 
miers ; on  conserve  seulement  sous  le  radical  les  premières 
puissances  des  facteurs  premiers  et  des  lettres  qui  ont  des 
exposants  impairs  ; et  l’on  écrit  hors  du  radical  tous  les  fac- 
teurs premiers  et  toutes  les  lettres,  avec  des  exposants  égaux 
aux  quotients  entiers  qu’on  obtient  en  divisant  par  2 les  expo- 
sants de  ces  quantités  sous  le  radical. 


'174.  Les  fractions  dont  le  dénominateur  contient  des  radi- 
caux peuvent  quelquefois  être  changées  en  d’autres  équiva- 
lentes dont  le  dénominateur  est  rationnel.  Les  exemples 
suivants  montrent  comment  on  peut  exécuter  cette  transfor- 
mation. 


Soit  d’abord  la  fraction  — - . On  multiplie  les  deux  termes 

ay/5 

. 3 3 1/5 

par  1/5  ; on  a ainsi  = ~\n-  On  peut  faire  entrer  sous 


le  radical  le  facteur  3 et  le  diviseur  10;  par  là  l’expression 
• proposée  est  réduite  à y/ o ,45. 


2 1/7 


Pour  la  fraction  — -= — =— — 

2 y/5 — 3 1/2 

par  2 y/ 5 4- 3 y/ 2 ; on  trouve  ainsi 


, on  multiplie  les  deux  termes 


2^/7  _ 2V/7(2V/54-3l/2)  _ 

21/5-31/2  — (il /5)»-(3y/2)’ 


2^35  4*3  v/i4- 
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On  a pareillement 

a_ ^ aiVp—j/q)  _ a\/p—a\/q 

Vp+Vq  (Vpÿ—iv'W  p — q 7 
a _ a(V /p  ■+■  Vq)  __  aj/p-Paj/q 
Vp—Vq  ( VpY—(VqY  p — q 

Soit  encore  la  fraction 


a 

Vn  + VP  + Vq 

Si  l’on  multiplie  d’abord  les  deux  termes  par  \/n-\-\/ p — \/t] , 
on  obtiendra  une  fraction  e'quivalente  dont  le  dénominateur 
sera  (\/n  -f  \ZpY  — q , ou  n -( -p  — q + 2\/np  ; et  en  multi- 
pliant les  deux  termes  de  cette  nouvelle  fraction  par 
n-\-p — q — *VnP'  on  parviendra  à une  expression  dont  le 
dénominateur  sera  entièrement  délivré  de  radicaux. 

On  pourrait  encore  exécuter  la  même  réduction  par  des 
transformations  successives  semblables  à celles  que  nous  ve- 
nons d’employer,  si  le  dénominateur  de  la  fraction  proposée 
était  formé  de  quatre  radicaux  du  second  degré,  ou  de 
trois  radicaux  et  d’une  partie  rationnelle. 

178.  La  signification  restreinte  que  nous  avons  attribuée 
aux  radicaux , en  supposant  qu’un  radical  qui  n’est  précédé 
d’aucun  signe , ou  qui  est  précédé  du  signe  -f-  , doit  être 
regardé  comme  une  quautité  positive , ne  s’applique  rigou- 
reusement qu’au  cas  où  la  quantité  placée  sous  le  signe  \/ 
est  numérique.  Quand  on  reste  dans  la  généralité  de  l’Al- 
gèbre , il  n'est  pas  toujours  possible  de  se  conformer  à cette 
supposition.  Quelquefois  il  faut  ne  considérer  dans  une  for- 
mule que  la  valeur  d’un  radical  déterminée  par  des  condi- 
tions qui  s’appliquent  tantôt  à la  valeur  positive , tantôt  à la 
valeur  négative  , selon  les  valeurs  particulières  que  l’on  at- 
tribue aux  données  de  la  question.  Quelquefois  aussi  les  radi- 
caux doivent  être  pris  dans  toute  leur  généralité,  quoiqu’on 
ne  les  fasse  pas  précéder  du  double  signe. 
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Quand  on  considère  seulement  les  valeurs  absolues  des  radi- 
caux, l’égalité  \/ à" b — a\/ b n’est  exacte  qu’autant  que  le  fac- 
teur a est  positif.  Il  n’en  est  plus  de  même  lorsque  l’on  consi- 
dère les  radicaux  dans  toute  leur  généralité.  Alors,  quel  que 
soit  le  signe  de  a , les  produits  des  deux  valeurs  de  \/b  par  a 
donnent  deux  déterminations  égales  et  désignés  contraires, 
qui  sont  précisément  les  deux  valeurs  de  ^ a1  b.  L’égalité 
\/aX.[/b  = l/ ab  est  pareillement  vraie  lorsque  l’on  consi- 
dère les  radicaux  dans  toute  leur  généralité  ; car  si  l’on 
représente  par  a et  b'  les  valeurs  absolues  des  radicaux  {/a  et 
\/b,  le  premier  radical  sera  équivalent  à l’expression  ±fl', 
le  second  sera  équivalent  à zt  b'  ; et  les  quatre  produits 
qu’on  pourra  former  en  combinant  de  toutes  les  manières 
possibles  les  déterminations  des  deux  radicaux  seront  tous 
renfermés  dans  l’expression  ±.d b',  qui  donne  précisément  les 
deux  valeurs  du  radical  y/ ab . La  même  observation  s’ap- 


plique aussi  à l’égalité 


Nous  n’insisterons  pas  davantage  sur  les  observations  aux- 
quelles les  doubles  valeurs  des  radicaux  du  second  degré 
pourraient  donner  lieu  , parce  que  ces  observations  se  trou- 
veront comprises  dans  celles  que  nous  présenterons  plus  loin 
au  sujet  des  radicaux  de  tous  les  degrés.  D’ailleurs  les  diffé- 
rentes suppositions  qu’on  peut  établir  sur  les  radicaux  du  se- 
cond degré  ne  sauraient  occasioner  dans  les  calculs  aucune 
difficulté  sérieuse  ; car  les  erreurs  que  l’on  commettrait  ne 
pouvant  porter  que  sur  les  signes,  il  suffit  toujours  de  quelque 
attention  pour  les  prévenir. 


Des  carrés  et  de  la  racine  carrée  des  polynômes. 


176.  Pour  découvrir  la  loi  suivant  laquelle  se  forme  le 
carré  d’un  polynôme  , nous  allons  faire  successivement  le 
carré  d’un  binôme,  celui  d’un  trinôme,  etc. 
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On  a trouvé  précédemment  par  la  multiplication,  la  formule 
(a  -f-  by  ~ a’  4-  iab  4-  b \ 

Pour  former  le  carré  du  trinôme  a-\-b-\-c,  on  peut  d’abord 
considérer  ( a-\-b ) comme  un  seul  terme  ; on  trouve  ainsi 

(a  4.  b + cY  = (a  + b)*  -f  2(a  + b)c  + c' 

— a*  4-  2 ab  -J-  b''  + aae  -f-  2Ôc  4-  c’ . 

On  obtient  pareillement  le  carré  du  polynôme  a-{-b-\-c-\-  d, 
en  considérant  d’abord  a -f-  b -f-c  comme  un  seul  terme  ; on  a 
de  cette  manière 

(a-j-4+c-(-rf)*=(o-(.i  + c),  + 2 (a  -f-  £ 4* c)d 4- d* 

— a?  4 zab-\-b*  zac -{-2.be -\-c’>-{~2ad-\-2.bd-\-2cd-+-  d1. 

Sans  aller  plus  loin , on  peut  conclure  par  analogie , que  le 
carré  d’un  polynôme  est  formé  du  carré  du  premier  terme  , 
plus  deux  fois  le  produit  du  ppemier  terme  par  le  second, 
plus  le  carré  du  second , plus  deux  fois  le  produit  de  chacun 
des  deux  premiers  termes  par  le  troisième , plus  le  carré  du 
troisième , et  ainsi  de  suite. 

On  peut  dire  aussi  que  le  carré  d'un  polynôme  se  compose 
de  la  somme  des  carrés  de  tous  les  termes , et  du  double  de 
la  somme  des  produits  deux  à deux  de  ces  termes. 

177.  Supposons  maintenant  qu’on  ait  à extraire  la  racine 
carrée  d’un  polynôme. 

Le  polynôme  proposé  devant  être  le  produit  de  deux  fac- 
teurs égaux  à la  racine  cherchée , il  résulte  des  remarques 
que  l’on  a faites  sur  la  composition  d’un  produit  (n°  73), 
que  si  ce  polynôme  et  sa  racine  étaient  ordonnés  par  rap- 
port aux  puissances  décroissantes  d’une  même  lettre,  le 
premier  terme  du  polynôme  serait  le  carré  du  premier  terme 
de  la  racine.  Par  conséquent,  si  l’on  ordonne  le  polynôme 
proposé,  et  si  l’on  extrait  la  racine  carrée  du  premier  terme  , 
on  obtiendra  le  premier  terme  de  la  racine.  Représentons  ce 
terme  par  a , désignons  par  r l’ensemble  des  autres  termes  de 
la  racine , et  par  P le  polynôme  proposé  ; on  aura 
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P = (of  r)’=;a,+  2 ar  + r*. 

Si  l’on  retranche  du  polynôme  P le  carré  du  premier  terme  a 
de  la  racine,  en  désignant  le  reste  par  R , on  aura 

R = P — ü‘  = r X (2a  -f-  r). 

Puisque  les  exposants  de  la  lettre  principale  dans  les  termes 
de  r sont  tous  moindres  que  l’exposant  de  cette  lettre  dans  a , 
et  puisque  le  reste  R est  le  produit  des  deux  polynômes  r et 
2o -f  r , le  terme  de  R qui  contient  la  plus  haute  puissance  de 
la  lettre  principale  doit  être  égal  au  produit  de  2a  par  le 
terme  de  r affecté  de  la  plus  haute  puissance  de  la  même 
lettre,  lequel  est  le  2*  terme  de  la  racine.  Par  conséquent, 
si  l’on  divise  le  t*r  terme  de  R par  ia,  on  aura  le  2'  terme 
de  la  racine.  Représentons  par  b ce  2*  terme , et  désignons 
par  r la  somme  de  tous  les  autres  termes  de  la  racine  ; on  aura 

P = (a  + b + r')*  — a1  + aab  b2  •+■  nar’  -f-  ibr  •+■  /*. 

Concevons  actuellement  que  l’on  retranche  de  P la  quantité 
o*  -}-  lab  -h  b*,  ce  qui  se  réduit  à retrancher  de  R la  somme 
: tab-f-b 1 formée  du  double  produit  du  1"  terme  de  la  racine 
par  le  2”  et  du  carré  du  2*  terme.  En  nommant  R'  le  reste  , 
on  aura 

R'=P — (at-f‘2ab+bi)=R—(2ab+d1)=r'x(2a+nb-i-r)  ; 

et  en  raisonnant  comme  précédemment , on  verra  que  , pour 
trouver  le  3'  terme  de  la  racine,  il  faudra  diviser  le  1er  terme 
du  reste  R'  par  2 a. 

D’après  ces  explications  , et  en  observant  qu’elles  ne  chan- 
geraient pas  si  l’on  supposait  le  polynôme  P et  sa  racine  or- 
donnés par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  la  lettre 
principale  , on  est  conduit  à la  règle  suivante  : 

Pour  extraire  la  racine  carrée  dun  polynôme  P,  ordonnez-le 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  ou  croissantes  d une 
lettre  ; prenez  la  racine  carrée  du  1"  terme  ; vous  aurez  ainsi 
le  i*r  terme  de  la  racine.  Retranchez  le  carré  de  ce  terme  du 
polynôme  P,  vous  obtiendrez  un  reste  R.  Divisez  le  î"  terme 


Digitized  by  Google 


1 56  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D’ALGÈBRE. 
de  R par  le  double  du  i*r  terme  de  la  racine , vous  aurez  le 
2'  terme.  Retranchez  du  reste  R le  double  produit  du  1"  terme 
de  la  racine  par  le  2'  et  le  carré  du  2e,  vous  aurez  un  second 
reste  R'.  Divisez  le  Ier  terme  de  ce  second  reste  par  le  double 
du  1 er  terme  de  la  racine  , vous  aurez  le  3*  terme.  Retranchez 
de  R'  le  double  de  la  somme  des  deux  premiers  termes  multi- 
pliée par  le  3”  et  le  carré  du  3e  terme  ; vous  aurez  un  troisième 
reste  R".  Divisez  le  Ier  terme  de  ce  troisième  reste  par  le  double 
du  Ier  terme  de  la  racine,  vous  aurez  le  terme  ; et  ainsi  de 

suite.  ( Quand  on  parle  des  premiers  ternies  des  restes  R , R’ , 
R" , etc.  , on  entend  toujours  que  ces  restes  sont  ordonne's  de 
la  même  manière  que  le  polynôme  P.) 

On  peut  remarquer  que  le  Ier  terme  du  premier  reste  R est 
toujours  le  second  terme  du  polynôme  P ; de  sorte  que  les 
deux  premiers  termes  de  ce  polynôme  déterminent  immédia- 
tement les  deux  premiers  termes  de  la  racine. 

Lorsque  le  polynôme  P est  un  carré  , les  opérations  pres- 
crites par  la  règle  ci-dessus  conduisent  à un  reste  nul  ; car 
on  obtient  successivement  tous  les  termes  de  la  racine , et 
après  la  soustraction  qu’on  exécute  quand  on  a obtenu  le  der- 
nier terme , on  a retranché  du  polynôme  proposé  toutes  les 
parties  qui  le  composent. 

Réciproquement  : lorsqu’on  parvient  à un  reste  nul,  le 
polynôme  proposé  est  un  carré  exact,  et  l’ensemble  des 
termes  qu'on  a obtenus  est  la  racine  de  ce  polynôme. 

£78.  La  règle  relative  à l’extraction  de  la  racine  carrée  d’un 
polynôme  étant  la  même  que  celle  qu’on  suit  pour  trouver  la 
racine  carrée  d’un  nombre  entier , on  dispose  le  calcul  de  la 
même  manière  : c'est  ce  qu’on  voit  dans  l’exemple  ci-dessous. 


P =x° — 6ax,+i5a,x* — aoaVr’-HSa*** — 6asx+asf  x*-3 ax'+ia'x-a* 


+6a.rs — i)  a*r<  1 

laxJ-3  ax* 

K'  = 

— 6a*r4+i8asjrs — 9 a*x* 

— aa3i34-  6 a<x> — 6a5x-t-ne 

ix>-6ax‘‘-^-3a,x 

R"  = 

ixi-6aji  *-f-6a*x-aî 

R-  = 

-f*  2a'ixi — 6’a<,r,+6fl![x — a 6 

0 
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Le  polynôme  proposé  étant  ordonné,  on  prend  la  racine 
carrée  du  i*r  terme  x6;  cette  racine  est  le  i"  terme  x3  de  la 
racine  totale.  On  retranche  du  polynôme  P le  carré  de  x3  ; le 
reste  R est  le  polynôme  P dans  lequel  on  a effacé  le  terme  x* 
( il  est  inutile  d’écrire  ce  reste).  On  divise  le  2'  terme,  — ôax5, 
de  P par  le  double  du  1"  terme  de  la  racine,  c’est-à-dire 
par  2X3  : le  quotient  est  — 3 axs.  On  écrit  ce  quotient  à la 
racine  et  à côté  de  2X3  ; on  multiplie  2X3  — 3ax*  par  — 3 ax% 
et  on  retranche  le  produit  du  reste  R ; ce  qui  donne  le  reste  R'. 
On  divise  le  i,r  terme  6aaxt  de  R'  par  2x3  : le  quotient  est 
-j-3a’x.  On  place  ce  quotient  à la  racine  et  à côté  du  double 
«les  deux  premiers  termes  ; on  multiplie  2X  ’ — 6ax*-f-3«*x  par 
-)-3 <iJx , et  l’on  retranfjic  le  produit  du  reste  R' , ce  qui  donne 
le  3*  reste  R*.  On  divise  le  1"  terme  — 2«:‘x3  de  R"  par  2x3: 
le  quotient  est  — a 3.  On  écrit  — a3  à la  racine  et  à côté  du  double 
des  trois  premiers  termes  ; on  multiplie  2X3 — 6«rx*-f-6a*x — a3 
par  — a3,  et  l’on  retranche  le  produit  de  R'  , ce  qui  donne  le 
4*  reste  R",  qui  est  zéro.  Il  suit  de  là  que  la  racine  du  poly- 
nôme P est  x3 — 3flx’  -f-3a'x  — a3. 

179.  Quand  le  polynôme  dont  on  extrait  la  racine  est  or- 
donné par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  la  lettre 
principale , on  est  certain  que  l’opération  ne  se  terminera  ja- 
mais lorsqu’on  est  conduit  à mettre  à la  racine  un  terme  où 
l’exposant  de  cette  lettre  est  moindre  que  la  moitié  de  l’expo- 
sant de  la  même  lettre  dans  le  dernier  terme  du  polynôme. 
Car,  si  l’opération  se  terminait,  le  polynôme  proposé  serait 
le  carré  de  la  racine  qu’on  aurait  trouvée  ; et,  d’après  les  ob- 
servations qu’on  a faites  sur  la  composition  d’un  produit  (n°  73), 
le  dernier  terme  de  ce  polynôme  serait  le  carré  du  dernier 
terme  de  la  racine.  Par  conséquent , l’exposant  de  la  lettre 
principale  dans  le  dernier  terme  du  polynoine  serait  le  double 
de  l’exposant  du  dernier  terme  de  la  racine  ; ce  qui  est  contre 
la  supposition. 

Quand  le  polynôme  proposé  est  ordonné  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  la  lettre  principale,  on  est  certain 
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que  l’opération  ne  se  terminera  jamais , lorsqu’on  est  conduit 
à mettre  à la  racine  un  terme  où  l’exposant  de  cette  lettre 
surpasse  la  moitié  de  l’exposant  dé  la  même  lettre  dans  le 
dernier  terme  du  polynôme.  Cette  règle  s’explique  de  la  même 
manière  que  la  précédente. 

480.  Lorsqu’un  polynôme  ne  contient  aucun  dénominateur 
littéral  ou  numérique,  on  est  certain  que  ce  polynôme  n’est 
pas  un  carré , quand  on  parvient  à un  reste  dont  le  premier 
terme  n’est  pas  exactement  divisible  par  le  double  du  premier 
terme  de  la  racine.  On  reconnaît  aussi  qu’un  polynôme  or- 
donné par  rapport  à une  lettre  n’est  pas  un  carré , lorsque  le 
premier  terme  et  le  dernier  11e  son^  pas  des  carrés.  Mais 
quoique  ces  assertions  semblent  être  suffisamment  justifiées 
par  les  explications  qui  ont  été  données  pour  établir  la  règle 
relative  à l’extraction  de  la  racine  carrée,  il  n’est  peut-être  pas 
inutile  d’entrer  à ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Examinons  d’abord  le  cas  où , en  prenant  la  racine  d’un 
polynôme  qui  ne  contient  pas  de  dénominateurs  et  dont  le 
premier  terme  est  un  carré  , on  parvient  à un  reste  dans  lequel 
le  premier  terme  n’est  pas  divisible  exactement  par  le  double 
du  premier  terme  de  la  racine.  Il  est  clair  que  si  le  polynôme 
avait  une  racine  exacte,  cette  racine  contiendrait  des  déno- 
minateurs ; or  on  conçoit  que  le  carré  d’une  quantité  frac- 
tionnaire ne  peut  pas  être  une  quantité  entière.  Cette  propo- 
sition peut  d’ailleurs  être  démontrée  de  la  même  manière  que 
pour  les  nombres,  au  moyen  des  principes  sur  les  facteurs 
premiers  des  quantités  algébriques  que  nous  ferons  connaître 
dans  la  suite. 

Quand  les  dénominateurs  qu’il  faudrait  mettre  à la  racine 
contiennent  la  lettre  principale , on  reconnaît  immédiatement 
que  l’opération  ne  se  terminera  pas , parce  que  la  racine  ren- 
fermerait alors  des  termes  dans  lesquels  les  exposants  de  la 
lettre  principale  seraient  moindres  que  la  moitié  du  plus 
faible  exposant  de  cette  lettre  dans  le  polynôme  proposé. 

Supposons  maintenant  que  le  premier  terme  du  polynôme 
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ne  soit  pas  un  carré.  11  est  clair  que  la  racine  du  polynôme  ne 
pourra  pas  être  exprimée  rationnellement  ; mais  si  l’on  prend 
la  racine  du  premier  terme , en  l’exprimant  au  moyen  d’un 
radical,  on  pourra  ensuite  continuer  les  calculs  conformément 
à la  règle  du  n°  177 , et  il  pourra  arriver  que  l’on  parvienne 
ainsi  à un  reste  nul.  Dans  ce  cas  le  polynôme  aura  une 
racine  composée  d’un  certain  nombre  de  termes  irration- 
nels. Pour  mieux  apprécier  le  caractère  de  cette  racine , 
représentons  le  premier  terme  par  a\/m , a désignant  un 
facteur  rationnel  et  ym  étant  un  radical  réduit  autant 
que  possible  ; le  second  terme  de  la  racine  , qui  s’ob- 
tient en  divisant  le  second  terme  du  polynôme  par  2a  y m 


sera  de  la  forme  — - — 
ym 


ou 


byn 

m 


La  sorikne  des  deux  premiers  termes  de  la  racine  revenant 

à + ~~^VTni  Ie  carré  de  cette  somme  sera  rationnel  ; par 

conséquent  le  reste  qu’on  obtiendra  après  avoir  soustrait 
ce  carré  du  polynôme  sera  également  rationnel  ; et  en  divi- 
sant le  premier  terme  de  ce  reste  par  zaym,  on  obtiendra 
pour  le  troisième  terme  de  la  racine  une  quantité  de  la  forme 
c c 

ou  — ym.  On  verrait  de  même  que  le  quatrième  terme 

de  la  racine  doit  être  d’une  forme  semblable , et  ainsi  de 
suite.  Donc , quand  on  sera  parvenu  à un  reste  nul , on  aura 

b . c 


pour  la  racine  une  quantité  de  la  forme  (a- 


f-“+— +etc 


m m 


•)v'w* 


c’est-à-dire  le  produit  d’un  polynôme  rationnel  par  un  facteur 
irrationnel  provenant  seulement  de  la  racine  carrée  du  pre- 
mier terme  du  polynôme.  \ 

On  peut  obtenir  cette  racine  par  un  calcul  plus  simple  ; 
car,  si  l’on  multiplie  tout  le  polynôme  proposé,  dont  le  pre- 
mier terme  est  a‘m  , par  m , on  obtiendra  un  produit  dont 
le  premier  terme  sera  un  carré  ; la  racine  de  ce  produit  sera 
om-t-Z'-pc-f-  etc.  , et  en  la  divisant  par  \Zm  on  obtiendra  la 
racine  du  polynôme  proposé. 
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Considérons,  par  exemple,  le  trinôme  ax'  bx-f-c  ; le 
premier  terme  de  ce  polynôme  n’est  pas  un  carré , mais  sa 
racine  peut  être  exprimée  par  x\/a.  En  divisant  bx  par  2 xy/a, 

on  obtient  pour  le  second  terme  de  la  racine  ~ya  ; e*  en 


retranchant  de  bx  + c le  produit  de  ix\/a  -f- 


2 l/a 


par 


b , . 6’  , 

— — , on  obtient  le  reste  c — -7-.  Le  trinôme  ax 3 -+•  bx  c 
ly/a'  4 a 

n’est  donc  pas  un  carré  ; mais,  si  l’on  attribuait  aux  coefficients 
a , b , c , des  valeurs  numériques  susceptibles  de  vérifier  la  re- 
lation c — —■=  o,  ou  6*  =4 ac , ce  trinôme  aurait  une  ra- 

cine  rationnelle  par  rapport  à x,  qui  seraitx^/a-f-  . 

Si  Ton  multiplie  le  trinôme  proposé  par  a , le  produit  est 
a?x*-\-bax  -f-  ca.  En  prenant  la  racine  de  ce  produit,  on  ob- 
tient deux  termes  dont  la  somme  est  ax  + -,et  Ton  a un  reste 

2 


indépendant  de  x qui  est  ac — . Quand  ce  reste  est  nul, 

c’est-à-dire  quand  on  a A*=4«e,  la  racine  est  exacte,  et  en 
la  divisant  par  {/a  , on  trouve  pour  la  racine  de  a.r’-f-  bx-\-c 
la  même  valeur  que  précédemment. 


f 


\ 
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CHAPITRE  SIXIÈME. 

ÉQUATIONS  ET  PROBLÈMES  DU  SECOND  DEGRÉ. 


Résolution  des  équations  du  second  degré  à une 
inconnue.  x 

• . . •>  • •'  , I!"  ! I • > ■ /il 

481.  D’après  la  définition  que  nous  avons  donnée  du  degré 
d’une  équation  (n°  102) , les  équations  du  second  degré  à une 
inconnue  sont  celles  qui , sans  renfermer  l’inconnue  dans  les 
dénominateurs,  contiennent  cette  inconnue  élevée  au  carré, 
et  ne  la  contiennent  pas  à une  puissante  plus  haute.  Ces  équa- 
tions ne  peuvent  donc  renfermer  que  trois  sortes  de  termes; 
savoir  : des  termes  qui  contiennent  le  carré  de  Pinconnue  , 
des  termes  qui  contiennent  l’inconnue  sans  exposant , et  des 
termes  entièrement  connus.  Par  conséquent,  si  dans  une  équa- 
tion du  second  degré  à une  seule  inconnue  x , on  réunit  dans 
le  premier  membre  tous  les  termes  en  x’'  et  enr,  et  dans  le 
second  membre  tous  les  termes  indépendants  de  x,  et  si  l’on 
fait  les  réductions,  l’équation  sera  ramenée  à cette  forme  : 

Ci)  «*  -f-  bx  = c,  Ji.  *..i 

a,  b , c , étant  des  quantités  connues  numériques  ou  litté- 
rales. 

A • i.i  - 

» t . ' 

482.  Lorsque  l’équation  ne  renferme  pas  de  termes  affectés 

de  la  première  puissance  de  l’inconnue  , ou  lorsque  Pon 
trouve  en  faisant  les  réductions  que  ces  termes  se  détruisent, 
on  a b = o , et  l’équation  est  .... 

(a)  ax'  — c. 

a*  Édit.  1 1 
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Pour  résoudre  cette  équation , on  divise  les  deux  membres 
par  a ; il  vient 

(3) 

a 

Le  carré  de  l’inconnue  x devant  être  égal  à la  quantité 

Q 

connue  - , on  ne  pourra  prendre  pour  x que  l’une  des  racines 
£ 

carrées  de  - ; U faudra  donc  poser 


On  voit  par  là  que  l’équation  (2)  admet  deux  solutions  ; et  elle 
n’en  admet  que  deux , puisqu’une  quantité  a seulement  deux 
racines  carrées  (n°  166). 

Lorsque  le  quotient  de  la  division  de  c par  a est  positif , la 

r * 

formule  (4)  détermine  pour  x deux  valeurs  réelles.  Quand  - 

41 

est  une  quantité  négative,  les  valeurs  de  x sont  imaginaires 
( n°  166) , ce  qui  marque  que  l’équation  est  impossible. 

185.  On  pourrait  croire  que,  pour  déduire  1 a valeur  de  x de 
l’équation  (3) , il  faut  extraire  la  racine  carrée  de  chaque 
membre  ; et  que  , puisque  la  racine  carrée  de  x’  est  — x aussi 
bien  que  -f-  x , on  doit  écrire , en  désignant  pour  abréger 
le  second  membre  de  l’équation  par  b,  ±x~±\/b.  Mais  il 
faut  observer  que  l’inconnue  ayant  été  représentée  simple- 
ment par  la  lettre  x sans  aucun  signe  ou  avec  le  signe  -f-  , c’est 

la  valeur  de  x que  l’on  doit  chercher , et  non  pas  celle  de x. 

D’ailleurs , si  l’on  combine  de  toutes  les  manières  possibles  les 
signes  des  deux  membres  dans  l’équation  ±:  x =±  {/b , il  en 
résultera  ces  quatre  équations  : -f  4.*=  — 

— x=-f-  ÿb,  — x = — |/  by,  or  les  deux  dernières  se  dédui- 
sent des  deux  premières  en  changeant  les  signes  des  deux 
membres  ; l’équation  ±.  \/b  n’exprime  donc  rien  de 

plus  que  x=.  ± y/£. 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  SIXIÈME.  ,63 

184.  Lorsque  dans  l’équation  (i)  la  quantité  toute  connue  c 
est  nulle  , l’équation  devient 

ax  ‘ -f-  l>2 : = o, 

ou , en  mettant  x en  facteur  commun, 

' ' ^ ...*«'•*  I . » »* 

x{ax  b)  = o. 

On  aperçoit  immédiatement  qu'on  vérifie  la  dernière  équation 
en  posant  x = o ; et  on  la  vérifie  aussi  en  posant  ax-J-A=o , 

• b 

d ou  x = . , 

a 

. . \ j 

188,  Considérons  à présent  l’équation  complète  du  second 
degré 

ai’  bx  — c. 

\ 

En  divisant  les  deux  membres  par  le  coefficient  de  x\  et 
posant  poui  abréger  ^ y , on  obtient  l’équation 

plus  simple 

(5)  *a  + px  = q. 

. ...  , . * • V.‘  ».  , ,'1‘,  ' , 

Pour  ramener  la  résolution  de  cette  équation  à celle  djune 
équation  de  la  même  forme  que  l’équation  (3) , on  remarque 
que  le  premier  membre  x*-\-px  peut  être  considéré  comme 
la  somme  des  deux  premiers  termes  du  carré  d’un  binôme 
dont  le  premier  terme  est  x , et  dont  on  obtient  le  second 
terme  en  divisant  px  par  2x  , ce  qui  donne  \p  ; de  sorte  que 
ce  binôme  est  x-f-|p.  Comme  le  carré  de  x-{-\p  contient, 
outre  les  deux  termes  xa  -j-px , le  carré  de  \p  ou  \p  ' , on 
ajoute  j p’  aux  deux  membres  de  l’équation,  afin  d’avoir 
dans  le  premier  membre  un  carré  parfait.  L’équation  devient 
ainsi 

ar’4-px4-ip’  = ÿ-f-ip*,  ou  (r  + */,)•  ==  q + lp\ 

D’après  ce  quia  été  dit  dans  le  n°  182  , on  obtiendra  les  solu- 
tions de  l’équation  (x  + {pY  — q+  îp*  en  posant 


x + ip  — ± v/<?+ïPa  ’• 


II.. 
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d’où  en  transposant  le  ternie  p , 

(6)  x = -±p±  Vq  + ïP'- 

Il  résulte  d’ailleurs  de  ce  qui  a été  dit  dans  le  n°  482  , que 
les  valeurs  de  x données  par  cette  formule  sont  les  seules 
qui  puissent  vérifier  l’équation  (5). 

Ainsi , dans  toute  équation  du  second  degré,,  l1 inconnue 
admet  deux  valeurs,  et  elle  n’en  admet  que  deux  ; et  lorsque 
l’équation  est  ramenée  à la  forme  X* px=q,  on  obtient 
les  deux  valeurs  de  l’inconnue,  en  prenant  la  moitié  du 
coefficient  de  la  première  puissance  de  x en  signe  contraire, 
plus  et  moins  la  racine  carrée  de  la  somme  que  Von  forme  en 
ajoutant  au  carré  de  la  moitié  de  ce  coefficient  le  terme  indé- 
pendant de  x. 

Cette  règle  et  la  formule  (6)  qui  en  est  l’expression  algé- 
brique , s’appliquent  aux  cas  particuliers  que  nous  avons  pré- 
cédemment considérés.  Quand  on  suppose  /;==o , la  formule  (6) 
devient  x=±  [/q  ; quand  on  suppose  q= o , la  même  formule 
devient  x = — ÎP—  V {p%>  ce  qui  donne  x—otlx  = — p. 

Les  valeurs  d’une  inconnue  déduites  d’une  équation  du 
second  degré  sont  appelées  les  racines  de  l’équation. 

486.  Comme  il  importe  de  se  familiariser  avec  la  règle  ci- 
dessus  , nous  allons  l’appliquer  à quelques  exemples. 

4 , t5 

i*r  Exemple. H i = — : — . 

X I X + 2 

L’inconnue  entrant  dans  les  dénominateurs  , il  faut  d’abord 
les  faire  disparaître  ; à cet  effet,  on  multiplie  tous  les  termes 
par  le  produit  (x — i)(a:-f-2).  L’équation  devient 

l\x  -{-  8 -f-  x 4-f-  x — a = 1 5x  — 1 5. 

En  transposant  les  termes  et  réduisant,  on  trouve 

x*  — iox  = 21  ; 

on  en  conclut  alors , d’après  la  règle , 

x ==  5 ± l/a5  ,r-  ai  ; 
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d’où , en  effectuant  les  calculs  indiqués  , 

‘ ' x = 7 et  x = 3. 

2'  Exemple.  3x’  -f-  ix  — 56. 

On  commence  par  dégager  le  ternie  en  x*  de  son  coefficient, 
en  divisant  les  deux  membres  par  3 ; l’équation  devient  ainsi 

**  + !*  = V6, 

et  la  règle  donne 

* = - h ± ✓*+¥• 

En  effectuant  les  calculs,  on  trouve 


x = 4 et  x = — -—l 


3e  Exemple.  5x  — x’  = 4- 

Il  faut  changer  les  signes  des  deux  membres  , afin  que  le 
carré  de  l’inconnue  soit  affecté  du  signe  -f-.  L’équation  devient 
ainsi 


on  en  déduit 
ce  qui  conduit  à 


xs  — 5x  = — 4 ; 


x = 4 et  x = î. 


i 


. *♦  «i  ».  : 


4e  Exemple,  'jx*  — » i ix  = 23. 

En  agissant  comme  dans  le  2»  exemple , on  trouve 


x 


- d=  4 A11)’  _U  _ 

*4  V (i4r  ^ 7 


t 


Pour  effectuer  les  calculs , il  faut  d’abord  réduire  au  même 
dénominateur  les  deux  fractions  qui  sont  sous  le  radical.  Or, 
i4  étant  le  produit  de  7 par  2,  i4*  = 71  X 21;  donc,  si  l’on 
multiplie  les  deux  termes  de  la  seconde  fractiou  par  4X7» 
elle  aura  le  même  dénominateur  que  la  première.  On  trouve 
ainsi 
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ce  qui  revient  à 


1 1 


± y/  765 

•4 


La  racine  carrée  de  7 65  ne  peut  pas  s’obtenir  exactemen  t ; 
en  la  calculant  à moins  d’un  centième  , on  trouve  27,66;  il  en 
résulte  que  les  valeurs  de  x sont , à moins  d’un  centième  , 

1 • 

2,76  et  — 1,18. 

Si  l’on  prend , pour  la  racine  carrée  de  765  , le  nombre  27,66 
qui  est  aussi  la  valeur  approchée  de  cette  racine , à moins  d’un 
centième,  on  aura  pour  la  racine  négative  de  l’équation  — 1,19, 
et  cette  valeur  sera  approchée  à moins  de  » parce  que  la 
division  de  27,66 — 1 1 par  14  se  fait  sans  reste. 

5e  Exemple,  x1 — 3x  = — 4-  On  trouve 

« = | =t  v'i  — 4»  X J ±1  \/— 

Les  racines  sont  donc  imaginaires. 

Nous  nous  sommes  bornés  dans  ces  divers  exemples  à 
appliquer  immédiatement  la  règle  du  numéro  précédent  ; j. 
mais  on  pourrait  répéter  pour  chacun  d’eux  les  raisonnements 
que  nous  avons  employés  à l’égard  de  l’équation  xa4 px=q. 


187.  Nous  allons  à présent  résoudre  quelques  problèmes 
qui  conduisent  à des  équations  du  second  degré. 

i*r  Problème.  Un  marchand  vend  un  objet  1 1 louis , et  à ce 
prix , il  gagne  autant  pour  cent  que  Vobjet  lui  a coûté.  Quel 
était  le  prix  d achat  ? 

Soit  x le  prix  que  le  marchand  a payé  : le  gain  qu’il  fait 

T3 

sera  le  quatrième  terme  de  la  proportion  100  ; x * J . 

On  devra  donc  avoir 


./ 

àc 


1 1. 


Les  racines  de  cette  équation  sont 

x = 1 o et  x ~ — 11  o. 
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La  valeur  positive  x = 10  fait  connaître  que  le  prix  d’achat 
est  10  louis.  Il  est  facile  de  vérifier  l’exactitude  de  cette  solu- 
tion ; car  si  le  marchand  gagne  10  pour  no  sur  le  prix  d’a- 
chat , il  gagnera  ~-^10  louis , ou  1 louis  ; le  prix  de  vente 

devra  donc  être  1 1 louis , ce  qui  est  conforme  à l’énoncé. 

La  valeur  négative  x = — 1 1 0 est  tout-à-£ait  étrangère  à la 
question  ; car  si  l'on  change  x en  — x dans  l’équation,  elle 

y* 

devient  — x rs  1 1 , et  il  n’y  a aucun  changement  dans 

l’acception  des  quantités  connues  ou  inconnues  qui  puisse 
conduire  à un  énoncé  conforme  à cette  nouvelle  équation. 

a*  Problème.  Deux  marchands  vendent  du  drap  à des  prix 
différents  j le  premier  vend  3 aunes  de  plus  que  le  second , et. 
les  produits  qu’ils  en  tirent  forment  ensemble  35o  fr.  Le  pre- 
mier marchand  dit  au  second  j'aurais  retiré  ia5  fr.  du 
nombre  d’aunes  que  vous  avez  vendues.  Le  second  répond  : et 
moi  j’aurais  retiré  2^0  fr.  de  ce  que  vous  avez  vendu.  Com- 
bien tf  aunes  chaque  marchand  a-t-il  vendu  ? 

Désignons  par  x le  nombre  d’aunes  que  le  second  marchand 
a vendues , le  premier  en  aura  vendu  x + 3.  Celui-ci  aurait 
reçu  125  fr.  pour  x aunes,  donc  il  recevait  pour  une  aune 
1 a5fr- 

; et  comme  il  a vendu  x -f-  3 aunes , il  a retiré  de  cette 

x 

i î)5[  cc  3 ) 

vente . Le  second  marchand  aurait  reçu  240  fr. 

pour  x -f-  3 aunes  , donc , pour  une  aune  , il  recevait  - ; 

X «J 

et  comme  il  a vendu  * aunes , il  a retiré  de  sa  vente  — 

*-+-3., 

Ou  a donc 


a4o*  >a5(x  -f-‘3) 


x-f-3 

Cette  équation  devient  par  les  réductions 
x*  — zox  -f-  75  = 1 


= 35o. 
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et  les  racines  sont 

x = i5  et  x = 5. 


Le  problème  admet  donc  deux  solutions  s suivant  l’une , le 
premier  marchand  a vendu  i5  aunes,  et  le  second  en  a 
vendu  18;  suivant  l’autre  solution,  le  premier  marchanda 
vendu  5 aunes , et  le  second  en  a vendu  8. 

3'  Problème.  On  a acheté  plusieurs  aunes  de  drap  pour 
54o  fr.  ; si  l’on  avait  reçu  pour  la  même  somme  trois  aunes 
de  plus,  V aune  aurait  coûté  i5  fr . de  moins.  Combien  a-t-on 
acheté  d’aunes  ? 

Désignons  par  x le  nombre  cherché  , l’aune  aura  coûté 

g /f 

— - — ; si  l’acheteur  avait  eu  x -f-  3 aunes  pour  54o  fr. , l’aune 
, . i 54of 

lui  serait  revenue  a - ; et  puisqu’elle  eût  alors  coûté 

OC  -f-  j 

i5  fr.  de  moins  que  dans  le  .premier  cas , il  faut  que  l’on  ait 
54o  54o  ’ 

ï+3  = "ï-  ~ ,5’ 

• • *•...*.  . . ' **sVi  * * 

En  faisant  les  réductions  , on  trouve 


x*  -}-  3ar  = 108;  • , 

d’où  l’on  tire 

x ~ g et  x z=  — 12. 

La  valeur  positive  x—  9 satisfait  à la  question,  et  il  est 

aisé  de  le  vérifier.  Quant  à la  valeur  négative  x — 12 , elle 

fait  connaître  que  le  nombre  12  serait  une  solution  , si  l’on 
modifiait  la  question  de  manière  qu’elle  se  traduisît  par  l’é- 
quation 


54o 

— x-f-3 


— x 


■■  54o  54o 

x—3~  x + 


i5. 


Il  faudrait  alors  énoncer  le  problème  comme  il  suit  : 
On  a acheté,  plusieurs  aunes  de  drap  pour  540  fr.  ; si  pour 
le  même  prix  on  avait  eu  3 aunes  de  moins , l’aune  aurait 
coûté  i5  fr.  de  plus.  Combien  a-t-on  eu  d’aunes  ? 

Pans  ce  cas , les  deux  valeurs  de  x seraient  -+•  12  et  — 9, 


; 
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Examen  des  particularités  relatives  aux  équations 
du  second  degré. 

188.  Lorsqu’une  équation  du  second  degré  est  ramenée 
à la  forme  x%  -\-px  = q , il  peut  se  présenter  pour  les  signes 
de  p et  q les  quatre  cas  suivants  : i°.  p et  q positifs  ; 2 °.  p né- 
gatif et  q positif;  3°.  p positif  et  q négatif;  4°-  P et  1 ue“ 
gatifs. 

Pour  rendre  ces  différentes  combinaisons  de  signes  plus 
manifestes , on  peut  rapporter  les  équations  du  second  degré 
aux  quatre  équations  ci-après  : 

x“  + px  ~ q,  x 1 — px  — <7, 
x*  -J-  px  — — q , X*  — px  — — q ; 

de  cette  manière  p ai  q seront  toujours  des  quantités  posi- 
tives. Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  chacune  des 
équations  ci-dessus  comprend  toutes  les  équations  du  second 
degré , lorsqu’on  n'établit  aucune  restriction  à l’égard  des 
quantités  p et  q. 

Considérons  d’abord  l’équation 

(1)  x*  -f  px  = q. 

Les  racines  sont  données  par  la  formule 

(2)  X — — { p ± V\P'  + 1- 

La  quantité  \p%  -f-  q est  positive , puisqu’elle  est  la  somme  de 
deux  quantités  'positives  ; et  la  racine  carrée  de  cette  somme 
est  plus  grande  que  ~ p.  Donc  les  deux  racines  de  l’équation  (1) 
sont  réelles  ; l’une  d’elles  est  positive  et  l’autre  est  négative. 
Passons  à l’équation 

(3)  x*  — px  = q. 

Les  racines  de  celte  équation  peuvent  se  déduire  de  la  for- 
mule (2)  en  y changeant  p en  — p , ce  qui  donne 

(4)  x = ±p  db  VhPx  + q- 


Digitized  by  Google 


i jo  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D’ALGÈBRE. 

Le  radical  étant  le  même  que  dans  la  formule  précédente,  sa 
valeur  est  encore  réelle  et  plus  grande  que  j/».  Par  suite  les 
racines  sont  réelles;  l’une  est  positive  et  l’autre  est  négative. 

Pour  l’équation 

(5)  x%  -f-  px  = — q 

les  racines  peuvent  se  déduire  de  la  formule  (a)  en  y chan- 
geant q e a — q,  ce  qui  donne 

(6)  x = — ip  ±.  V ïp'  — q- 

Lorsque  l’on  a q < \p%,  on  obtient  pour  x deux  valeurs 
réelles,  et  comme  la  racine  carrée  de  \p* — q est  moindre 
que  îp,  ces  valeurs  sont  toutes  deux  négatives. 

On  peut  reconnaître  à l’inspection  de  l’équation  qu’elle  ne 
saurait  être  vérifiée  par  aucune  valeur  positive  de  l’inconnue  ; 
car  pour  une  semblable  valeur , le  premier  membre  étaut 
positif,  il  ne  peut  pas  être  égal  au  second  membre  qui  est 
négatif. 

Lorsque  l’on  a q=  ^ p * , la  formule  (6)  ne  donne  pour  x 
qu’une  seule  valeur , x — — j p.  On  dit  alors  que  les  deux 
racines  sont  égales.  Dans  ce  cas  l’équation  (5)  qui  est. . . 
x1  -f- px  — — i /?’ , peut  être  écrite  comme  il  suit  : 

x'  + px  + JP1  = o , ou  (*+ip)»  = o. 

Par  là  il  devient  manifeste  qu’elle  n’admet  que  la  seule  solu- 
tion x — — ~p. 

Lorsque  l’on  a q > le  radical  \/ — q est  imagi- 
naire, et  l’on  doit  en  conclure  qu’il  n’existe  aucune  valeur 
réelle  de  l’inconnue  qui  puisse  vérifier  l’équation. 

On  peut  rendre  cette  conclusion  manifeste  dans  l’équation 
en  y introduisant  la  condition  q^>îp*-  A cet  effet  on  pose 
q = \p*  -f-  r , r désignant  une  quantité  positive.  En  substi- 
tuant cette  valeur  de  q dans  l’équation , et  faisant  passer  tous 
les  termes  dans  le  premier  membre , il  vient 

x'-\-px  4-  jpl  +rs=o,  ou  (x+  ~p)*  -\-r= o. 
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Or,  pour  toute  valeur  réelle  de  x , la  quantité  (x  -f-  ~ p)“  est 
positive,  et  puisque  r est  aussi  une  quantité  positive  , le  pre- 
mier membre  ne  peut  pas  être  nul.  L’équation  ne  peut  donc 
être  vérifiée  par  aucune  quantité  réelle. 

Considérons  enfin  l’équation 

(7)  x'  — px  = — q. 

Pour  obtenir  les  racines  de  cette  équation , il  suffit  de  rem- 
placer dans  la  formule  (6)  p par  — p , ce  qui  doune 

(8)  x—'-p+\/  i/>’  — q. 

Lorsque  l’on  a q < \P‘  » les  deux  valeurs  de  x sont  réelles, 
et  elles  sont  toutes  deux  positives.  L’inspection  de  l’équation 
fait  aussi  connaître  que  les  valeurs  de  l’inconnue  ne  peuvent 
pas  être  négatives. 

Quant  aux  cas  où  l’on  a , dans  la  formule  (8) , q — '-p2 , ou 
q <\p% , ils  donnent  lieu  à des  observations  semblables  à 
celles  que  nous  avons  faites  en  considérant  l’équation  (5). 

189.  Il  est  quelquefois  utile  de  réunir  les  termes  connus  et 
inconnus  d’une  équation  du  second  degré  dans  le  premier 
membre , l’équation  se  présente  alors  sous  la  forme 

(9)  ax*  •+■  bx  + c = o. 

Pour  obtenir  les  racines  de  cette  équation , il  suffit  d’appli- 
quer la  règle  ordinaire  , après  avoir  divisé  les  deux  membres 
par  a,  et  transporté  le  terme  connu  dans  le  second  membre  ; 
on  trouve  ainsi 

b_  / b'  c 

?,a  V 4a>  a’ 

et  en  réduisant , 

. . — b dl  ÿ'  b* — kac 

(xo)  x = — 2_. 

ia 

On  voit  par  cette  formule  que  suivant  que  l’on  a b * — 4acÜ>°» 
b 1 — 4ÛC  = 0 1 b1  — 4ac  <[  o,  les  racines  sont  réelles  et  iné- 
gales, égales,  ou  imaginaires  : c’est  aussi  ce  que  l’on  déduirait 
de  ce  qui  a été  dit  dans  le  numéro  précédent.  Quant  aux 
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signes  des  racines  : si  a et  c ont  des  signes  contraires  , la  va- 
leur du  radical  sera  numériquement  plus  grande  que  b ; par 
conséquent  les  deux  racines  auront  des  signes  contraires.  Si  a 
et  c sont  des  quantités  de  même  signe , la  valeur  du  radical 
sera  numériquement  moindre  que  b ; par  conséquent  les 

deux  racines  auront  l’une  et  l’autre  le  signe  de  — 


190.  Quand  on  fait  dans  la  formule  ( i o)  a — o , la  première 
racine  x = ^ ^ ^ 4ac' 


se  réduit  au  symbole  -,  et  la 


seconde  racine  x 


__ z,_y/V— 4. 


la 


aC  devient  — — . Si  l’on 
o 


introduit  cette  hypothèse  dans  l’équation , elle  devient 
bx  -\-c=o , et  elle  donne  pour  l’inconnue  une  seule  valeur 

finie , x — — — . Il  semblerait  donc  que  la  formule  (10)  n’est 

pas  applicable  au  cas  que  nous  examinons.  Cependant  la  va- 
leur déterminée  que  l’on  tire  de  l’équation  peut  se  déduire 

1 1,  — — 4 ac  . „ 1*1*, 

de  l expression - 2 — ; car , si  1 on  multiplie  les 


deux  termes  de  cette  fraction  par  b -f-  \/ b'  — 4 ac , le  nu- 
mérateur devient — 4oc*  on  peut  alors  supprimer  dans  les 
deux  termes  le  facteur  2 a , ce  qui  réduit  la  fraction  à 


— 2C  > _ 

7 / ■■■  et  quand  on  fait  dans  celle-ci  a=o,  on  obtient 

0 -f-  y b * — 4 ac 

c 

~b~ 


Quant  à la  valeur  infinie  de  x,  elle  fait  connaître  que,  si 
l’on  formait  sur  les  données  des  suppositions  telles  que  la 
quantité  a s’approchât  de  plus  en  plus  de  zéro,  et  pût  devenir 
aussi  voisine  qu’on  le  voudrait  de  cette  limite  , la  valeur  de  x 


. . — b — y b* — Lac  ... 

expnmee  par - — augmenterait  de  plus  en  plus, 

et  pourrait  s’élever  au-dessus  de  toute  grandeur  assignable. 
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Cette  conclusion  peut  aussi  être  tirce  directement  de  l’équa- 
tion. Pour  le  faire  voir , divisons  les  deux  membres  par  x‘  ; il 
viendra 


c 


équation  qu’on  peut  écrire  ainsi  : 

<")  i(4  + £)=-„; 

Il  est  clair  que  toute  valeur  de  x différente  de  zéro  et  de 
l’infini  qui  vérifiera  l’équation  (n),  vérifiera  aussi  l’équation 
ax * -f -bx  -4-  c = o , et  la  réciproque  est  également  vraie. 

Cela  posé , concevons  que  l’on  fasse  croître  x positivement 

ou  négativement,  de  manière  que  le  signe  de  X - soit  con- 
traire à celui  de  a ; à mesure  que  x augmentera  , - diminuera , 

x 

et  quand  la  valeur  de  x sera  très  grande,  le  facteur  6 + — 

x 

aura  une  valeur  très  peu  différente  de  b ; en  même  temps,  le 

facteur^  aura  une  très  petite  valeur  ; donc  le  premier  membre 

de  l’équation  (n)  aura  lui-même  une  valeur  très  petite. 
Nommons  « la  valeur  que  prend  le  premier  membre  de  l’é- 
quation (n)  lorsqu’on  fait  x — G , la  valeur  numérique  de  C 
pouvant  être  supposée  aussi  grande  qu’on  le  voudra.  Si  l'on 
conçoit  que  x , sans  changer  de  signe,  passe  par  tous  les  états 
de  grandeur  entre  G et  l’infini,  le  premier  membre  de  l’équa- 
tion (n)  passera  nécessairement  par  tous  les  états  de  gran- 
deur entre  a et  zéro  ; de  sorte  que  , si  la  quantité a est 

comprise  entre  a et  zéro,  l’équation  sera  vérifiée  par  une 
valeur  de  a:  comprise  entre  G et  l’infini.  Donc,  pour  les  valeurs 
de  a qui  tendent  indéfiniment  vers  la  limite  zéro , l’équation 
admet  une  racine  dont  la  valeur  numérique  converge  vers 
l’infini. 
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On  déduit  également  de  l’équation  (i  i)  la  racine  — car, 

lorsqu’on  fait  dans  cette  équation  a — o , elle  est  vérifiée  en 

c c 

posant  b -f-  - = o , d’où  x = — 

191.  Lorsque  l’on  suppose  à la  fois  a = o et  4 = o,  les 
deux  valeurs  de  x exprimées  par  la  formule  (iO)  se  réduisent 
l’une  et  l’autre  au  symbole  f . D’un  autre  côté  , si  l’on  intro- 
duit dans  l’équation  les  suppositions  a = o , b — o,  elle 
devient  c = o ; par  conséquent , elle  ne  peut  être  vérifiée  par 
aucune  valeur  finie  de  x.  La  formule  ( i o)  conduit  à la  même 
couclusion  quand  on  applique  à chacune  des  valeurs  qui  y sont 
comprises  la  transformation  dont  nous  avons  fait  usage  dans  le 


numéro  précédent  : la  première  valeur  x 
devenant,  comme  on  l’a  vu, 


ac 


b- f-  \/  b * — 4<jc 


— ô-f-  y/  b'1 — 4 ac 

2a 

on  trouve  en 


faisant  «=c o,  b=o  , qu’elle  se  réduit  à — ^ ; la  seconde 
valeur  x — \Zh*—^ac 


devient 


o 

— 2C 


et  en 


2a  b — y'  Â’ — 4ac  ’ 

faisant  dans  la  dernière  fraction  a = o,  b—  o,  on  obtient 


aussi  — 


2 c 


192.  Lorsque  l'on  a en  même  temps  a—o,  b = o,  c=o, 
l’équation  (g)  devient  une  identité  ; ainsi  les  valeurs  de  l’in— 
connue  sont  complètement  indéterminées.  Si  l’on  introduit 
ces  suppositions  dans  les  expressions  générales  des  valeurs 
de  x transformées  comme  ci-dessus , elles  donnent  l’une  et 
l’autre  x s §. 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  SIXIÈME 


*75 


Décomposition  du  trinôme  x*  H-  px  -J-  q en  deux 
facteurs  du  premier  degré.  — Propriétés  des  racines 
de  l’équation  x*  -4-  px  -f-q  = o. 


193.  L’existence  de  deux  solations  pour  une  équation  du 
second  degré  , tandis  qu’une  équation  du  premier  degré  n’en 
a généralement  qu’une  seule  , est  un  fait  digne  de  fixer  l’at- 
tention. On  a vu  que  ce  fait  tient  à ce  que  la  racine  carrée 
d’une  quantité  a deux  valeurs  ; mais  on  peut  aussi  l’expliquer 
par  d’autres  considérations  qui  se  reproduiront  d’une  manière 
plus  générale  dans  la  théorie  des  équations  de  tous  les  degrés. 

Reprenons  ^équation 

**  4-  px  + q = o. 

Afin  de  compléter  dans  le  premier  membre  le  carré  dont  les 
deux  premiers  termes  sont  x2 -px,  ajoutons  à ces  termes 
jp”,  et  retranchons  ensuite  la  même  quantité,  pour  ne  rien 
changer  à l’équation  Le  premier  membre  sera  alors  exprimé 
comme  il  suit  : 


x*  4-  Px  4-  ip'  - ïp ' 4-  q- 

Cette  dernière  expression  peut  être  écrite  ainsi  : 

(a)  ( X + ’;P)'  - dp'  - q). 

D’ailleurs  on  sait  que  la  différence  des  carrés  de  deux  quan- 
tités est  égale  au  produit  de  la  somme  de  ces  quantités  par- 
leur différence.  L’expression  (a)  équivaut  donc  à la  suivante  : 

(3)  (*  4- ïp  4-  VTF--ÎX*  4-i/>  — V'{p‘—q)‘ 

Il  suit  de  là  que  l’équation  (i)  peut  être  mise  sous  cette 
forme 

(*4-s/>4-  Vip'— ?)(*  + ïz>—  V'îp'~q)=  o- 

Or  il  est  clair  que  , pour  qu’un  produit  devienne  nul , il  suffit 
et  il  faut  qu’un  de  ses  facteurs  soit  égal  à zéro.  On  obtiendra 
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donc  les  valeurs  de  l’inconnue  x,  en  résolvant  les  deux  équa- 
tions du  premier  degré 

'*  +'*P  + y/ïP'  — q = 0,  X + ip  — y/ip'  — q = o- 
ce  qui  donne  les  solutions  qu’on  a trouvées  précédemment, 
savoir  : 

* — — r = -ï^+  VxP'  — q- 

De  cette  manière  on  voit  encore , comme  dans  le  u°  188  , que 
l’équation  du  second  degré  n’admet  pas  plus  de  deux  solu- 
tions. 

194.  Les  calculs  que  nous  venons  d’exposer  prouvent  en 
outre  cette  proposition  , qui  est  d’un  usage  fréquent. 

Le  trinôme  x’  + px  -f-  q est  le  produit  de  deux  facteurs 
du  premier  degré  par  rapport  à x , que  Von  forme  en  retran- 
chant de  x chacune  des  racines  de  V équation  x*  + px  + q=o. 

198.  Pour  que  le  trinôme  x3-\-px-\-q  puisse  être  considéré 
comme  la  différence  de  deux  carrés , il  faut  que  la  quantité 
-p*  — q soit  positive.  Lorsque  cette  quantité  est  nulle  , on  a 
q — \ />%  et  Ie  trinôme  est  x*+px  -\-tp3 , ou  {x+ïp)(x+'iP)- 
ce  qui  s’accorde  avec  la  proposition  ci-dessus  , puisque , dans 
ce  cas  , les  deux  racines  de  l’équation  xa  -4- px  -f.  q ~ o sont 
égales  l’une  et  l’autre  à — \p  (n°  188).  Lorsque  la  quantité 
\p'  — q est  négative , le  trinôme  x3  - f-px+q  peut  être  mis 
sous  la  forme  (#+  ’^p)3  -f-  r , r étant  une  quantité  positive 
égale  à la  valeur  absolue  de  \p — q (n°  188)  -,  si  l’on  vou- 
lait le  décomposer  en  facteurs , comme  on  le  voit  dans  l’ex- 
pression (3) , on  n’obtiendrait  que  des  facteurs  imaginaires. 

196.  Voici  des  exemples  relatifs  aux  diverses  transforma- 
tions des  trinômes  du  second  degré. 

i"  Exempi.e.  x “ — qx  -f-  î o. 

En  posant  1 équation  x3  — qx  -J-  i o = o , on  trouve  pour 
les  racines  x = 5 et  x = a.  On  en  conclut  l’égalité  qui  suit  : 

**  — 7*+  io  = (x—-2)(x—5). 
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2*  Esebiple.  3x’  — 5x  — 2. 

En  égalant  ce  trinôme  à zéro,  après  l’avoir  divisé  par  3, 
on  obtient  l’équation  x*  — f x — f = o ; les  racines  de  cette 
équation  étant  x=2  etx  == — j , ou  en  conclut  que 

3x’  — 5x  — a = 3(x — a)(x  -f-  ^)  = (x  — a)(3x  +1). 

3'  Exemple.  x“  -f-  5x  -f-  3. 

En  opérant  comme  dans  le  premier  exemple  , on  trouve 
x*  + 5x  + 3 = (x+  i l/i3)(x-f.  2 + i 

4*  Exemple.  /\x*  — 4X  + >• 

Les  racines  de  l’équation  x* — x -f-  J — o étant  toutes  deux 
égales  à ; , on  en  conclut  que 

4x*  — 4x  + 1 = 4(x  — ;)*  = (ax  — 1)’. 

5e  Exemple,  x’  — 5x  4-  7. 

Les  racines  de  l’équation  x* — 5x-f*7=o  sont  x=|rt: 

On  en  conclut  que 

**  — 5x+7=(x-|)*  + 2. 

» V 

On  peut  aisément  vérifier  à posteriori  toutes  les  égalités 
que  nous  avons  obtenues  dans  ces  exemples.  On  parv  ient  aussi 
directement  à ces  égalités  par  des  opérations  analogues  à 
celles  qu’on  a exécutées  dans  le  n°  493. 

497.  Les  transformations  précédentes  sont  principalement 
utiles  quand  on  veut  connaître  les  valeurs  de  x qui  rendent 
- un  trinôme  du  second  degré  positif  ou  négatif.  Supposons, 
par  exemple , que  l’on  demande  quelles  valeurs  il  faut 
donner  à x pour  que  le  trinôme  x“ — 7X  -f-  10  soit  positif. 
Ce  trinôme  étant  égal  à (x  — 2)(x  — 5)  , il  faudra , pour 
qu’il  soit' positif , que  les  facteurs  x — 2 etx — 5 soient  tous 
deux  positifs  ou  tous  deux  négatifs.  Il  en  résulte  qbe  l’on  peut 
donner  à x toutes  les  valeurs,  à l’exception  de  celles  qui  sont 
comprises  entre  2 et  5.  Lorsque  le  trinôme  proposé  est  un 
carré,  il  est  positif  pour  toutes  les  valeurs  positives  et  néga- 
2*  Édit.  1 2 
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tives  de  x , et  il  peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur 
entre  zéro  et  l’infini.  Lorsque  le  trinôme  peut  être  mis  sous 
la  forme  (x -4 -\p)‘  -f-  r,  la  quantité  r étant  positive,  ce  tri- 
nôme est  encore  positif  pour  toutes  les  valeurs  positives  et 
négatives  de  x,  et  il  peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur 
compris  entre  r et  l’infini;  mais  il  ne  peut  prendre  aucune 
valeur  inférieure  à r. 

198.  En  nommant  x'  et  x"  les  racines  de  l’équation 
x*  + P*  -+■  q — o , on  a , par  la  proposition  du  n°  194 , 

x*  +PX  + q = (x  — x')(*  — x'). 

En  effectuant  la  multiplication  de  x — x'  par  x — x",  il  vient 

Xa  + px  4-  q = xa  — (x'  -f  x")x  -f-  x'x"  ; 

comme  cette  dernière  égalité  a lieu  quelle  que  soit  la  valeur 
de  x , il  s’ensuit  que  l’on  a 

•A 

x'  -f  x"  = — p , x'x"  = q. 

Ainsi , dans  une  équation  du  second  degré  ramenée  à la 
forme  *a-f-px-f  q = o,  la  somme  des  deux  racines  est  égale 
au  coefficient  de  la  première  puissance  de  x pris  en  signe 
contraire,  et  le  produit  des  racines  est  égal  au  terme  indé- 
pendant de  x. 

On  peut  aussi  parvenir  immédiatement  à ces  conséquences, 
au  moyen  des  expressions  connues  des  racines,  savoir  : 

x'^—îp+VïP'  — q,  *•=  — $/>— t/j  P'  — q. 

On  déduit  de  là  le  moyen  de  connaître  , à l’inspection  d’une 
équation  du  second  degré , quels  sont  les  signes  de  ses  ra- 
cines. Si  le  terme  indépendant  de  l’inconnue,  qui  est  le  pro- 
duit des  racines,  est  négatif,  les  racines  doivent  avoir  des 
signes  contraires  ; et  puisque  leur  somme  doit  être  égale  au 
coefficient  de  la  première  puissance  de  x , il  faut  que  la 
racine  qui  a la  plus  grande  valeur  numérique  soit  affectée  du 
signe  contraire  à celui  de  ce  coefficient.  Quand  le  terme  in- 
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dépendant  de  l’inconnue  est  positif,  les  racines,  si  elles  sont 
réelles,  doivent  avoir  le  même  signe,  et  leur  signe  doit  être 
contraire  à celui  du  coefficient  de  la  première  puissance  de  x. 
Ces  conséquences  s’accordent  avec  ce  qtt’on  a vu  dans  le 
n1»  188. 

199.  Proposons-iùjus  maintenant  cette  question  que  l’on 
rencontre  assez  souvept.  • 

Trouver  deux  nombres  dont  la  somme  soit  égale  à un 
nombre  donné  p,  et  dont  le  produit  soit  égal  à un  autre  nombre 
donné  q. 

D’après  les  relations  que  nous  venons  de  reconnaître  entre 
les  coefficients  de  l'équation  du  second  degré  et  les  racines, 
les  nombres  demandés  seront  les  racines  de  l’équation 
x1  — px-\-q~  o. 

On  peut  aussi  parvenir  directement  à cette  équation  ; car 
si  l’on  représente  l’un  des  deux  nombres  par  x , l’autre  sera 
p — x , et  l’on  devra  avoir 

x(p  — x)  = q,  d’où  ar*  — px  -f-  q ±=  o. 

Cette  équation  donne 

x — *p±  V iP'  > 

et  l’on  en  conclut 

P — x = \p  + \/\p‘  — 

On  voit  que  les  deux  valeurs  de  x donnent  les  deux  nombres 
demandés.  On  pouvait  d’ailleurs  prévoir  qu’il  en  serait  ainsi, 
puisque  x ne  désigne  pas  plutôt  l’on  de  ces  nombres  que 
l’autre. 

Pour  que  la  question  soit  possible  , il  est  nécessaire  que 
l’on  ait  q <±/>*  ou  q~\p'.  Si  l’on  avait  q > \p% , les 
valeurs  de  x seraient  imaginaires. 

1}  suit  de  là  que  le  plus  grand  produit  qu’on  puisse 
former  avec  deux  nombres  qui  doivent  donner  une  somme 
connue  p,  est  le  carré  de  la  moitié  de  cette  somme. 

12.  . 
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* 

La  démonstration  de  ce  tbe'orème  peut  encore  être  faite 
comme  il  suit.  En  représentant  l’un  des  deux  nombres  par 
ip+z,  l’autre  sera  ~p — z,  et  le  produit  de  ces  nombres 
sera  {p*  — a1;  or,  la  quantité  '-p* — z*  ne  peut  jamais  être 
plus  grande  que  ip',et  elle  n’est  égale  à {p1  que  lorsqu’on 
suppose  z — o , auquel  cas  les  d’eux  nombres  sont  égaux  l’un 
et  l’autre  à {p.  On  voit  en  outre,  par  cette  explication  , que  si 
les  deux  facteurs  variaient,  le  produit  varierait  et  s'approche- 
rait d’autant  plus  de  la  limite  que  la  différence  des  fac- 
teurs serait  plus  petite. 

Des  équations  trinômes  réductibles  au  second  degré. 

— Réduction  de  l’expression  \/a4-  \/b  à la 
forme  \/p  + v/q. 

800.  Une  équation  du  quatrième  degré' qui  ne  contient  ni 
la  troisième  puissance  de  l’inconnue , ni  la  première , peut 
toujours  être  ramenée  à la  forme  > ■ - 

(1)  Z4  -f  pz*  -f-  q =■  o.  J. 

Si  l’on  pose  za  =y,  il  vient 

(2)  y'+pj  + q = o. 

On  tire  de  cette  dernière  équation  . 


et,  d’après  la  relation  za==y,  on  voit  que  toutes  les  racine* 
de  l’équation  (i)  sont  comprises  dans  la  formule 

(4)  z = — V —ip±  \/'-xp-  — q. 

On  obtient  ainsi  pour  l’inconnue  z quatre  valeurs  qui  sont 
deux  à deux  égales  et  de  signes  contraires. 

Quand  les  valeurs  de  y données  par  la  formule  (3)  sont 
réelles  et  positives,  les  quatre  valeurs  de  z sont  réelles.  Quand 
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une  .des  valeurs  de  y est  négative,  l’autre  étant  positive  , deux 
des  valeurs  de  * sont  imaginaires , et  les  deux  autres  sont 
réelles.  Enfin , lorsque  les  deux  valeurs  de  y sont  négatives 
ou  imaginaires , les  quatre  valeurs  de  z sont  imaginaires. 

t * ‘ 

SOI.  Considérons  encore  l’équation  trinôme 
(5)  z’m  -J-  pzm  + q = o ; 

m désignant  un  nombre  entier  positif  quelconque. 

Si  l’on  pose  zm  =y,  il  vient  y*  -f-  pjr  + q = o ; d'où 

jr  — — îp  — V\p'-~q- 

On  vérifiera  donc  l’équation  (5)  en  posant 

m , 

(6)  Z =z\/—{p  ±L  V\p%  — ?• 

Quand  m est  un  nombre  pair,  chaque  valeur  positive  de  y 
fournit  pour  z deux  valeurs  réelles  de  signes  contraires  , les 
valeurs  négatives  de  y ne  fournissent  pour  z aucune  valeur 
réelle.  Quand  m est  un  nombre  impair , chaque  valeur  réelle 
dey,  positive  ou  négative  , fournit  une  valeur  réelle  pour  z , 
et  n’en  fournit  qu’une  seule. 

On  verra  dans  la  suite  que  les  équations  représentées  par  la 
formule  (5)  admettent,  outre  les  racines  qu’on/obtient  par  les 
règles  relatives  au  second  degré,,  d’autres  racines  qui  sont 
toutes  imaginaires.  Mais  nous  n’avons  ici  en  vue  que  les  ques- 
tions pour  lesquelles  il  suffit  d’avoir  égard  àux  racines  réelles  ; 
et  sous  ce  rapport,  la  résolution  de  l’équation,  telle  que  nous 
venons  de  la  présenter,  est  complète. 

202.  Les  racines  d’une  équation  du  quatrième  degré  réduc- 
tible au  second  se  présentent  ordinairement  sous  la  forme 
\/a  ± \/b  , a et  b désignant  des  quantités  cominensurables, 
et  y b étant  incommensurable.  Or,  le  carré  de  l’expression 
1/ p àz  J/  q étant  p + q ± 2 \/ pq , ce  carré  est  composé , 
comme  l’expression  a±  [/b , d’une  partie  rationnelle  et  d’une 
partie  irrationnelle.  Par  conséquent,  la  racine  cariée  d’une 
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quantité  de  la  forme  a±  {/b  peut  être  quelquefois  exprjiue'e 
par  la  somme  de  deux  radicaux  du  secoud  degré. 

* ‘ Pour  reconnaître  dans  quel  cas  cette  réduction  est  possible  , 
et  comment  on  peut  alors  trouver  l’expression  simplifiée  de  la 
raciue , posons  l’équation  • 

(7)  V<*+  Vb 

x et  y étant  des  quantités  inconnues  pour  lesquelles  il  s’agit 
d’obtenir  des  valeurs  commensurables. 

Si  l’on  élève  les  deux  membres  au  carré  , on  trouve 

a+  V^—x~Yy-\~ 2 V xJi  d’où  2 y/ xy=a — x-y-\-  {/b  ; 
en  élevant  de  nouveau  les  deux  membres  au  carré  , il  vient 

= («  — x — J'Y  + * + — x —y)  y/l>. 

Comme  le  premier  membre  de  la  dernière  équation  est  une 
quantité  commensurable , puisque  x et  y doivent  être  corn— 
mensurablcs,  il  faut  que  le  second  membre  soit  aussi  coin— 
mensurable , ce  qui  exige  que  l’on  ait 

a — x — y ~ o , d’où  x -4 - y = a. 
L’équation  ci-dessus  se  réduit  alors  à 

kxy  = a b ; d’où  xy  — \b. 

Il  suit  de  là  que  les  valeurs  de  x et  de  y sont  les  deux  racines 
de  l’équation  a*  — az  + \b  =xO  (n°  199)  ; donc  ' 


Pour  que  ces  valeurs  soient  commensurables , il  faut  que  la 
quantité  a* — b soit  un  carré  parfait.  Quand  cette  condition 
sera  remplie,  et  seulement  dans  ce  cas , la  réduction  demandée 
sera  possible.  Alors  on  trouvera,  en  reportant  dans  l'équa- 
tion. (7)  les  valeurs  ci-dessus  de  x et  de  y, 

(8)  = v/^p  + v/sp^. 
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On  aurait  obtenu  les  mêmes  valeurs  de  x et  dcj~,  si,  au 
lieu  de  l'équation  (7),  on  avait  considéré  l’équation.... 

V a — Vb—  [/x—  \/j-  ainsi , à la  formule  (8) , on  peut 
joindre  la  suivante  : 

(9)  nÆvî = /■+ - v'°^ÿïËL. 

Prenons  pour  exemple  l’expression  2 -J-  y 3.  On  a a = 2 , 
b = 3,  a“  — b — 1 , et  la  formule  (8)  donne 

\/l=V\  + v\. 

Soit  encore  l’expression  \/n  — 6^2.  On  a a = 11, 
i=6‘Xî  = p,  aa — b=z 49=7%  et  en  mettant  ces  valeurs 
dans  la  formule  (9),  on  trouve 

y1'  11  — 6yn  = 3 — y 2. 

205.  Lorsque  la  quantité  a1 — £ n’est  pas  un  carré , les  éga- 
lités (8)  et  (9)  ne  cessent  pas  d’être  vraies  ; car  l’équation  (7) 
doit  être  vérifiée  par  les  valeurs  de  x et  de  jr,  qui  en  ontété  dé- 
duites, quels  que  soient  a et  b.  On  peut  d’ailleurs  reconnaître 
à posteriori  que  ces  égalités  (8)  et  (9)  ne  comportent  pas  de 
restriction  ; car  en  élevant  chaque  membre  au  carré  , on  par- 
vient à des  identités.  Mais  quand  la  quantité  a’  — b n’est  pas 
un  carré  , les  radicaux  contenus  dans  les  seconds  membres  ne 
se  simplifient  point,  et  les  formules  (8)  et  (9)  ne  sont  plus 
d’aucune  utilité.  D’ailleurs  il  est  à remarquer  que , si  l’on  a 
pu  tirer  de  l’équation  (7)  des  valeurs  déterminées  des  deux 
inconnues  x et  y,  c’est  parce  qu’on  a joint  à cette  équation  la 
condition  que  ces  valeurs  devaient  être  commensurables  ; de 
sorte  que  , si  celle  condition  était  écartée,  l’équation  (7)  ad- 
mettrait une  infinité  de  solutions. 

Ces  observations  montrent  que  l’ou  pourrait  attribuer  à a 
et  b des  valeurs  négatives,  sans  que  les  égalités  (8)  et  (9)  ces- 
sassent d’être  vraies.  Mais  le  tas  où  b est  négatif  appartient 
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au  calcul  des  radicaux  imaginaires  , dont  il  sera  parlé  plus 

loin.  Quant  au  cas  où,  b étant  positif,  a est  négatif,  il  faut, 

pour  que  l’expression  \ a b soit  réelle,  que  l’on  ait 
or,  dans  cette  hypothèse,  j/a’ — b est  imaginaire, 
de  sorte  que  l’équation  (7)  ne  peut  pas  être  vérifiée  par  des 
valeurs  rationnelles  de  x et  de  y. 

Élimination  d’une  inconnue  entre  deux  équations  du 
second  degré. 

204.  L’élimination  d’une  ou  de  plusieurs  inconnues  entre  des 
équations  du  premier  degré  prises  avec  une  seule  équation 
du  second  degré  n’offre  aucune  difficulté  , et  l'on  en  verra  des 
exemples  dans  les  problèmes  qui  vout  suivre.  Nous  nous  occu- 
perons seulement  de  l’élimination  d’une  inconnue  entre  deux 
équations  du  second  degré  à deux  inconnues. 

La  forme  la  pins  générale  d’une  équation  du  second  degré 
à deux  inçonnues  x et  jr  est  celle-ci  : 

(1)  qr’  4 ljTJ  + ex1  -f  dj  -f-  ex  = /. 

Supposons  qu’avec  cette  équation  on  ait  la  suivante  : 

(2)  efjr?  -f-  b' xj  -{-  ex*  + d'j  -f-  ex  = f , 

et  qu’on  veuille  trouver  les  solutions  communes  à ces  deux 
équations. 

On  pourrait  tirer  de  l’une  des  équations  la  valeur  d ej  ex- 
primée en  fonction  de  x,  et  la  substituer  dans  l’autre  équa- 
tion; mais  comme  on  aurait  alors  l’inconnue  x sous  un 
radical  qu’il  faudrait  faire  disparaître,  il  est  plus  simple 
d’employer  le  procédé  suivant. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l’équation  (1)  par  a, 
ceux  de  l’équation  (2)  par  a,  et  retranchant  ensuite  la  seconde 
équation  de  la  première , on  obtient  une  troisième  équation 
que  nous  représenterons,  pour  abréger , par 

(3)  myx  4-  nx'  4 j>j  + qx  = r. 
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On  peut  alors  considérer,  au  lieu  du  système  des  équations  (i) 
et  (a) , celui  des  équations  (i)  et  (3). 

L’cquation  (3)  donne 


(4) 


r — nx*  — qx 
* = mx  +~p  '• 


la  substitution  de  cette  valeur  de  y dans  l’équation  (i)  con- 
duit à l’cquation 


(r — nx%  — qx)%  , r — nx'—qx  f 


(»«+/») 


mx  •+•  p 


et  en  chassant  les  dénominateurs , il  vient 


(5)  a(r  — nx%  — qx)'  -f-  (bx  + d)(mx  -J-  p)(r  — nx'  — qx) 
-f-  (ex*  + ex  — f)  {mx  -f-  p)*  = o. 

Il  faudra  donc  résoudre  cette  dernière  équation  qui  sera  gé- 
néralement une  équation  complète  du  quatrième  degré. 

On  a déjà  vu  qu’une  équation  du  quatrième  degré  peut 
avoir  quatre  racines  ( n°  200)  ; on  verra  dans  la  suite  qu’elle 
en  a toujours  quatre,  réelles  ou  imaginaires,  et  qu’elle  ne 
•peut  en  admettre  davantage.  D’ailleurs,  pour  chaque  valeur 
de  x , l’équation  (4)  donne  une  valeur  correspondante  de  y, 
et  elle  n’en  donne  qu’une.  Le  système  des  équations  (i)  et  (2) 
admettra  donc  généralement  quatre  solutions,  et  il  ne  pourra 
en  admettre  davantage. 


PROBLÈMES. 

4'  Phoblème.  Partager  un  nombre  donné  a en  deux  parties 
telles  que  leurs  carrée  soient  dans  le  rapport  de  m à 1 . 

Désignons  par  x l’une  des  parties  ; l’équation  du  problème 
sera 


Si  l’on  développe  les  calculs,  afin  de  ramener  cette  équa- 
tion à la  forme  x’-f-p.r  =?  q , pour  la  résoudre  ensuite  par  les 
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règles  connues , on  trouve 


( 1 — m)x'i  -f.  2 amx  — ma1 , x ' -f. 


iam 


x = 


ma' 


1 — rn  i ~m 

r= a0L±  i/ 

i-m  V ,_m — m -, 

(2)  ,_-^±ay/m 

» — m 

On  peut  résoudre  l’e'quation  (i)  d’une  manière  plus  simple  ; 
cai  en  prenant  la  racine  carrée  de  chaque  membre , on 
trouve 

x 

a — x v ’ 
cette  dernière  équation  donne 

x — — (a  — *)Vm>  =£  \/m)=z±.aÿm, 

(3)  x = ^™ 

' J ■ i±  \/rnr 

Les  valeurs  de  x exprimées  par  la  formule  (3)  sont  plus 
simples  que  celles  qu’on  a trouvées  d’abord  ; mais  il  est  facile 
dépasser  de  la  formule  (2)  à la  formule  (3).  En  effet,  on  a* 
m=Vm><Vm,  et  t-m=,— ; 
la  formule  (2)  peut  donc  s’écrire  ainsi  : 

-a^Xt/m±al/w  -aVfnjym^i) 

(I  + V"»K‘— !/"»)  ’ (i  + \/w)(i  — l/mj‘ 

Quand  on  preud  le  signe  inférieur,  on  peut  diviser  les  deux 
termes  de  la  valeur  de  x par  1 -+-  |/rw  , et  l’on  obtient 

(4)  x = —a^.  > 

I 1/771 

Quand  on  prend  le  signe  supérieur,  on  peut  diviser  les  deux 
termes  de  la  valeur  de  x par  ,-ÿm  ; et  en  observant  que 
le  quotient  de  I/ttz  - , par  .-v/m  est  - , , on  trouve 


(5) 


x = 


a J/  771 

I -f-  \/77Z 


I 
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Les  valeurs  de  x déterminées  par  les  formules  (4)  et  (5)  ne 
sont  autres  que  celles  que  donne  la  formule  (3). 

Lorsqu’on  prend  la  valeur  (5)  de  x , les  deux  parties  sont 


a\/m 
1 -f-  vm  ' 


a — x 


a\/m 
1 -f-  ÿm 


a 

1 4-  V m ’ 


elles  sont  donc  toutes  deux  positives,  et  plus  petites  que  le 
nombre  proposé.  Quanti  on  suppose  m =*  1 , les  valeurs  de  x 
et  de  a — x deviennent  égales  ; c’est  ce  qu’on  pouvait  prévoir 
d’après  l’énoncé.  " 

Lorsqu’on  prend  la  valeur  (4)  de  x , les  deux  parties  sont 


— a[/m 


et  a — x — a -f — 


a l/m 


1 — l/m'  ” 1 1 — i/m  1 — l/m 

comme  elles  ont  des  signes  contraires , le  nombre  a est  la 
différence  de  leurs  valeurs  absolues.  Quand  on  suppose  m — 1 , 
ces  deux  parties  deviennent  infinies;  et  en  effet,  il  est  im- 
possible de  trouver  deux  nombres  tels  que  leur  différence  soit 
égale  au  nombre  donné  a , et  que  le  rapport  de  leurs  carrés 
soit  égal  à l'unité. 

Quand  on  fait  m= :i  dans  la  valeur  de  x exprimée  par 
— am  -f-  a\/m 
1 — - m ’ 


cette  valeur  se  réduit  à la  forme  indéter- 


minée Ce  résultat  est  dû  au  facteur  1 — l/m,  qui  est  con- 
tenu dans  les  deux  termes,  et  qu’on  a supprimé  pour  arriver 
à la  formule  (5). 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  correspond  à 
cette  question  qui  a été  traitée  par  Clairaut  : Trouver  sur  la 
ligne  qui  joint  deux  lumières  d’ intensités  inégales  , le  point  ou 
ces  deux  lumières  éclairent  également.  Il  correspond  encore  à 
cette  autre  question  : Trouver  sur  la  ligne  qui  joint  les  centres 
de  deux  masses  inégales,  le  point  qui  est  également  attiré  par 
ces  masses.  Le  nombre  m est  alors  le  rapport  des  intensités 
des  lumières , ou  celui  des  masses. 

5e  Problème.  Trouver  deux  nombres  tels  que  la  différence 
de  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs  a et  b , soit  égale 


1 
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à un  nombre  donné  s , et  que  la  différence  de  leurs  carrés  soit 
égale  à un  autre  nombre  donné  q. 

Soient  x et  y les  nombres  cherchés  ; les  équations  du  pro- 
blème seront 

ax  — by  = s,  x 7 — y*  = q. 

ooc  ~ ~ s 

La  première  équation  donne  y — g — ; la  substitution 

de  cette  valeur  dans  la  seconde  équation  conduit  à 
(a*  — b*)x%  — 2 asx  = — s%  — b*q  ; 
on  tire  de  là 

_ as  ± b \/sx  — q(n‘  — b *) 
x = ’ 

et  en  reportant  cette  valeur  de  x dans  la  valeur  de  y tirée 
de  la  première  équation  , on  trouve 

_ bsdza\/s'  — q(ax — A’) 

jr  _ ' 

Ainsi,  la  question  admet  les  deux  solutions  suivantes  : 

as+b\/ s'— qia'-b')  __  bs+a  \/  s‘ — q{a'—b'). 

a'—  b2  ’ J ax—b' 

_ as — b V/ s1 — q(a* — b1)  bs — a \/ s * — q{a‘ — b‘) 

2 • X—  a*  — bx  'J~  d^T' 

Discussion.  Nous  distinguerons  trois  cas , savoir  : 
a > b,  a = b,  a < b. 

iCT  Cas.  a^>b.  Pour  que  les  valeurs  de  x et  de  y soient 
réelles  , il  faut  qu’on  ait  — b%). 

Dans  la  première  solution,  les  valeurs  de  x et  d ey  sont 
positives.  Dans  la  seconde  solution,  la  valeur  de  x est  aussi 

positive  y car  on  a ar>  As , et  par  conséquent 

as>  b \/ sx — q{d‘  — b1)  ; mais  la  valeur  de^  n’est  positive 
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qu’au  tant  qu’on  a a\/ s*  — q{ài  — b'),  ce  qui  revient  à 

iV>aV-  a’jja1 — b‘) , d’où  (a3  — b*)s*  < a*y(a*  — b*), 
et  enfin , s*  < a'q. 

Si,  avec  les  deux  conditions  a>é,  j*>y(a3  on  a 

s'—a'q  , la  valeur  d ejr,  dans  la  seconde  solution,  est  nulle; 
et  si  l’on  aj’>  a.‘q , la  valeur  de  j est  négative. 

Quand  on  a a>ù  et  s*=ÿ(«*— V),  les  deux  solutions 
n'en  font  qu’une  seule , et  les  valeurs  des  inconnues  sont  posi- 
tives. 

Quand  on  a s*  < q{a'  — b') , les  valeurs  des  inconnues  sont 
imaginaires. 

2e  Cas.  a < ô.  Comme  la  quantité  a*  — b1  est  alors  néga- 
tive , les  valeurs  ci-dessus  de  x et  de  y sont  toujours  réelles. 
Pour  examiner  dans  quels  cas  elles  sont  positives  ou  néga- 
tives , il  faut  les  écrire  comme  il  suit  : 

as — b\/  s%+q{b'—  a3)  — bs-a  \/  s%-\-q(b-a'‘) 

b‘ — a*  ’ b'^a^  ’ 

as+b  \/s%-bq(b* — a3) - bs+a  \/ s*+q(b‘-a%  ) 

b7— a'  ’ • 

On  voit  alors  que,  dans  la  première  solution,  a:  etj-  sont  né- 
gatifs. Dans  la  seconde  solution,  x est  toujours  positif,  car  on 
a ù|/j*-|-g(ù*  — a*)  >bs>  as.  Quant  k la  valeur  dej-,  on 
trouve  qu’elle  est  positive , nulle  ou  négative,  selon  qu’on  a 

< a’q , s3  = a'q , j*  > a*y. 

2e  Cas.  ar=.b.  La  première  solution  donne  pour  x et  y 
des  valeurs  infinies  qui  ne  peuvent  pas  convenir  au  problème  ; 
et  dans  la  seconde  solution , les  valeurs  des  inconnues  se  pré- 
sentent sous  la  forme  |.  Pour  obtenir  la  véritable  solution  de 
la  question,  il  suffit  d’introduire  dans  les  équations  proposées 
l’hypothèse  a = b ; elles  deviennent 

• 

* — y = ~ et  ar*  — ■ jr* = q ; 


i°.  x=z 

2°.  X — 
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on  en  déduit  aisément  x -f-j-  = ^ , et  par  suite 

, é 

<?q  -f-  s*  cCq  — s' 

X — f— J y — . 7 

2 as  ^ 2 as  ' 

Ces  valeurs  sont  toujours  réelles.  La  valeur  de  x est  positive  ; 
celle  de  y est  positive1,  nulle  ou  négative,  selon  qu’on  à 
s ' < a*q  , s‘  = a*q , j*  > a'q. 

On  aurait  pu  tirer  les  valeurs  de  x et  de  y relatives  au 
cas  d ea  — b des  formules  générales  du  problème,  en  exécu- 
tant des  transformations  semblables  à celle  qui  a été  employée 
dans  le  n°  190;  mais  il  était  plus  simple  de  calculer  ces  valeurs 
comme  nous  l’avons  fait. 

Toute  la  discussion  que  nous  venons  d’établir  est  résumée 
dans  le  tableau  suivant  : 


fs*=9(a*— A’) 


f ire  solution,  x et  y sont  positifs. 
Cl®  solution,  x est  positif.. . . 


{»*  Ka’q.y  est  positif. 
s-=a*q, y est  nul. 

est  négatif. 

Une  seule  solution.  X et  y sont  positifs. 

Pas  de  solution. 
irc  solution,  x et  y sont  négatifs. 

efh  \ l*'<a'q,y  e*t  positif. 

< / a*  salatlon-  positif...  . f=a.îl/c.t  nul. 

'■s>'>a'q,  y est  négatif. 
s’^a’t/,  y est  positif. 
s*=a*<j,  y est  nul. 
s*>a'q,ye st  négatif. 


-■[ 


XJne  seule  solution,  x est  positif., 


6e  Problème.  Trouver  les  termes  dune  proportion  par  quo- 
tient , connaissant  la  somme  a des  extrêmes  , la  somme  b des 
moyens , et  la  différence  s»  entre  la  somme  des  carrés  des  deux 
premiers  termes  et  la  somme  des  carrés  des  deux  autres. 

Désignons  par  x et  y les  deux  termes  du  premier  rapport  ; 
les  termes  du  second  rapport  seront  b— y et  a —x,  et  l’on 
devra  avoir  les  deux  équations 


x(a  — x)  —y (b  —y) , x’  -f-jr»  — (a—  x)>  — (b  —y)‘  — ,f>. 
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Ces  e'quations  se  réduisent  à 

— ax-f-by=  o,  zax -f. nby  = s1  -f- a* A’  ; 

la  dernière  donne 

**  ■+■  a*  •+•  b1  — 2ax 

. J ~ ~b  : 

en  substituant  cette  râleur  de  y dans  la  première  équation, 
on  trouve , après  quelques  réductions , 

(a*  — b')x * — fl(s’  4.  a*  __  b *)x  •+•  i (*4  4.  2«  V + al—b*)  = o. 

On  déduit  de  cette  équation 

* • 

x __  a(s*  + a*  — b»)  ± 6 |/ j4  — (a*  — £»)» 

2 (a*  — b%)  ’ 

et  l’on  trouve  ensuite 

v _ b(a*  — b'  — s')  + a\/s*  — {a'  — b‘)* 

^ 2(a‘  — b-) 

On  déduit  de  ces  valeurs  de  x et  y les  deux  solutions  ci-après  : 

a(s‘-l~a‘ — A’)-4-A  \/  s* — (g* — A»)»  A(a* — A* — j>) — aÿi* — ta‘ A1;» 

. ,a(a* — A*J  "’  r â(a» — A’)  ’ 

a(a»— A»— t») — AV/f< — (a1 — A»)»  , A(«*— A»+.t»)-f-a  l/s*— (a'— b')' 

a(a*— A»)  ’ ■***  a(a*— A»)  “ * 

a(.sJ-f-a» — A»)  — h[/s* — (a* — AaJ’  A(a»— A>^i>)+a  4— («•— 

a(a* — A*) ’ V~  a(aTZÏq  ■ 

a(a*— A’— i*)-f  AV/.*»—  (aJ—  A*)»  A(a»— A*-f*’)— a[/  s*— {a • A*)’ 

a(a»— A*J  • ° r=L  a(a*— A»; 

Discussion.  Supposons  a >.  £.  Pour  que  les  valeurs  des  in- 
connues soient  réelles  , il  faut  qu’on  ait  jî>a’ — b % le  signe> 
n’excluant  pas  l’égalité. 

La  première  solution  donne  des  valeurs  positives  pour  x et 
b — y ; mais  la  valeur  dey  et  celle  de  a — x sont  négatives  , 
car  chacune  d’elles  est  formée  de  deux  parties  négatives. 

Dans  la  seconde  solution,  les  valeurs  de  x et  de  y sont 
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toujours  positives.  En  effet , le  radical  \/ s* — (a1 — b7)%  étant 
e'quivalent  à ^/(s7  -\-a' — — (a’  — b7)]  qui  est  la  moyenne 
proportionnelle  entre  les  deux  quantités  s7  a’  — b *, 
j* — (a’ — b‘),  la  valeur  de  ce  radical  est  plus  petite  que 
s7  (a7  — b‘) , et  plus  grande  que  s’ — (a' — b1)  ; et  puisque  a 
est  plus  grand  que  bf  on  a 

a(s7+a'-b7)>b {/sQfiQFÿ  et  a \Zs*-(a7-b‘)’>b[s,-(a7-b7)]. 

Quant  aux  valeurs  de  a — x et  de  b — y,  pour  qu’elles  soient 
positives  , il  faut  qu’on  ait 

b ÿ s'-{a‘-b-y>  a[s’-(n’-Z>’)]  et  a ^-(tf-îFÿkibls'+a'-b')  ; 

ces  deux  conditions  se  réduisent  l’une  et  l’autre  à s7  < a’~f-£\ 
Si  l’on  a s*  = a*+&’,  les  valeurs  de  a — x et  de  b — y, 
dans  la  seconde  solution,  sont  nulles;  par  suite,  la  valeur 
de  x se  réduit  à a,  et  celle  de  y se  réduit  à b. 

Quand  on  a s7=a7  — b *,  les  deux  solutions  n’en  font 
qu’une , savoir , x=a,  j = o,  a — x=o  , b — y — b. 
Quand  on  a s*  < a*  — b‘ , le  problème  est  impossible. 
L’hypothèse  a<^b  conduirait  à des  conséquences  semblables 
à celles  que  nous  avons  obtenues  en  supposant  a > b , si  ce 
n’est  que  tout  ce  que  nous  avons  dit  de  x et  de  a — x s’appli- 
querait alors  ky  et  à b— y,  et  vice  versd. 

Quand  on  suppose  a=  b , les  valeurs  des  inconnues  dans  le 
premier  système  sont  infinies,  et  dans  le  second  système, 
elles  deviennent  indéterminées.  En  introduisant  cette  hypo- 
thèse dans  les  équations , elles  se  réduisent  à 

(l-7)(l+;-a)=  o,  x+y  = — — . 

La  seconde  équation  exige  que  x-\-y—m  ne  soit  pas  zéro; 
on  ne  peut  donc  satisfaire  à la  première  qu’en  posant  x — y=o, 
ou  x=y  ; on  en  conclut 


x 


s*  4-  2a’  2a*  — s* 

, a — x~  - — 

l\a  l\a 
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tl  resterait  à chercher  quelle  interprétation  on  doit  donner 
aux  valeurs  négatives  des  inconnues  x,  y,  a — x,  b — y. 
Mais  cette  recherche  est  sans  difficulté , et  elle  n’offre  que  peu 
d’intérêt;  elle  acquerrait  plus  d’importance  si,  à la  ques- 
tion que  nous  nous  sommes  proposée,  on  substituait  celle-ci, 
qui  donne  les  mêmes  équations  : Inscrire  dans  un  rectangle 
donné,  dont  les  côtés  sont  a.  et  b,  un  second  rectangle  tel 
que  la  différence  des  carrés  de  ses  côtés  soit  égale  à un  carré 
donné  s*. 

7*  Problème.  Déterminer  les  côtés  dC un  triangle  rectangle  , 
connaissant  son  périmètre  2p  et  sa  surface  m*. 

Soient  x et  y les  côtés  de  l’angle  droit,  et  z l’hypothénuse  ; 
on  aura  les  trois  équations 


x +J  + * =**p,  xy=zm\  x'  4- y'  = *\ 

Pour  résoudre  ces  équations , on  prend  la  valeur  de  z dans  la 
première  et  on  la  porte  dans  la  troisième,  ce  qui  donne 

— a p{x  +y)  -f -xy=o; 

en  remplaçant  alors  xy  par  2 m‘,  on  a 

p'  —p(x  +y)  +m*=0, 

d’où 


* +J~ 


p'+m' 

P 


La  valeur  de  x+y  étant  connue,  l’équation  x+y-f-zxzîp 
donne  immédiatement 


p*  — m’ 

1 — c 

P 

La  détermination  des  deux  autres  côtés  x et  y est  facile;  car, 
d'après  la  valeur  ci-dessus  de  x-^-y  e t l’équation  xy  ss  2m’, 
les  valeurs  de  x et  de  y sont  les  deux  racines  de  l'équation 


X* 

2*  Édit. 


p 1 + m%  x 
P 


-f-  2 m*  — 


o. 


i3 
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On  a donc 


p*  -4-  m*  -f-  y/jg*  -f-  w'  — 

jW ’ 

p*  .J.  m’ — V p'  -f-  m*  — 6 pam* 
_ 


Discussion.  La  valeur  de  z est  toujours  réelle,  et  pour 
qu’elle  soit  positive  , il  faut  qu’on  ait  px  > m\  Pour  que  x 
et  y soient  réels,  il  faut  qu’on  ait 

/?*  -f*  m*  — 6/>*m*  o. 


le  signe  > n’excluant  pas  l’égalité'.  D’ailleurs,  les  valeurs  de.r 
et  de  y ne  peuvent  pas  être  négatives  ; car  dans  l’équation 
qui  les  donne,  le  terme  connu  est  positif,  et  le  coefficient  du 
second  terme  est  négatif.  Par  conséquent,  toutes  les  conditions 
nécessaires  pour  que  le  problème  soit  possible,  sont  comprises 
dans  ces  deux  relations 


/>*■>»!»*,'  p * — &p'm‘‘  -j-  o. 

Le  polynôme/;* — ô/j’m’-f-m*  pouvant  être  considéré  comme 
un  trinôme  du  second  degré  par  rapport  à p' , on  peut  le  dé- 
composer en  deux  facteurs  ; et  l’inégalité  ci-dessus  se  trouve 
ainsi  remplacée  par  la  suivante  : 

!>’  — m*(3  -+■  a — m°(3  — zy'z)]  > o. 

Pour  que  cette  condition  soit  remplie , il  faut  que  les  deux 
facteurs  soient  de  même  signe.  On  doit  donc  avoir 

p'^>  m’(3-f-2V/2)>  ou  bien  p' — 2\Za). 

Mais  puisqu’on  a déjà  la  condition  /;’>»*’,  on  ne  peut 
admettre  que  l’inégalité 

p'  > m’(3- f aj/2)  ; 

d’où  l’on  conclut 

p > m V^3 -f- 2 1/2 , ou  p > m(i  -f-  \/2)  (n°  802). 
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Comme  le  signe  > n’exclut  pas  l’égalité,  on  voit  que,  • 
pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
demi-périmètre  ne  soit  pas  moindre  que  m(i  -f-  [/},),  m étant 
le  côté  du  carré  équivalent  au  triangle. 

Il  suit  de  là  que,  lorsqu’on  a p = m(i  -f-^/a) , le  péri- 
mètre est  le  plus  petit  possible  ; donc,  parmi  tous  les  triangles 
rectangles  de  même  surface  ni' , celui  dont  le  périmètre  est  le 
plus  petit  a pour  périmètre  2/>  = 2m(i  +1/2).  D’ailleurs 
les  valeurs  de  x ,y  et  * deviennent,  par  cette  relation  . 

v — m(a  + V/a)  / 

1 -f.^/9.  — mva>  J — m[/2,  2=  2m. 

Donc  le  triangle  rectangle  de  plus  petit  périmètre  est  isoscèle. 

La  relation  p > m(i  -f  |/2)  revient  à 

ou  m<J>(  1/2-0- 

Donc,  parmi  tous  les  triangles  rectangles  de  même  péri- 
mètre a p , celui  qui  a la  plus  grande  surface  est  le  triangle 
isoscèle,  et  il  est  équivalent  au  carré  dont  le  côté  est 
P(V  2 — 1). 

8e  Problème.  Trouver  deux  nombres  x et  y,  connaissant 
leur  produit  b et  la  somme  a de  leurs  carrés. 

Les  équations  du  problème  sont 

x*  +7*  = a , xjr  — b. 

On  peut  éliminer  jr  entre  ces  deux  équations  en  prenant 
la  valeur  de  y dans  la  seconde,  et  la  substituant  dans  la  pre- 
mière. On  peut  aussi  remarquer  que  l’équation  xj  = b don- 
nant x'j'  — b' , on  connaît  la  somme  et  le  produit  des  deux 
quantités  x%  et  y' , de  sorte  qu’on  pourrait  former  immé- 
diatement une  équation  du  second  degré  dont  les  racines  don- 
neraient les  valeurs  de  ces  quantités  ; mais  les  calculs  sont  plus 
simples  par  le  procédé  suivant. 

i3. . 
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Eu  ajoutant  et  en  retranchant  les  deux  équations,  membre 
à membre,  après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  la 
seconde  par  a,  on  obtient  les  deux  équations 

(x  + jY  = « + C*  —JY  = a — zb  ; 

donc 

x = ± Va  x — y = ±:  v/a — üî. 

Ces  deux  dernières  équations  donnent 

ih  l/a  4-  26  rt  l/a  — 2 Z» 
x = 

d£.\/ a + 2b qz  l/ a — ai 
^ • 


Chaque  radical  doit  avoir  à la  fois,  dans  les  valeurs  des  deux 
inconnues,  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur;  de  sorte 
qu’en  désignant  le  premier  radical  par  21/ A et  le  second  par 
2V/B  , on  a ces  quatre  solutions  : 


fi  = +l/A  + i/B,  f * = — l/A  — V/B, 

1 JT  = + l/A  - v/B  ; 2 * | - v A + 1/B  ; 

[ * = + V/A  — |/B  ,j  fx  = — v/A  + v/B, 

= + V/A  + v/B  4°-  i r = — V/A  — V/B. 


Les  deux  dernières  solutions  ne  diffèrent  pas  des  deux 
premières;  ainsi  on  n’en  a réellement  que  deux.  On  pouvait 
d’ailleurs  prévoir  par  la  forme  des  équations  que  l’on  au- 
rait deux  solutions  dont  l’une  se  déduirait  de  l’autre  en 
changeant  les  signes  des  valeurs  de  x et  de  y , puisque 
ces  équations  restent  les  mêmes  quand  on  change  x en  — x 
et  y en  — y. 

Quand  on  emploie,  ponr  résoudre  ce  problème,  l’une  des 
deux  méthodes  que  nous  avons  d’abord  indiquées  , il  y a des 
radicaux  superposés  dans  les  valeurs  de  x et  de  y ; mais  au 
moyen  de  ce  qui  a été  dit  dans  le  n°  SOS  , on  prouve  aisément 
cpic  ces  valeurs  ne  diffèrent  pas  de  celles  que  nous  avons  ob- 
tenues. Les  calculs  présentent  en  outre  des  particularités  sur 
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lesquelles  il  y aurait  plusieurs  observations  à faire  ; mais  nous 
ne  nous  y arrêterons  pas,  attendu  qu’il  sera  facile  au  lecteur 
de  suppléer  à cette  omission. 

g*  Problème.  On  donne  la  somme  a de  deux  nombres  et  la 
somme  b de  leurs  quatrièmes  puissances  ; trouver  ces  nombres. 
Les  équations  du  problème  sont 

(■#  *+•>=«.  (a)  *‘-h r'-f»- 

En  prenant  dans  la  première  équation  la  valeur  d ejr  en  fonc- 
tion de  x , et  la  substituant  dans  la  seconde  équation , on 
parvient  à une  équation  complète  du  quatrième  degré.  Mais 
on  peut  obtenir  une  équation  plus  simple.  A cet  effet , on 
élève  à la  quatrième  paissance  les  deux  membres  de  l’cqua- 
tion  (1) , ce  qui  donne 

x'  -f-  Çxy  -f  6ary*  4-  +«r'  = 

Remplaçant  x>  +jr4  par  b ,e t mettant  xj eu  facteur  commun, 
il  vient  « 

* (3)  Xjr( 4x*  -f-  6 xjr  -f  4 y')  — a'  — b. 

\ -I 

On  tire  aussi  de  l’équation  (1) , en  élevant  les  deux  membres 
au  carré, 

x1  + y 3=  a‘  — 0.X J'  ; 

et  en  remplaçant , dans  l’équation  (3) , lçc‘  4*  fa*  Par* 

4«*  — 8 xjr,  on  parvient  à l’équation  « 

m 

xjr^a2  — 2xj)-=za{ — b,  d’où  xp—a‘± 

Les  valeurs  de  x et  de  jr  sont  donc  les  racines  de  l’équation 

X’  — aX  + a1  dz  \/ i(a*  4-  b)  = o.  » 

En  prenant  le  signe  + devant  le  radical  V l'îin-'+b),  on 
n’obtient  que  des  racines  imaginaires.  Quand  on  prend  le 
signe  — , la  nature  des  racines  dépend  des  valeurs  de  a et 
de  b. 
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La  résolution  du  problème  dont  nous  venons  de  nous 
occuper  peut  aussi  être  effectuée  comme  il  suit. 

Si  l’on  considère  le  produit  xy  comme  une  inconnue  auxi- 
liaire représentée  par  x,  les  valeurs  de  a:  et  de  y seront  les 
racines  de  l’équation  - , 

X’ -t«X  + *-=  o,‘ 

de  sorte  que  l’on  aura  * A 


En  substituant  ces  valeurs  de  x et  de  j' dans  l’équation  (a) , on 
obtient  une  équation  semblable  à celle  qu’on  a précédemment 
résolue , si  ce  n’est  que  xy  est  remplacé  par  2. 

On  peut  encore  poser  x — y=t;  on  tire  de  cette  relation 
jointe  à l’équation  x +y  = af 


* 

S 


Cl  + t 


Substituant  ces  Valeurs  de  x et  dej-  dans  l’équation  xl-f- y* 
et  réduisant,  on  obtient  l’équation 

a t*  + 1 aa  'i*  -f-  2a1  =16 b ; 

cette  équation  se  résout  par  les  règles  qui  ont  été  précéd 
ment  expliquées  (n°  200), 

* 10.*  Problème.  Si  au  produit  de  deux  nombres  on  ajoute  m fois 

leur,  somme , on  obtient  un  nombre  donné  a ; et  si  à la  somme 
des  carré* de  ces  mêmes  nombres  on  ajoute  n fois  leur  somme, 
on  obtient  un  autre  nombre  donné  b.  Trouver  ces  deux  nombres. 
Soient  x ety  les  nombres  dejnandés  ; on  a les  deux  équations 
■ * * 

xy-hm(x+y)  = a,  x1  +y*  + n(x  -f  y)  = b. 

En  ajoutant  ces  équations , après  avoir  multiplié  les  deux 
membres  de  la  première  par  2 , ou  parvient  à l'équation 

(*T  + J'y  + (2m  -f  n)(.t  -f  y)  = 2a  + b. 
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On  déduit  de  celte  dernière  équation  la  valeur  de  x -f -y,  on 
obtient  ensuite  aisément  celle  de  xjr,  et  la  détermination  des 
valeurs  de  xct  de^  n’offre  plus  de  difficulté. 

Ce  problème  et  le  précédent  montrent  comment  on  peut , 
par  des  artifices  de  calcul  ,#ou  par  un  choix  convenable  d’in- 
connues , ramener  au  second  degré  des  questions  qui , par  les 
méthodes  ordinaires , conduiraient  à des  équalious  de  degrés 
plus  élevés. 

Nous  proposerons  les  exercices  suivants  : 
il*  Problème.  Une  personne  possède  i3ooof  qu’elle  partage 
en  deux  parties  inégales  dont  elle  tire  des  revenus  égaux  ; si 
elle  faisait  valoir  la  première  partie  au  taux  de  la  seconde  , 
elle  en  retirerait  un  revenu  de  36or,  et  si  la  seconde  partie 
était  placée  au  taux  de  la  première elle  produirait  un  revenu 
de  49°(*  frouver  les  deux  taux.  (Rép.  7 et  6.) 

12*  Problème.  Les  trois  arêtes  d’un  parallélépipède  rec- 
tangle sont  entre  elles  comme  3 ; 3 et  si  ces  arêtes  aug- 
mentaient respectivement  de  im , 2" , 3",  le  volume\iu  corps 
augmenterait  de  i53  mètres  cubes.  Déterminer  les  longueurs 
des  arêtes.  ( Rép.  3" , 4mï  > 6".  J 

i3*.  Problème.  Trouver  trois  nombres  tels  que  les  produits 
de  chacun  deux  par  la  somme  des  deux  autres  soient  20  , 18 
et  14.  (Rép.  4 » 3,  2.  ) 

1 4e  Problème.  Un  nombre  est  composé  de  trois  chiffres.  Le 
carré  du  chiffre  des  dixaines  est  égal  au  produit  des  chiffres 

* extrêmes  augmenté  de  4 >'  ln  différence  entre  le  double  du 
chiffre  des  dixaines  et  celui  des  unités  est  égale  au  chiffre 
des  centaines  ; et  quand  on  écrit  les  chiffres  de  ce  nombre 
dans  un  ordre  inverse , on  obtient  un  second  nombre  qui , 
retranché  du  premier,  donne  pour  reste  3g6  augmenté  du 
chiffre  des  dixaines  commun  à ces  deux  nombres .»  Trouver  ce 
nombre.  ( Rép.  864-  ) 

1 5*  Problème.  Quatre  nombres  sont  en  proportion  par  quo- 

* tient  ; la  somme  des  extrêmes  est  1 4 , celle  des  moyens  est  1 1 , 
et  la  somme  des  quatrièmes  puissances  des  quatre  termes  est 
24929.  Trouver  ces  quatre  nombres.  ( Rép.  12,  8,  3 , 2.  ) 


» 

Y 

1 


a* 
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16'  Problème.  Trouver  les  côtés  x et  y , z et  t de  deux  rec- 
tangles dont  on  connaît  la  somme  q des  surfaces , la  somme  a 
des  bases , et  dont  les  surfaces  deviennent  p et  p' , quand  à la 
base  de  chacun  d’eux  on  donne  la  hauteur  de  l’autre.  ( Les 
formules  ge'nérales  qu’on  obtiendra  devront  être  telles  que  , 
si  l’ou  suppose  y=  10,  a=3  , p = 4,  p =4  » on  trouve 
ces  deux  solutions  :æ=i,/  = 2,  z = 2,/=4»elJf==2» 

J=  4.  z = 1 . * = *•) 

1 7e  Problème.  Partager  les  deux  nombres  a et  b chacun  en 
deux  parties , de  manière  que  la  somme  des  carrés  d’une 
partie  de  a et  d’une  partie  de  b soit  égale  à un  nombre  donné  p, 
et  que  la  somme  des  carrés  des  deux  autres  parties  de  a et 
de  b soit  égale  à un  nombre  donné  q.  (Si  l’on  fait  dans  les 
formules  générales  de  ce  problème  0 = 7,6=11,  p=  1 3 , 
q = 89 , on  devra  trouver , pour  les  parties  cherchées  , 2 , 
5,  3 et  8.) 

1 8e  Problème.  Trouver  un  nombre  tel  que  son  carré  soit  au 
produit  des  différences  de  ce  nombre  à deux  nombres  donnés  a 
et  b dans  le  rapport  de  p à q.  (Si  l’on  fait  dans  la  formule 
générale  de  ce  problème  a = 3 , 6 = 2 , p = 3,  y=  1 , on 


trouvera  pour  le  nombre  cherché  les  deux  valeurs  6 et 


Exemples  de  la  résolution , au  moyen  des  équations  du 
second  degré , de  quelques  questions  relatives  aux 

maximums  et  aux  minimums. 

♦ 

* * 

208.  La  plus  grande  valeur  que  peut  recevoir  une  quantité 
qui  varie  sous  des  conditions  qui  limitent  ses  accroissements 
se  nomme  le  maximum  de  cette  quantité , et  la  plus  petite 
valeur  que  peut  recevoir  une  quantité  qui  varie  sous  des 
conditions  qui  limitent  scs  décroissements  en  est  le  minimum. 

Les  questions  qui  ont  pour  objet  la  détermination  d’un 
maximum  ou  d’un  minimum  exigent  souvent  le  secours  des 
parties  les  plus  élevées  des  Mathématiques.  Cependant  nous 
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allons  traiter  quelques  problèmes  de  cette  espèce  , qui  peu- 
vent être  résolus  au  moyen  des  principes  que  nous  avons 
exposés.  Nous  nous  dirigerons  , dans  ces  exemples , d’après  la 
règle  suivante , qui  se  trouve  déjà  indiquée  par  les  consé- 
quences auxquelles  ou  est- parvenu  dans  la  question  dn  n°  199 
et  dans  le  f problème  ci-dessus.  >■ 

Pour  déterminer  la  plus  grande  ou  lu  plus  petite  valeur 
d’une  expression  qui  dépend  d'une  quantité  variable,  on 
suppose  que  celle  expression  doit  avoir  une  valeur  détermi- 
née m.  Cette  hypothèse  fournit  une  équation  qu’on  résout  par 
rapport  à la  quantité  variable.  On  discute  la  formule  qu’on 
obtient  et  qui  renferme  nécessairement  la  quantité  m , afin  de 
trouver  les  conditions  auxquelles  celle  quantité  m est  assujettie 
pour  que  la  variable  soit  réelle  et  pour  quelle  soit  de  plus 
positive,  si  la  question  V exige.  Ces  conditions  donnent  ordi- 
nairement le  maximum  ou  le  minimum  demandé. 

19*  Problème.  Partager  un  nombre  donné  ia  en  deux  par- 
ties telles  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  un  maximum  ou 
un  minimum. 

On  supposera  qu’il  s’agit  de  partager  le  nombre  donné  za 
en  deux  parties  telles  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  égale 
à un  nombre  déterminé  m.  Alors,  en  désignant  une  dos  par- 
ties par  x,  on  aura  l’équation 

x1 -I- (an  — x)‘—m  ou  ax’ — 4 ax  — m — 4a’* 

Cette  équation  donne 


Comme  on  n’a  pas  désigné  par  x l’une  des  parties  plutôt 
que  l’autre , les  deux  valeurs  de  x doivent  exprimer  les  deux 
parties  ; ainsi  ces  parties  sont 


Pour  qu’elles  soient  réelles,  il  faut  qu’on  ait  m ou  =2 a'  ; 


Digitized  by  Google 


202  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ALGÈBRE. 

et  pour  que  la  seconde  partie  soit  positive , il  faut  qu’on  ait 

a > ou  = yT- 


fm  — 2a1 


, ce  qui  donne  m ou  = 4a'. 


On  conclut  de  là  que  la  somme  m des  carre'»  des  parties  est 
un  minimum  lorsqu’elle  est  égale  à 2 a1 , ce  qui  arrive  quand 
les  deux  parties  sont  égales  j et  que  cette  somme  est  un  maxi- 
mum lorsqu’elle  est  égale  à 4a' , ce  qui  n’a  lieu  que  lorsqu’une 
des  parties  est  nulle.  ■ 

20*  Problème.  Partager  un  nombre  donné.  2a  en  deux  parties 
telles  que  la  somme  fies  deux  quotients  qu’on  obtient , en  divi- 
sant alternativement  ces  deux  parties  l’une  par  F autre  , soit 
un  minimum. 

On  supposera  qu’il  s’agit  de  partager  le  nombre  2a  en  deux 
parties  telles  que  la  somme  des  quotients  qu’on  obtiendra,  en  les 
divisant  l’une  par  l’autre,  soit  égale  à un  nombre  déterminé  m. 
Alors,  en  désignant  l’une  des  parties  par  x,  on  aura  l’équation 

4<*' 


-f 


ia  — x 


-,  m ou 


2 ax  -f- 


: O. 


2a  — x ' x ’ 2 -h  m 

On  voit  immédiatement  par  la  forme  de  la  dernière  équa- 
tion que  les  valeurs  de  x,  qui  expriment  les  deux  parties 
cherchées,  ne  peuvent  pas  être  négatives.  Pour  qu’elles 

4a' 

soient  réelles  , il  faut  qu’on  ait  a’  > ou  = — , d’où 

’ 2 -f-  m 

m > ôu=  2 ; par  conséquent  le  minimum  demandé  est  2.  Il 
est  facile  de  voir  que  ce  minimum  répond  au  cas  où  les  deux 
parties  sont  égales. 

La  somme  m n’est  pas  susceptible  d’un  maximum  ; car  elle 
devient  infinie  quand  uue  des  parties  est  nulle. 

at*  Problème.  Assigner  la  valeur  de  x pour  laquelle  la 

/rac„on___3, 


devient  un  maximum  ou  un  minimum. 


On  supposera  que  cette  fraction  doit  prendre  une  valeur 
déterminée  m.  On  aura  ainsi  l’équation 


x — 4 

— = — m 

x’ — 3x — 3 


ou 


mi1  — (3m  -\-  i)x  — 3m  + 4 = °> 
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3m+i  . i . / : -7 

x — ± — — l/aira’  — • 10m  4-  i . 

im  im 

Pour  que  les  valeurs  de  x soient  réelles , il  faut  que  l’on  ait 
sim’  — toi»  i > ou  = o. 

Eu  décomposant  le  trinôme  2im’  — 10m  -f-  i en  facteurs 
du  premier  degré , on  trouve  que  la  condition  ci-dessus  re- 
vient à 

ai(m  — -JX***  — f)>  ou  = o. 

Or  un  produit  de  deux  facteurs  ne  peut  être  positif  que  lorsque 
les  deux  facteurs  ont  le  même  signe  ; on  devra  donc  avoir 

m > ou  —\t  ou  bien  m <(  ou  = ÿ . 


D’après  les  deux  dernières  conditions  , la  fraction  proposée  ne 
peut  recevoir  aucune  valeur  comprise  entre  j et  } , et  elle  peut 
acquérir  toutes  les  valeurs  plus  grandes  que  j , et  toutes  les 
valeurs  plus  petites  qae  j.  On  peut  donc  concevoir  ces  valeurs 
partagées  en  deux  séries  ; ^ est  un  minimum  à l’égard  d’une 
de  ces  séries,  et  ~ est  un  maximum  à l’égard  de  l’autre  série. 
Le  minimum  j correspond  à x = 3,  et  le  maximum  ÿ cor- 
respond à x = 5. 

Nous  proposerons  comme  exercices  les  questions  suivantes  : 

22*  Problème.  Assigner  parmi  tous  les  rectangles  que  Von 
peut  inscrire  dans  un  triangle  donné , celui  dont  la  surface  est 
un  maximum.  (Le  rectangle  demandé  est  celui  dont  la  hauteur 
est  la  moitié  de  la  hauteur  du  triangle.) 

23e  Problème.  Assigner  parmi  tous  les  triangles  rectangles 
de  meme  périmètre , celui  qui  jouit  de  cette  propriété  que  la 
perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  l’angle  droit  sur 
V hjrpothénuse  est  un  maximum.  (Le  triangle  demandé  est 
celui  qui  est  isoscèle.  ) 

24*  Problème.  Assigner  les  limites  des  valeurs  positives 


que  peut  prendre  la  fraction 


4(x  + a) 

4*’  -f-  8x  jf-  g ’ 


en  supposant 
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i °.  que  x peut  recevoir  des  valeurs  négatives  ; 2°.  que  x ne- 
peut  recevoir  que  des  valeurs  positives.  ( Dans  le  premier  cas  r 
la  limite  cherche'e  est  i,  et  elle  répond  à x=  — £;dans  le 
second  cas  , la  limite  cherchée  est  | , et  elle  répond  à x —o.) 

25*  Problème.  Assigner  les  limites  des  valeurs  positives 


que  peut  prendre  la  fraction 


quand  on  n attribue 


x'  — 3x  -h  a 

à x que  des  valeurs  positives.  ( Rép.  -f-  oo  qui  répond  à. 
xsl,  et  zéro  qui  répond  à x=  ce.  ) 

26*  Problème.  Assigner  les  limites  des  valeurs  positives 


que  peut  prendre  la  fraction 


ix 


2X1  — 1 

que  des  valeurs  positives.  (Rép.  zéro  et  00.  ) 


, quand  on  n’attribue  à x 
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DES  EXPRESSIONS  IMAGINAIRES.  RÉSOLUTION  GÉNÉRALE  DE  l’ÉQUATION 
DU  3*  DEGRÉ. 


Réduction  des  expressions  imaginaires  du  second 
degré  à la  forme  a+£  \J — i . Module.  Addition , 
soustraction  , midtiplication } division  des  expres- 
sions de  la  forme  \J — i . 

306.  Quoique  l'indication  de  la  racine  carrée  d’une  quan- 
tité négative  ne  soit  que  le  symbole  d’une  opération  impos- 
sible, cependant  les  algébristes  mettent  ces  sortes  de  racines 
au  rang  des  quantités , et  ils  les  emploient  fréquemment  dans 
leurs  calculs  au  moyen  d’un  petit  nombre  de  conventions. 

Soit  C une  quantité  réelle  quelconque;  les  racines  carrées 
de  la  quantité  négative  — C’  seront  exprimées  suivant  la 
notation  ordinaire  par  dt  y' — C*.  D’un  autre  côté , la  quantité 
négative  — f1  pouvant  être  considérée  comme  le  produit  de 
& par  — i , si  l’on  suppose  que  les  racines  carrées  de  ce  pro- 
duit peuvent  être  formées  , comme  dans  le  cas  où  les  facteurs 
sont  positifs,  en  multipliant  entre  elles  les  racines  carrées 
des  facteurs,  les  racines  carrées  de  — C 1 seront  exprimée  pir 
±»l/  — I.  On  peut  donc  convenir  que  les  expressions 
:£  l/ — C1  et  — t seront  regardées  comme  équivalentes; 

de  cette  manière  on  n’a  plus  à considérer  dans  les  calculs 
d’autre  radical  imaginaire  que  — i. 

Considérons  actuellement  l’équation  complète  du  second 
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degré 

x 1 — px  -f-  q = o. 

Oa  a vu  que  lorsque  l’on  a q~^>  les  racines  rie  cette  équa- 
tion sont  imaginaires.  Remplaçons  \p  par»,  afin  d’éviter 
les  fractions  , et  pour  exprimer  que  q surpasse  \p% , posons 
9 = *’ l’équation  deviendra 

x'1  — -f  «’  -f-  = o. 

Les  racines  seront  données  par  la  formule 

x = a ± y' — > 

et  d’après  ce  que  nous  avons  dit  tout  à l’heure  y on  pourra 
écrire  cette  formule  comme  il  suit  : 

x = « ±f  p/  — i . 

On  donne  généralement  le  nom  d’expression  imaginaire  à 
toute  expression  qui  n’est  susceptible  d’aucune  valeur  réelle 
positive  ou  négative.  Mais  les  expressions  imaginaires  de  la 
forme  «*-{-£  ^/ — i ou  « — Cy' — i , sont  les  seules  qu*on  em- 
ploie dans  les  calculs  algébriques.  C’est  pourquoi , lorsque 
nous  nous  servirons  de  la  dénomination  d’expression  imagi- 
naire , on  devra  ordinairement  entendre  qu’il  s’agit  d’une 
expression  de  cette  forme. 

lorsque , dans  l’expression  * -\-G  {/  — i le  coefficient  C de 
l/  — i devient  nul,  le  terme  S y — 1 est  regardé  comme  ré- 
duit à zéro.  Par  cette  convention,  l’expression  se  réduit  à la 
quantité  réelle  « ; de  sorte  que  les  expressions  imaginaires 
comprennent  comme  cas  particulier  les  quantités  réelles. 

11  est  évident  que , pour  que  deux  expressions  imaginaires 
soient  égales,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  y ait  égalité  entre  les 
parties  réelles  de  ces  expressions,  et  entre  les  coefficients  de 
l/  — i . Ainsi , une  équation  entre  des  quantités  imaginaires 
est  la  représentation  symbolique  de  deux  équations  entre  des 
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quantités  réelles.  Par  exemple , l’équation 

• -j- ff  l/ — — 1 
représente  à la  fois  les  deux  équations  réelles 

« = y,  * C = *. 

On  dit  que  deux  expressions  imaginaires  sont  conjuguées 
l’une  à l’autre  , quand  elles  ne  diffèrent  que  par  le  signe  du 
coefficient’de  V — *>  comme 

a.  -f-  C — 1 et  « — Sy^ — 1. 

907.  On  applique  aux  expressions  imaginaires  les  règles  or- 
dinaires du  calcul , en  observant  que,  lorsque  l’on  a à multi- 
plier le  symbole  y' — 1 par  lui-même,  il  faut  admettre  , d’a- 
prcs  la  signification  du  signe  > que  1e  produit  est  — 1 . 

En  considérant  seulement  deux  expressions  imaginaires  , la 
somme,  la  différence  et  le  produit  de  ces  expressions  se 
formeront  comme  on  le  voit  dans  les  égalités  ci-dessous  : 

= «+y +(?+/>✓=!, 
(«+Cp/— i)-k-MV— O = a—y+iC-ïW—xj 
(«-j-ffj/ — »)(v+^  V — 0— “y — y/ — 1 . 

En  ajoutant  les  deux  expressions  conjuguées 

m-cy': TT, 

ou  obtient  une  quantité  réelle  2*  ; le  produit  des  mêmes 
expressions.jest  aussi  une  quantité  réelle  a?  -J-C*. 

La  valeur  absolue  de  la  racine  carrée  de  la  quantité  «’-f-C’ 
est  ce  qu’on  nomme  le  module  de  chacune  des  expressions 
V — »,  « — Cl/ — 1.  11  suit  de  cette  définition  que  le 
module  d'une  quantité  réelle  est  la  valeur  absolue  de  cette 
quantité. 

Pour  que  le  module  |/«*  + & st>‘l  nul,  il  faut  qu’on  ait  en 
même  temps  «=o,  C=o  ; dans  ce  cas , l’expression  «-f-Cj/ — 1 
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sc  réduit  à zéro.  Réciproquement , pour  que  l’expression 
i soit  nulle , il  faut  que  son  module  soit  zéro  ; 
car  cela  exige  que  l’on  ait  a=o  et  ff=o  , d’où  l’on  conclut 
V/V-K*  = o. 

Il  est  manifeste  que  l’égalité  de  deux  expressions  imaginaires 
entraîne  toujours  l’égalité  de  leurs  modules;  mais  la  réciproque 
n’est  pas  vraie. 

208.  L’expression  imaginaire  qu’on  a obtenue  en  multi- 
pliant entre  elles  les  deux  expressions  et  4-  G y/  — r et 
y _}.  fy' — 1 1 a pour  module 

»/[(■*  — «)•  + {**  + &?}. 

Or  on  trouve  , par  les  règles  ordinaires  du  calcul , 

(«y  - CJT  + (•*  -h  €y)a  = («’  + C*)(y>  -f  J*). 

Le  module  ci-dessus  est  donc  égal  à {/(»*-(-  6‘)(y*  -f-  J"),  ce 
qui  revient  à 

V 4-  x V'v'  + ï" 

Il  suit  de  là  que  le  module  du  produit  de  deux  facteurs 
imaginaires  est  égal  au  produit  des  modules  des  deux  fac- 
teurs ; d’où  l’on  peut  conclure  que  le  module  du  produit 
d’un  nombre  quelconque  de  facteurs  imaginaires  est  égal 
au  produit  des  modules  des  facteurs. 

Pour  qu’un  produit  de  plusieurs  facteurs  imaginaires  soit 
nul , il  faut  et  il  suffit  que  le  module  de  ce  produit  soit  nul 
(n*  207)  ; or , ce  module  étant  le  produit  des  modules  des 
facteurs  imaginaires , qui  sont  tous  des  quantités  réelles  et 
même  positives  , il  ne  peut  être  nul  qu’autant  que  le  module 
de  l’un  des  facteurs  est  zéro , ce  qui  exige  que  l’un  des  facteurs 
imaginaires  soit  nul.  Donc,  pour  qu’un  produit  de  fadeurs 
imaginaires  soit  nul , il  faut  cl  il  suffit  que  l’un  des  facteurs 
soit  nul  (*). 


(*)  L'egiütc  mootre  que,  lorsqut 
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209.  On  a fréquemment  à considérer  les  puissances  de 
\/  — i.  En  formant  ces  puissances  par  des  multiplications 
successives  , on  trouve  d’abord 

(v/=T)'=  v/rr,  (v/— ï)*=—  i , 

(✓=7)^=+i. 

La  puissance  quatrième  de  y/ — * étant  égale  à + i , si  l’on 
formait  les  puissances  supérieures,  on  retrouverait  périodi- 
quement les  quatre  résultats 

—i,  +i* 

On  peut  exprimer  toutes  les  puissances  de  \/ — i au  moyen 
de  quatre  formules,  en  remarquant  que  si  l’on  représente 
par  zi  un  nombre  entier  quelconque  , tous  les  nombres  entiers 
seront  compris  dans  les  quatre  formules  4 «,  4**  + i , 4n  + 2 * 
4 n + 3.  On  voit  alors  par  ce  qui  vient  d’être  dit  que  l’on  a 

(✓=rr  =+■.  (i/^t)*“'=+i/=j, 
(✓=0****=— r"=-t/=r- 

210.  Soit  à diviser  l’expression  imaginaire  a-f-C[/ — i par 
une  quantité  réelle  y.  Si  l’on  suppose  que  le  quotient  soit 
p -\-qV — 1 * *1  faudra  que  l’on  ait 

V ip  +qV^)  = « + 


l’on  multiplie  entre  eux  deux  nombres  dont  chacun  est  la  somme  de  deux 
carrés , le  produit  est  encore  la  somme  de  deux  carrés.  La  manière  dont 
on  parvient  ici  à ce  théorème  est  nn  exemple  remarquable  de  la  liaison  qni 
pent  sonvent  exister  entre  des  considération»  en  apparence  très  éloignée*  les 
unes  des  autres. 

En  échangeant  entre  elles  les  lettres  y et  t , dans  l’égalité  ci-dessus,  on 
obtient  la  suivante:  (a* = (ad — £>)'  -f-(ay-f-0'/V  Par  là  on 
veit  qu’il  y a toujours  deux  manières  de  décomposer  en  deux  carrés  le 
produit  de  deux  nombres  dont  chacun  est  la  somme  de  deux  carrés. 

Ce  théorème  conduit  à un  autre  plus  général,  savoir,  que  le  produit  des 
facteurs  a «+nC»  ety*-+-/t/»  peut  être  exprimé  de  deux  manières  différentes, 
par  une  somme  de  la  forme  A*-)-nB*.  Pour  cela,  il  suffit  de  remplacer 
dans  les  égalités  ci-dessus  C par  C^n  et  / par  / yVi. 

X*  Edit.  l4 
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PY  + qvV— i =*=*  -j-  Sl/  — i. 

La  dernière  égalité'  exige  que  l’on  ait py  = «,  qy  = G,  d’où 

et  G * » G 

P = -»  ÿ = - ; le  quotient  est  donc — — 1. 
y V y y 

Soit  à diviser  l’expression  imaginaire  a-f-Cy' — i,  par 
y + ^V^ — i.  Supposons  que  le  quotient  puisse  être  exprimé 
par  p + q}/—  i ; on  devra  avoir 

(p+W— »)(v + ^ i/—<)  = - + ci/— » » 

ce  qui  revient  à 

py  — 4-  (pï  4-  ?y)  =«  + z\/—  '• 

Cette  équation  se  partage  en  deux  autres , savoir  : 


py  — qi  = »,  pi-  -f-qy  — c. 
On  tire  de  celles-ci 

‘ty-j-Ci'  Gy  — ti 

P~y'+iir 

I ■'  ! (»'•  1 , , . ' 

le  quotient  demandé  est  donc 


*y  ~h  , Gy — «J1 
y’+J*  + y1 


l/-i. 


On  peut  aussi  obtenir  ce  quotient  en  indiquant  la  division 
par  une  fraction,  et  multipliant  les  deux  termes  de  eette  frac- 
tion par  y — i y — i . On  trouve  ainsi 


* + <V — » («+gl/ — l)(y — i \/ — i) My+GJ'-f-(Cy—»i<)  |/ — : 

y + (y +^l/^)(y-<Ll/=T)  ~ ’ f y'  + >T 

_«y-f ~Ci  &y-~m i' t y — - 
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Racines  carrées  de  a-\~  C \J — i . — Considérations 
sur  les  valeurs  algébriques  des  racines  de  tous  les 


degrés. 


811.  On  a trouvé  dans  le  chapitre  VI  les  deux  formules 
ci-après  : 


(,)  v^+Fî  = [/  — + \/ a-=^—, 

’ 2 f 2 

(2)  \/7Iÿ%  = \J“+V°E±  - I 

“1  2 

• k..  " ' ‘ . 

•t 

On  peut  obtenir  au  moyeu  de  ces  formules  les  racines  car- 
rées des  expressions  imaginaires  a+ffl/— î et  »— ([/. — i ; H 
faut  pour  cela  remplacer  a par  et , et  b par  — C’,  ce  qui  doune 


(3) 

(4) 


= \f±YY±îL  + \f 


a 


>yiJ 


\/*—£  l/~ï  = \J ?±Y*'+*  _ \jŸY±?~*s/lZi. 

Les  formules  (3)  et  (4)  montrent  nue  la  racine  carrée  d’une 
expression  de  la  forme  et+Qy' — i peut  toujours  être  repré- 
sentée par  une  autre  expression  de  la  même  forme.  Cette  ra- 
cine a deux  valeurs  ; car,  dans  chacune  des  formules  (3)  et  (4L 

le  carré  du  second  membre  ne  change  pas  quand  on  donne  à 

* > 

la  partie  réelle  et  au  coefficient  de  y — î , les  signes  con- 
traires à ceux  dont  ils  sont  affectés.  Cherclioiis  maintenant  si 
une  expression  imaginaire  peutavoir  d’autres  racines  carrées 
que  celles  qui  sont  données  par  le&  formules-  (3)  et  (^}. 

Soit  x-\-y  \é — i une  expression  imaginaire  qui,  élevée 
au  carré  , doit  reproduire  l’expression  <*  *+-  S {/ — * , .rf  et  J 
devant  être  des  quantités  réelles.  -Le  carré  de  x 4-  y V — 1 

i4-. 
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étant  *’ -J'  + rtxyV^  , devra  avoir  '’écluat',on 
x'  —y7  4-  ixy  V7— i « = « + C v//— 1 : 
or  , cette  équation  se  partage  en  deux  autres , savoir  : 

, x'—y  = »,  **y  = e- 

Celles-ci  donnent , par  une  transformation  fort  simple, 
(JC>  + yy  = •-  + C* , d’où  ; 


par  suite  on  a 


y/»7  -f  & + - 

2 ’ 


d’où  t — 

fi  - 

d’où  y — 


±v/^— ' 
±v/^ 


+ C‘ — 


Il  faut  d’ailleurs  observer  i°.  que  les  valeurs  de  x et  de  y de- 
vant être  réelles , la  somme  x*-f y*  doit  être  une  quantité  posi- 
tive, d’où  il  suit  qu’on  ne  doit  prendre  que  la  valeur  absolue 
de  -f-  G1  ; a°.  que  les  valeurs  de  a:  et  de  y devant 
vérifier  l’équation  ixy  — G,  il  faut  qu’elles  aient  le  même 
signe  ou  des  signes  contraires,  selon  que  C est  une  quantité 
positive  ou  une  quantité  négative. 

D’après  ces  observations , l’expression  et  4-  € — i a seule- 
ment deux  racines  carrées  de  la  forme  x -j-y  \/  — i , et  qul 
sont  égales  et  de  signes  contraires.  En  exprimant,  suivant 
les  notations  ordinaires , ces  deux  racines  carrées  par 

, on  aura,  dans  le  cas  où  C sera  positif 


Si  C est  négatif,  ou  , ce  qui  revient  au  même , si  l’expres- 
sion proposée  est  a — Cÿ—i , C étant  positif,  les  deux  racines 


S 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  SEPTIÈME  21 

carrées  de  celte  expression  seront  données  par  la  formule 


On  peut  remplacer  les  formules  (5)  et  (6)  par  d’autres  qui  s’ap- 
pliquent à la  fois  aux  valeurs  positives  et  négatives  de  C.  Pour 
cela,  après  avoir  déterminé  la  valeur  de  l’une  des  inconnues  x 
ou  y comme  ci-dessus,  il  faut  déterminer  la  valeur  de  l’autre 
inconnue  au  moyen  de  l’équation  axjr-C.  On  trouve  ams. 

1 


=v 


\/ »'+&  + • 


y/*/V 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


= -■ 


r 

On  a donc 


\/*\/  * 


=t  V.+C\/-l  = ±(  l/ t/-,  \ 
\v  2 V'a  V/lZ-’+C'+a  / 


ou , ce  qui  revient  au  même 


212.  Pour  obtenir  les  racines  carrées  de  1 et  de 

— \/—\ i , il  faut  faire , dans  les  formules  (5)  et  (6) , * = o et 
C = 1 ; on  trouve  ainsi 


±y/  + y/— 1 = 
=fc  V/  — V — 1 = 


£il, 

y/a 

y/a 
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Les  racines  c&rréès  de  -J-  — i et  de  — )/ — i sont  les 

valeurs  qu’on  obtiendrait  pour  z en  considérant  l’équation 
z(a<= — r ; car  Cette  équation  peut  s’écrire  ainsi  : (z’)’  = — i , 
d’oùz'rsrfc  1/ — i • 1 D’un  autre  côté,  l’équation  z*= — i 
exprime  que  S est  une  racine  quatrième  de  — i.  On  voit  donc 
qu’il  y a quatre  racines  quatrièmes  de  — i qui  sont 

i 4-  'yCZ  i -4- 1/ — i i — V — i j — y/ — i 

ï V*  ’ 1/2  ' 1/2“' 

Si  l’on  voulait  avoir  les  racines  quatrièmes  d’une  quantité' 
négative  — A , il  faudrait  résoudre  l’équation 

*■  • z*  — — A. 

Or , eu  désignant  par  a la  valeur  absolue  de  la  racine  qua- 
trième de  A et  posant  z = ajr,  on  ramène  l’équation  ci-dessus 
à la  suivante  : 

— a 4 ou  jy*  — — i « 

il  suit  de  là  que  l’on  aura  toutes  les  racines  quatrièmes  de 
— A en  multipliant  par  a les  racines  quatrièmes  de  — i . 

; Les  racines  quatrièmes  d’une  quantité  positive  -j-  A sont 
données  par  l’équation 

z*  = A. 

Si  l’on  désigne  encore  par  a la  valeur  absolue  de  la  racine  • 
quatrième  d/e  A,  l’équation  z*  = A deviendra 

z* — a*  = o,  ou  (*" — a^fz1  -f-  a’)  = o ; 

on  obtiendra  donc  toutes  les  valeurs  de  z en  résolvant  sépa- 
rément les  deux  équations 

z“  — a*  = o , z-  4-  a’  = o. 

La  première  donne  et  la  seconde  donne  z=±a\/ — i. 

Les  racines  quatrièmes  de  + A seront  donc  4-  a , — a , 

-Ml/— i,  —a\/—  i- 

213.  Soit  k un  nombre  entier  quelconque  et  A une  quan- 
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tilé  réelle  ou  même  une  expression  imaginaire  ; si  l’on  pose 
l’équation 

(9)  *’*  = A > 

les  valeurs  de  2 qui  satisferont  à cette  équation  seront  les 
sacines  de  A du  degré  3*.  Or  l’équation  (9)  peut  s’écrire 
comme  il  suit  : 

(2’*-)*  = A. 

Celte  dernière  équation  fournira  deux  valeurs  de  a**-1  ; cha- 
cune de  ces  valeurs  fournira  deux  valeurs  de  z'k~ 1 ; chacune 
de  ces  nouvelles  valeurs  fournira  pareillement  deux  valeurs 
de  z**~ , et  en  continuant  ainsi  on  obtiendra  enfin  pour  z un 
nombre  de  valeurs  égal  à 2*.  Toutes  ces  valeurs  seront  des 
expressions  de  la  forme  p -f-  q \/ — 1 , puisque  l’on  a vu 
que  les  racines  carrées  d’une  expression  de  cette  forme  sont 
des  expressions  de  la  même  forme. 

Il  est  facile  de  prouver  que  toutes  les  valeurs  de  z qu’on 
obtiendra  par  ces  calculs  seront  différentes  ; il  suffit  pour 
cela  de  faire  voir  que  si  cette  proposition  est  vraie  pour 
l’équation  z>k-1=A,  elle  sera  vraie  aussi  pour  l’équation 
s1'  = A.  Or,  soient  m-f-  n ^ — 1 , et  m!  -f-  n \/ — 1 deux 
valeurs  différentes  de  z qui  satisfont  à la  première  équation  ; 
les  valeurs  correspondantes  de  z pour  l’équation  z'k  — A se- 
ront les  racines  carrées  de  ces  deux  expressions  imaginaires. 
Mais,  d’après  les  formules  du  n°2li,  les  deux  racines  car- 
rées de  m- ]~n\/  — 1 seront  différentes  l’une  de  l’autre  : celles 
de  m'-f-n'l/  — 1 seront  aussi  différentes  l’une  de  l’autre.  De 
plus,  chacune  d'elles  sera  différente  des  deux  racines  carrées 
de  la  première  expression  ; autrement , en  élevant  ces  ra- 
cines au  carré,  on  aurait  le  même  résultat , et  les  expressions 
m -f-  n\/ — 1 et  m'  -f-  n'  \/ — 1 ne  seraient  pas  différentes, 
ce  qui  est  contraire  à la  supposition. 

314.  Si  Ton  considère  l’équation 

(10)  s”  = A, 
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m désignant  un  nombre  entier  quelconque,  les  valeurs  de  z 
qu’on  déduira  de  cette  équation  seront  les  racines  du  degré  m 
de  A.  Lorsque  m sera  un  nombre  pair , il  sera  de  la  forme 
«XJ*)  n désignant  un  nombre  impair;  si  l’on  pose  alors 
z'k  =y,  l’équation  (10)  se  changera  dans  la  suivante  v 

(n)  y = A. 

Quand  on  aura  pu  déterminer  les  valeurs  de  y qui  vériberont 
la  dernière  équation  , on  déduira  de  chaque  valeur  de  y, 
par  des  extractions  successives  de  racines  carrées , un  nombre 
de  valeurs  de  z égal  à 2*. 

Considérons  le  cas  particulier  où  A étant  une  quantité 
réelle,  positive  ou  négative,  on  a n =3  ; l’équation  (n)  est 
alors 

(12)  y = A. 

Supposons  qu’on  ait  extrait  par  les  procédés  de  l’Arithmé- 
tique la  racine  cubique  de  la  valeur  absolue  de  A,  et  désignons 
par  a cette  racine  cubique  prise  avec  le  signe  de  A ; on  aura 
A =a3 , de  sorte  que  l’équation  (12)  pourra  s’écrire  ainsi  : 

y1  = a*  y ou  y — a3  = o. 

On  a vu  que  j'3  — a3  est  divisible  parj'- — a (n°  81) , et  que 
le  quotient  est  y -f-  ay  -f-  a*  ; il  suit  de  là  que  l’équation 
y — a3  = o revient  à celle-ci  : 

(.r  — <*)(y  4 •«r+«’)  = o; 

D’ailleurs,  on  sait  que,  pour  qu’un  produit  de  facteurs  réels 
ou  imaginaires  soit  réduit  à zéro  , il  suffit  et  il  faut  que  l’un 
des  facteurs  devienne  nul  (n°  808).  On  obtiendra  donc  toutes 
les  racines  de  l’équation  y — a3  — o en  résolvant  séparément 
les  deux  équations  ci-après  : 

y — a = o,  y 4-  ay  + au  = o. 

L’équation  y — a = o donne  y = a,  et  en  résolvant  l’é— 
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quation  J1  + o/  + fl,=oon  trouve 


J = 


— a rt  \/  — 3a1 
2 


ou 


±v/3y/ 

2 


Xa. 


On  voit  donc  qu’une  quantité  réelle  a trois  racines  cubiques  ; 
l’une  de  ces  racines  est  réelle  , et  les  deux  autres  sont  des  ex- 
pressions imaginaires. 

Si  l’on  suppose  en  particulier  A = 1 , on  aura  aussi  n=  1 ; 
on  obtient  ainsi  pour  les  trois  racines  cubiques  de  l’unité 

— 1 -f-  1/3 1/ — 1 — 1 — 1/31/ — 1 

,,  - , - 

En  comparant  les  trois  dernières  expressions  avec  celles 
qu’on  a obtenues  pour  les  racines  cubiques  de  A , on  voit  que 
celles-ci  se  déduisent  des  racines  cubiques  de  l’unité  en  les 
multipliant  par  la  racine  cubique  réelle  de  A. 

Si  l’on  veut  reconnaître  à posteriori  comment  l’expression 
K-  i+^3  l/— "î ) est  une  racine  cubique  de  l’unité  , il 
faudra  élever  cette  expression  au  cube  ; en  l’élevant  d’abord 
au  carré,  on  a pour  résultat  l’expression  j ( — 1 — 1/3/ — i)> 
et  en  multipliant  ce  résultat  par  j( — i-f-l/3/ — t),  on  trouve 
pour  produit  l’unité.  On  s’assurera  de  même  que  le  cube 
de  — 1 — \/3  1/  — 1)  est  aussi  égal  à l’unité. 

Ces  derniers  calculs  montrent  que  chacune  des  deux  racines 
cubiques  imaginaires  de  l’unité  est  le  carré  de  l’autre  ; de 
sorte  que  si  l’on  représente,  pour  abréger,  l’une  de  ces  racines 
par  a,  l’autre  sera  représentée  par  ; et  si  Ton  continue  de 
désigner  par  a la  racine  cubique  réelle  de  A , les  trois  racines 
cubiques  de  A seront  a,  a»,  a*1. 

Si  l’on  veut  avoir  les  racines  sixièmes  d’une  quantité  po- 
sitive + A’,  il  suffira,  d’après  ce  qui  a été  dit  (n#213),  de 
prendre  les  racines  carrées  de  chacune  des  racines  cubiques 
de  A’.  En  représentant  par  a*  la  valeur  absolue  de  la  racine 
cubique  de  A1 , les  trois  raciues  cubiques  de  cette  quantité 
sont  a%  a‘»,  d’x J.  Les  raeines  carrées  de  a-  sont  lia,  celles 
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do  a'»‘  sont  ± a»  ; pour  trouver  les  racines  carre'es  de  a'« , on 
remarque  que  la  relation  «3=  i donne  erisr»  , d’où  il  suit 
que  les  racines  carrées  de  a*«  sont  ±:  Les  racines  sixièmes 

île  Aa  sont  donc  ±a,  dz  an , rh  a*\ 

On  parvient  à la  même  conséquence  en  remarquant  que  si 
l’on  pose  l’équation 

z6  = A\ 

on  pourra  écrire  cette  équation  connue  il  suit  :• 

z6  — A“  = o,  ou  (z3 — A)(z3  -f-  A)  = o ; 

de  sorte  que  l’on  obtiendra  toutes  les  valeurs  de  z eu  résol- 
vant séparément  les  deux  équations 

z3  — A = o,  z3  4-  A = o; 

ce  qui  reviendra  à prendre  les  racines  cubiques  de  chacune 
des  quantités  -J-  A et  — A.  La  racine  cubique  réelle  de  A 
étant  a,  celle  dé — A sera  — a,  et  les  valeurs  de  z déter- 
minées par  les  deux  équations  z3  — A = o , z3  A = o seront 
«omme  ci-dessus  -f -a,  -f -aa,  — a,  — me,  — att1. 

215.  On  verra  dans  la  suite  que  les  observations  que  nous 
venons  de  présenter  sur  les  racines  d’une  quantité  s’éten- 
dent aux  racines.de  tous  les  degrés;  de  sorte  qu’une  quan- 
tité réelle,  ou  même  une  expression  de  la  forme p-\-q  V/ — » 
a toujours  m racines  du  degré  m , toutes  les  déterminations 
imaginaires  de  ces  racines  étant  de  la  forme  J>  + Ç ^ — i 

Résolution  générale  de  l’équation  du  3'  degré. 

216.  Une  équation  du  3e  degré  à une  inconnue  peut  con- 
tenir, avec  la  troisième  puissance  de  l’inconnue , les  puis- 
sances inférieures , et  un  terme  indépendant  de  l’inconnue  ; 
mais  comme  il  sera  démontré  dans  la  suite  qu’on  peut 
toujours  ramener  la  résolution  d’une  équation  à celle  d’une 
autre  qui  ne  renferme  pas  la  puissance  de  l’inconnue  iin- 
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laédiatement  inférieure  au  degré  de  l’équation , nous  sup- 
poserons que  cette  réduction  a été  opérée;  et,  pour  éviter 
les  fractions,  nous  présenterons  l’équation  du  3e  degré  sous 
cette  forme 

<r)  ar*  -f-  3px  ■+■  -iq  = o. 

Nous  supposerons  d’ailleurs  que  p et  q sont  des  quantités 
réelles. 

Si  l’on  fait 

x — y + t, 

ou  pourra  écrire  l’équation  résultante  comme  il  suit  : 

y + a3  4*  3{ J z f p)(y  ■+•  z)  + 2?  = o. 

Cette  dernière  équation  est  évidemment  vérifiée  quand  on 
pose 

y*  +P  = o et  ys  -p  zJ  4-  iq  = o. 

Celles-ci  donnent 

y3z3  = —p\  j-3+z3  = —2Ç; 

ou  conclut  de  ces  deux  équations  que  et  z'  sont  les  deux 
racines  de  l’équation 

t a + 2 qi  — p'  — o ; 

de  sorte  que  l’on  a 

y3——  q+y^q'+p*,  ^ — — q—Vq'+p'j 

et  puisque  x=jr  + z,  la  formule  des  valeurs  de  x est  celle-ci  : 

3 3 

(a>  x =V— q+V 4-  v/ — q — Ÿ ql+pK 

Si  l’on  n’avait  point  égard  aux  valeurs  algébriques  des  ra- 
dicaux, la  formule  (2)  ne  déterminerait  qu’une  seule  valeur 
de  x;  mais  chaque  radical  cubique  ayant  trois  détermina- 
tions, la  somme  des  deux  radicaux  fournira  neuf  expres- 
sions différentes.  11  est  facile  de  voir  que  ces  neuf  expressions 
ne  peuvent  pas  toutes  convenir  à l’équation  proposée  ; car  les 
valeurs  dej'  etz  doivent  vérifier  les  deux  cquations^z= — p, 
y+^=  — 2 q ; or  la  première  équation  ayant  été  remplacée 
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par  y‘z'}= — p3,  et  toute  quantité  ayant  trois  racines  cubiques, 
l’équation  j'sz6  = — ^comporte,  pour  le  produites,  trois 
déterminations  différentes;  et  si  l’on  représente,  comme 
dans  le  n°  214,  les  racines  cubiques  imaginaires  de  l’unité  par  m 
et«’,  les  trois  valeurs  de  ^correspondantes  kjr3z3=i — p3  sont 
jz  = — p , y z = — pa,jrz= — p**.  La  formule  (2)  doit 
donc  donner  à la  fois  les  racines  de  l’équation  (1)  et  celles 
des  équations  qu’on  obtiendrait  en  remplaçant  p soit  par  p », 
soit  par  px*  ; or  comine  p est  une  quantité  réelle  , il  faudra, 
pour  n’obtenir  que  les  racines  de  l’équation  (1),  exclure 
toutes  les  combinaisons  des  deux  radicaux  cubiques  forme'es 
avec  des  valeurs  dont  le  produit  sera  imaginaire. 

Lorsque  la  quantité  q‘  -f-  p1  est  positive  , chaque  radical 
cubique  admet  une  détermination  réelle.  Représentons  , pour 
abréger , celle  du  premier  radical  par  A , et  celle  du  second 
par  B ; les  trois  déterminations  du  premier  radical  seront  A, 
«A  , «'A  , et  celles  du  second  seront  B,  «B,  aaB.  Or,  en 
multipliant  successivement  les  trois  premières  quantités  par 
les  trois  dernières,  et  en  observant  i°.  que  x et  sont  des 
expressions  imaginaires , 20.  que  »3  = 1 , et  que  •*  est  imagi- 
naire , puisque,  à cause  de  x3  = 1,  on  a «4=«,  on  voit 
que  l’on  n’obtient  que  trois  produits  réels,  savoir  AxB, 
xA  X x*B,  xaA  X aB.  Il  suit  de  là  que  l’on  doit  seulement 
admettre  pour  z les  trois  valeurs  ci-après  : 

A -f-  B,  xA  4-  «’B,  xaA  -j-  «B. 

La  première  valeur  est  réelle , et  les  deux  autres  sont  ima- 
ginaires. On  verra  d’ailleurs  dans  la  suite  que  l’équation  ne 
peut  pas  admettre  un  plus  grand  nombre  de  racines. 

Prenons  pour  exemple  l’équation 

x 3 — 6x  — 9 = 0. 

O11  a ^ = — 2,  q = — |,  d’où  ÿ'  qa  ~h P*  =ï  ; ce  qui  donne 
3 

a =v/—  q+Vq%+p3  = V -v  = 2, 

3 , , . • 

B — v q — \/  qa  ~i~  ps  — V\  = 1. 
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Ainsi  les  trois  racines  sont 

* = 3, 

X=— , — y 3 V — I +ï(—  ‘ +V  3 V — « }=  (— 3 - v 3 v - 1 ).' 
Un  s’assurera  aisément  que  ces  trois  valeurs  de  x vérifient  en 
effet  l’équation  proposée. 

Lorsque  la  quantité  y*  -hp3  est  négative,  ce  qui  exige  quc/> 
soit  négatif,  les  radicaux  cubiques  compris  dans  la  formule  (2) 
n’ont  plus  de  détermination  réelle  , et  les  valeurs  de  x se 
trouvent  compliquées  d’imaginaires.  Cependant  il  ne  faut  pas 
en  conclure  que  l’équation  n’a  que  des  racines  imaginaires  ; 
il  sera  au  contraire  démontré  dans  la  suite  que  les  racines 
sont  toutes  réelles.  Mais  si  l’on  voulait  faire  usage  de  la  for- 
mule (2) , pour  obtenir  les  racines , il  faudrait  la  débarrasser 
des  imaginaires  ; et  l’on  ne  peut  y parvenir  qu’en  exprimant 
chaque  radical  cubique  par  une  suite  composée  d’un  nombre 
infini  de  termes  s c’est  ce  qu’on  appelle  le  cas  irréductible 
du  troisième  degré. 

On  a un  exemple  de  ce  cas  en  prenant  l’équation 
x1  — 21X  -f-  20=0, 

il  faut  faire  dans  la  formule  (2)  p = — 7,  q = io;  on  trouve 
ainsi 

3 3 

x — V* — 10+91/ — 3 -f-  \J — 10 — 9 1/-  3- 

Il  est  facile  de  s’assurer  que  l’équation  a trois  racines  réelles  ; 
car  elle  est  vérifiée  quand  on  remplace  x par  chacun  des 
nombres  1 , 4 et  — 5. 

Dans  les  cas  où  la  quantité  q* +/r’  est  positive , la  for- 
mule (2)  présente  encore  une  imperfection  , qui  consiste  en  ce 
qu’elle  peut  ne  donner  pour  la  racine  réelle  qu’une  expression 
embarrassée  de  radicaux  , quoique  la  racine  soit  rationnelle. 
On  a un  exemple  de  ce  cas  en  prenant  l’équation 

x 3 — 6x  — 4°  — 0> 
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Il  faut  faire  dans  la  formule  (2)  pim — 2,  q— 3—20,  ce  qui 
conduit  à 

3 3 

X = l/ 20  -f-  i4v/2  + V^20  — l4v/a- 

La  racine  réelle  se  trouve  ainsi  exprimée  sous  une  forme  irra- 
tionnelle ; cependant  elle  est  commensurable , car  l’équa- 
tion est  vérifiée  quand  on  fait  .r  = 4- 

Pour  déduire  de  la  formule  (2)  la  valeur  exacte  de  la  racine, 
lorsqu’elle  est  rationnelle,  il  faudrait  exécuter  sur  chacun  des 
radicaux  cubiques  compris  dans  la  formule  une  transforma- 
tion analogue  à celle  que  nous  avons  exposée  au  sujet  de 

l’expression  v/n+  \/b  ; mais  cette  transformation  dépend 
elle-même  de  la  recherche  d’une  racine  rationnelle  d’une 
équation  du  troisième  degré. 

Lorsque  l’on  a q1  -f-  p3  = o , les  quantités  que  nous  avons 
exprimées  par  A et  B sont  égales  l’une  et  l'autre  à la  valeur 
3 

réelle  de  ^ — q ; et  comme  « -f-  = — 1 , on  trouve 

. 3 3 3 . 

A+B=2 y — y,  Aa-f-B «*= — Y' — 3»  A«*+B«= — \/  — q* 

Ainsi , les  trois  racines  de  l’équation  sont  réelles , et  deux 
d’entre  elles  sont  égales. 
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PROPOSITIONS  SUR  LES  NOMBRES.  PROPORTIONS.  PROGRESSIONS. 
FRACTIONS  CONTINUES. 


Propositions  sur  les  nombres  premiers,  les  diviseurs  des 
nombres , et  les  fractions  irréductibles. 


217.  Théorème.  Si  un  nombre  p divise  un  produit  ab  de 
deux  facteurs  , et  s’il  est  premier  avec  a , il  doit  diviser  b. 

Soit  a >/?  , et  supposons  qu’on  opère  sur  les  nombres  a 
et  p , comme  si  l’on  voulait  trouver  leur  plus  grand  commun 
diviseur;  nommons  q,  q , etc.,  les  quotients  successifs  qui 
résultent  de  cette  ope'ration  , et  r,  r' , etc.  , les  restes  succes- 
sifs; on  aura 

a = pq  r,  p — rq'  + r , etc. 


En  multipliant  chacune  de  ces  égalités  par  b , et  les  divisant 
ensuite  par  p,  il  vient 


ab  , , rb  , br  , , db 

— = bq  , b ~ — x q -f-  — i 

P P P P 


etc. 


D’après  la  première  égalité , puisque  est  un  nombre  entier, 

il  faut  que  — soit  aussi  un  nombre  entier;  d’après  la  seconde 

. • , br  . . . br'  . . 

enalite,  — étant  un  nombre  entier, — doit  etre  aussi  un 
P P 


nombre  entier;  ainsi  de  suite.  Or , a etp  étant  premiers  entre 
eux , l’un  des  restes  r , r',  etc. , est  égal  à l’unité.  Done 
b X i b . , 

ou  -doit  etre  un  nombre  entier. 

P P 
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La  démonstration  serait  absolument  la  même  si  l’on  avait 
a<p. 

Corollaire  i".  Tout  nombre  premier  p qui  divise  un  pro- 
duit abcd  divise  un  des  facteurs  de  ce  produit  ; car  si  p ne 
divise  pas  a , il  est  premier  avec  a , donc  il  doit  diviser  bcd. 
De  même,  si  p ne  divise  pas  b , il  est  premier  avec  b , donc 
il  doit  diviser  cd.  Enfin  , si  p ne  divise  pas  c,  il  doit  diviser  d. 

Corollaire  ii.  Tout  nombre  premier  qui  divise  a"  divise 
aussi  a,  car  am  — a X a X a X etc. 

Corollaire  iii.  Lorsqu’un  nombre  n est  divisible  par  plu- 
sieurs nombres  d , et  et',  etc. , tels  que  chacun  d’eux  est  pre- 
mier avec  tous  les  autres,  le  nombre  n est  divisible  par  le 
produit  detet' . En  effet,  n étant  divisible  pard,  on  a n=dq,  et  q 
est  un  nombre  entier.  Puisque  <f  divise  n , il  doit  diviser  dq  ; 
or  , et  est  premier  avec  d , donc  il  doit  diviser  q.  Il  suit  delà 
que  l’on  a q = etq' , q'  étant  un  nombre  entier , ce  qui  donne 
n — det q'  ; le  nombre  n est  donc  divisible  par  dit . En  conti- 
nuant ces  raisonnements,  on  prouvera  que  n est  divisible 

Par  ddtd'-  • -/  .; 

Î18.  Théorème  ii.  Un  nombre  N ne  peut  être  décomposé  en 
facteurs  premiers  que  et  une  seule  manière. 

Soit  N = abcd.  ..,  les  lettres  a,  b,  c,  d,  etc.  désignant 
des  facteurs  premiers  égaux  ou  inégaux.  Si  l’on  avait  aussi 

N = , en  désignant  par  «,  ?,  y,  i,  etc.  d’autres 

facteurs  premiers,  il  en  résulterait  abcd. . . =»Cyé' 

D’après  cette  égalité  , « doit  diviser  le  produit  abcd,  donc  il 
doit  diviser  un  des  facteurs  ; or,  tous  ces  facteurs  sont  pre- 
miers; par  conséquent,  il  faut  que  l’un  d’eux  soit  égal  à a. 
Supposons  a = « ; en  supprimant  ces  facteurs  égaux  , on  ob- 
tiendra une  nouvelle  égalité  au  moyen  de  laquelle  on  prou- 
vera que  doit  être  égal  à l’un  des  facteurs  b , e,  d,  etc.  ; 
ainsi  de  suite.  Les  facteurs  des  deux  produits  sont  donc  égaux 
chacun  à chacun. 

Corollaire  i*r.  Supposons  que  l'on  ait  N = a*bfcfl , les  fac- 
teurs a,  b , c , étant  premiers  , et  les  exposants  n , p , q étant 
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des  nombres  entiers  positifs,  il  est  évident  que  le  nombre  N 
aura  pour  diviseurs  tous  les  produits  qu’on  pourra  former 
avec  les  puissances  des  facteurs  premiers  a,  b , c,  marquées 
par  les  exposants  depuis  o jusqu’à  n pour  le  premier  fac- 
teur, depuis  o jusqu’à p pour  le  second,  depuis  o jusqq’ù  q 
pour  le  troisième  ; de  plus , le  nombre  N n’aura  pas  d’autres 
diviseurs  que  ces  produits  , autrement  ce  nombre  se  décom- 
poserait de  plusieurs  manières  en  facteurs  premiers.  On  con- 
clut facilement  de  là  que  l’ou  aura  tous  les  diviseurs  de  N , en 
calculant  tous  les  termes  du  produit  ci-dessous  : 

( i 4-  a-|-a‘-f . . . +a*)(  i • •+!*)  ( 1 

or 

Ces  termes  seront  tous  différents;  car  il  ne  s'en  trouvera  pas 
deux  qui  soient  composés  des  mêmes  facteurs  premiers  affectés 
des  mêmes  exposants.  Par  conséquent,  le  nombre  des  divi- 
seurs de  N,  en  y comprenant  l’umté  et  le  nombre  N,  est 

(n  -f-  i)(p  -f  i )(q  -f  i). 


Corollaire  ii.  On  voit,  en  se  reportant  au  n°  81,  que 

i -f-u-f-a’-f-  ...  4-  o*  est  le  quotient  de  — i par  a ts; 

par  conséquent  la  somme  des  diviseurs  du  nombre  N est 
exprimée  par 


Corollaire  m.  Il  résulte  de  ce  qui  a été  dit  dans  le  corol- 
laire i"  , que  les  diviseurs  communs  à plusieurs  nombres  ne 
peuvent  contenir  que  des  facteurs  premiers  communs  à ces 
nombres.  Par  conséquent  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
plusieurs  nombres  est  le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers 
égaux  ou  inégaux  , communs  à ces  nombres. 

Corollaire  iv.  Il  résulte  aussi  de  ce  qui  a été  dit  dans  le 
corollaire  i" , que , pour  qu’un  nombre  soit,  divisible  par  plu- 
sieurs nombres  donnés,  il  faut  qu’il  renferme' tous  les  facteurs 
premiers  égaux  ou  inégaux  contenus  dans  ces  nombres.  Par 
conséquent,  le  plus  petit  nombre  exactement  divisible  par 
plusieurs  nombres  donnés  est  le  produit  de  tous  les  facteurs 
2*  Édit.  i5 


Digitized  by  Google 


aa.fi  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D’ALGÈBRE. 

premiers  différents  qui  entrent  dans  ces  nombres,  chaque 
facteur  étant  affecté  de  l’exposant  qu’il  a dans  le  nombre  où 
son  exposant  est  le  plus  fort. 

On  peut  aussi  former  le  plus  petit  nombre  entier  divisible 
par  plusieurs  nombres  donnés , en  n’employant  que  le  procédé 
du  plus  grand  commun  diviseur.  Soient  a et  b deux  nombres, 
et  d leur  plus  grand  commun  diviseur;  on  aura  a = ad, 
b — b'd,  les  quotients  a'  et  b'  étant  des  nombres  entiers  pre- 
miers entre  eux.  Soit  A un  nombre  divisible  par  a ; ou  aura 
3k  ‘cï  q 

A =a'dq,  d'où  -y  = On  voit  par  la  seconde  égalité  que, 

pour  que  A soit  aussi  divisible  par  b , il  faudra  que  b'  divise  aq , 
et  puisque  les  nombres  b'  et  a'  sont  premiers  entre  eux,  b'  devra 
diviser  q.  Il  suit  de  là  que  A sera  le  plus  petit  nombre  divisible 
par  a et  par  b , si  l’on  pose  q = b',  ce  qui  donne  k=a'b'd. 

Pour  trouver  le  plus  petit  nombre  divisible  par  trois  nom- 
bres a,  b , c,  on  cherchera  d’abord  le  plus  petit  nombre  A 
divisible  par  a et  bi  et  ensuite  le  plus  petit  nombre  divisible 
par  A et  c.  S’il  y avait  plus  de  trois  nombres  , on  agirait  de  la 
meme  manière.  ' 

219.  Théorème  ni.  Lorsque  les  deux  termes  d’une  fraction 
sont  premiers  entre  eux , la  fraction  est  irréductible. 

A * 

Soit  — une  fraction  dont  les  deux  termes  sont  premiers  entre 
eux.  Pour  .que  cette  fraction  ne  fût  pas  irréductible,  il  fau- 
drait qu’elle  fût  égale  à une  fraction  ^ exprimée  en  termes 

moindres.  Or,  si  l’on  avait  — = il  en  résulterait  ^ — a , 

donc  B devrait  diviser  A b ; et  comme  B est  premier  avec  A, 
il  devrait  diviser  b , -ce  qui  est  impossible  , puisque , par  hy- 
pothèse, b est  moindre  que  B. 

220.  Théorème  iv.  Pour  qu’une  fraction  soit  égale  à une 
.t frac  lion  irréductible,  i^faut  que  les  deux  termes  de  la  ,pre- 
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inière  fraction  soient  respectivement  égaux  aux  deux  termes 
de  la  seconde  multipliés  par  un  même  nombre  entier.  > 

Soit  j uAe  fraction  irréductible.  Si  l’on  a 5 = 7,  il  eu  ré- 
n n <•  b 

or,  d’après  la  seconde  égalité,  b qui  est 


sultera  A : 


premier  avec  a doit  diviser  B ; et  si  l’on  pose  »s=  dm  , en 
désignant  par  m un  nombre  entier,  on  conclut  de  la  même 
égalité  A = am . 1 

Corollaire.  Pour  que  deux  fractions  irréductibles  soient 
égales , il  faut  que  les  numérateurs  soient  égaux , ainsi  que  les 
dénominateurs.  . . . 


Sur  les  caractères  de  divisibilité  des  nombres  par 
certains  diviseurs. 


821.  Les  caractères  de  divisibilité  des  nombres  par  les 
diviseurs  2 , 3 , 5 , g , 11,  que  l’on  explique  dans  les  Traités 
d’Arithmétique,  sont  renfermés  dans  une  proposition  générale 
qui  s'applique  à tous  les  systèmes  de  numération. 

Soit  N un  nombre  entier  , écrit  dans  le  système  de  numé- 
ration dont  la  base  est  b.  Concevons  qu’on  ait  partagé  ce 
nombre,  en  allant  de  droite  à gauche,  en  tranches  de  m chif- 
fres chacune , sauf  la  dernière  qui  pourra  en  avoir  moins  ; 
et  soient , en  allant  aussi  de  droite  à gauche.  A,  B,  C,  D. . . 
ces  tranches  considérées  comme  autant  de  nombres  isolés.  On 
aura  • ‘ • - * 

N = A -f-  Bbn  4-  C bim  -f  W -f-. . . ; 

or  , on  peut  mettre  cette  expression  du  nombre  N sous  les 
trois  formes  qui  suivent  : 

N ==  bm{  B 4“  + ■ • ) -+•  A. 

N = [B(6™  — 1)  + C (b™  — 1)  -f  D(b3m  t-  1)  + . . ,] 

■4-  (A  -f.B  + C + D if . 

N = [B(J"+i)+Cr-0  + D^-(.  1)  + ...]  > 

+ (HC+  (B  + D + 

i5. . 
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Les  premières  parties  de  ces  trois  expressions  de  N sont  res- 
pectivement divisibles  par  bn  , bm — i , A"+i  ( voyez  le 
n°  81)  ; et  de  là  résultent  les  conséquences  ci-après. 

i°.  Dans  tout  système  de  numération , le  reste  de  la  division 
d’un  nombre  par  un  diviseur  quelconque  de  la  m,'me  puissance 
de  la  base  du  système , est  le  meme  que  celui  qu’on  obtient  en 
■divisant  sa  première  tranche  de  m,  chiffres  à droite  par  ce 
diviseur. 

2°.  Dans  tout  système  de  numération,  le  reste  de  la  divi- 
sion’dun  nombre  par  un  diviseur  quelconque  de  la  miim* puis- 
sance  de  la  base , diminuée  d une  unité , est  le  même  que  celui 
qu’on  obtient  en  divisant  la  somme  des  tranches  de  m chiffres 
par  ce  diviseur. 

3°.  Dans  tout  système  de  numération , le  reste  de  la  di- 
vision d’un  nombre  par  un  diviseur  quelconque  de  la  miemt 
puissance  de  la  base,  augmentée  d'une  unité,  est  le  même  que 
celui  qu’on  obtient  en  divisant  par  le  même  diviseur  la  somme 
des  tranches  de  ni  chiffres  de  rangs  impairs,  moins  la  somme 
des  tranches  de  m chiffres  de  rangs  pairs. 

Par  conséquent , pour  que  la  première  division  soit  pos- 
sible , il  suffira , dans  chaque  cas , que  la  seconde  , plus 
simple , se  fasse  exactement. 

Pour  appliquer  les  deux  derniers  caractères  de  divisibilité  à 
un  diviseur  donné , il  faudra  d’abord  chercher  la  plus  faible 
puissance  de  la  base  du  système  de  numération , qui , divisée 
par  le  diviseur  proposé , donnera  pour  reste  + i ou  — i. 

Supposons,  par  exemple,  que  l’on  veuille  connaître  les 
caractères  de  divisibilité  des  nombres  écrits  dans  le  système 
décimal , par  chacun  des  nombres  37  et  7.  On  divisera  les 
puissances  successives  de  10  par  37,  et  par  7;  on  trouvera 
que  1 000  divisé  par  37  donne  pour  reste  -4-  1 , et  que  1 000 
divisé  par  7 donne  pour  reste  — 1 . On  en  conclura  que  la  divi- 
sibilité d’un  nombre  par  37  dépend  de  la  divisibilité  par  37 
de  la  somme  des  tranches  de  trois  chiffres  ; et  que  la  divisibi- 
lité d’un  nombre  par  7 dépend  de  la  divisibilité  par  7 de  la 
somme  des  tranches  de  trois  chiffres  de  rangs  impairs  , 
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moins  la  somme  des  tranches  de  trois  chiffres  de  rangs 
pairs. 

En  supposant  m = 1 , on  retombe  sur  les  caractères  connus 
de  divisibilité  par  2,  3 , 5, 9 et  11. 

Nous  avons  extrait  cet  article  des  Annales  de  Mathéma- 
tiques , rédigées  par  M.  Gergosne. 

Ce  serait  ici  le  lieu  de  donner  diverses  propositions  inté- 
ressantes sur  les  diviseurs  des  nombres  et  les  nombres  pre- 
miers ; mais  le  lecteur  pourra  consulter  à ce  sujet  les  Leçons 
cC Algèbre  de  M.  Lefébure  de  Fourcy.  Ceux  qui  voudront 
connaître  les  travaux  des  géomètres  sur  les  propriétés  des 
nombres  devront  recourir  à la  Théorie  des  nombres  de 
Legendre  , et  à l’ouvrage  intitulé  , Disquisitiones  arilhmeticæ 
de  Gauss  , qui  a été  traduit  par  M.  Pouixet-Deusle. 

Propositions  sur  les  racines. — Méthode  abrégée  pour 
extraire  la  racine  carrée  d’un  nombre. 


222.  Théorème  v.  La  racine  d’un  degré  quelconque  et  un 
nombre  entier  ne  peut  être  qu’un  nombre  entier  ou  un  nombre 
incommensurable. 

Pour  démontrer  ce  théorème , il  s’agit  de  faire  voir  qu’une 
racine  d’un  nombre  entier  ne  peut  jamais  être  une  fraction. 
Or,  si  la  racine  du  degré  m d’uu  nombre  entier  a était  une 

fraction  -,  qu’on  pourrait  toujours  supposer  irréductible, 

bm 

on  aurait  — =s  a : il  faudrait  donc  que  bm  fût  divisible  par 

cm.  Mais  b et  c étant  premiers  entre  eux  , bm  et  cm  sont  aussi 
premiers  entre  eux  ; car  si  un  facteur  premier  divisait  à la 
fois  bm  et  c" , ce  facteur  premier  devrait  diviser  b et  c.  La 

b<n 

fraction  — ne  peut  donc  pas  être  égale  à un  nombre  entier. 
L’hypothèse  que  l’on  a établie  ne  peut  donc  pas  être  admise. 
225.  Théorème  vi.  Pour  que  la  racine  du  degré  m d’une 
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fraction  irréductible  soit  commensurable , il faut  que  les  deux 
termes  de  la  fraction  soient  des  puissances  exactes  du  degré  m . 

Soit  ^ une  fraction  irréductible.  Si  la  racine  du  degré  m 
b 

n c 

de  cette  fraction  est  exprimée  par  une  fraction  ^ , qu’on 


" £1  (f" 

pourra  toujours  supposer  irréductible  , on  aura  g = Or, 

la  flrkction  étant  irréductible  , il  en  est  de  même  de  la 

« 

cm  Cl 

fraction  ^ ; et  puisque  ^ est  pareillement  une  fraction  irré- 
ductible , l’égalité  ci-dessus  ne  peut  exister  qu’autant  que 
l’on  a a=cn  et  b — dn(  n°  220). 


224.  Lemme  i.  Les  puissances  successives  e/un  nombre  A 
plus  grand  que  l’unité  sont  de  plus  en  plus  grandes  , et  elles 
croissent  au-delà  de  toute  limite. 

De  ce  que  l’on  a A i , on  conclut  immédiatement 
A*>  A,  À3>A*,. . . A’B+I>AM. 

En  outre,  si  l’on  pose  A — i=B,  on  aura  A’  — A>B  et 
à fortiori  A 6 — A*>B. . .A1” — A"'_,)>B.  En  ajoutant  toutes  ces 
relations  membre  à membre  (n°  163),  on  trouve  Am--i>mB, 
ou  A">  i -f-mB.  Or,  on  peut  toujours  prendre  m assez  grand 
pour  que  i -f-  m B surpasse  toute  quantité  donnée  ; car  l’iné- 

g j 

galité  i -f-  mB  ]>  H est  vérifiée  quand  on  pose  m — — . 

On  peut  donc  toujours  trouver  une  valeur  de  m telle  que  Am 
soit  plus  grand  qu’une  quantité  donnée. 

228.  Lemme  ii.  Les  puissances  successives  d’un  nombre  a 
plus  petit  que  l'unité  sont  de  plus  en  plus  petites , et  elles 
s’approchent  indéfiniment  de  zéro. 

De  ce  "ne  l’on  a a i , on  conclut  immédiatement 
a'  <[  a , a?  a1,  ...  ora+l  < a'". 
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En  outre,  si  l’on  pose  A=-,  A sera  plus  grand  que  l’unité', 

et  on  aura  a — -,  d’où  a1"  . Il  suit  de  là  que  h étant 

A Art 

une  quantité  donnée  aussi  petite  que  l’on  voudra,  la  rela- 
tion am  < ftçera  vériûe'e  si  l’on  a — < i,  ou  à"  > -j-.  Or 

. A"  h 

d’après  le  théorème  précédent , on  peut  toujours  assigner  une 
valeur  de  m qui  satisfasse  à cette  dernière  condition. 


, 246.  Théorème  vu.  La  racine  du  degré  in  dt un  nombre 
diffère  <L autant  moins  de  T unité  que  le  degré  m est  plus 
grand,  et  l’on  peut  prendre  m assez  grand  poiipqng  cette  racine 
différé  de  l’unité  d’une  tfftanlilé  aussi  petite  qu’on  le  veut. 

Considérons  d’abord  un  nombre  A plus  grand  que  l’unité. 
Soient  « la  racine  du  degré  m de  A , et  f la  racine  du  degré 
m -f-n  du  même  nombre  ; les  nombres  * et  G seront  nécessai- 
rement plus  grands  que  1 , et  l’on  aura  a.m  =.Gm+n  =Gm  X £"  ; 
donc  um  > Gm,  et  par  conséquent  * 

Soit  c une  quantité  donnée  ifussi  petite  qu’on  le  voudra  ; 
si  l’on  prend  pour  m une  valeur  telle  qu’on  ait  (t  -f-  i)m  > A 
( n”  224) , la  racine  du  degré 'm  de  A sera  moindre  que  i -j-  t. 

Considérons  maintenant  un  nombre  a , moindre  que  l’unité . 
Soient  « la  racine  du  degré  m de  a , et  G la  racine  du  degré 
m-f-  n du  même  nombre  ; les  nombres  * et  G seront  nécessai- 
rement plus  pct^s  qift  i , et  l’on  aura  »*  = {“+,3£“x£'; 
donc  a.m  <^Gm,  et  par  conséquent  <*  < C. 

Soit  encore  i une  quantité  donnée  aussi  petite  qu’on  le 
voudra  ; si  l’on  prend  pour  m une  valeur  telle  qu’on  ait 
( i — «)“*■<  a (n°  228),  la  racine  dudfegré  m de  a sera  plus 
grande  que  i — «.  * 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

227.  Théorème  vin.  Lorsqu’on  a trouvé  une  partie  a delara- 
cine  carrée  d’un  nombre  entier  n,  composée  de  plus  de  la  moitié 
des  chiffres  de  la  racine , à partir  du  chiffre  des  plus  hautes 
unités,  la  quantité  qu’il  faut  ajouter  à a pour  avoir  la  racine 
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à moins  d’une  unité,  est  égale  à la  partie  entière  du  quotient 
que  Von  trouve  en  divisant  le  reste  n — a’  par  aa. 

Supposons  par  exemple  que  le  nombre  n dont  on  demande 
la  racine  carrée  soit  2354973285267 , la  racine  doit  être 
composée  de  7 chiffres,  et  Ton  trouve  1 534  pour  Ie  nombre 
formé  des  quatre  premiers  chiffres  ; en  sorte  que  a=t534ooo. 
Le  reste  n — n*  est  1817285267 , et  la  division  de  ce  reste  par 
2 X i534ooo  donne  pour  quotient  5g2  ; il  en  résulte  que  la 
racine  est  1634592  à moins  d’une  unité. 

Pour  démontrer  l’exactitude  de  cette  règle,  représentons 
par  a-\-b  la  valeur  de  la  racine  du  nombre  n , on  aura 

• * 

n — û®  l}"1 

n — a*  4-  2 ab  -f-  b' , d’où  -• = b -I : 

. 2a  2a 

si  Tou  desigue  par  q le  quotient  de  la  division  de  n — a*  par 
2a , et  par  r le  reste , il  viendra 


La  partie  a qui  est  formée  des  plus  hautes  unités  de  la 
racine,  contient  autant  de  chiffres  qu'il  doit  s’en  trouver 
dans  la  racine , et , par  hypothèse  f le  nombre  des  chiffres 
de  la  partie  entière  de  b est  moindre  que  la  moitié  du  nombre 
des  chiffres  de  la  racine.  Il  suit  de  là  que  la  partie  entière  de  b1 

bi 

a moins  de  chiffres  que  a ; donc  — est  \ine  (ÿiantité  moindre 


p -f 

que  l’unité.  D’ailleurs  — est  aU^ffi  moindre  que  l’unité.  Donc 

le  nombre  entier  q est  Ja  valeur  de  b à moins  d’une  unité. 

Scoue.  Lorsque  kfcnotubre  n est  un  carré  , la  quantité  b est 
un  nombre  entier;  or,  la  différence  de  deux  nombres  entiers 
ne  peut  pas  être  une  fraction  ; pa*  conséquent , il  faut  que 
Ton  ait  r = b'1  : dans  ce  cas  , l’égalité  ci-dessùs  donnes^  =f=  q , 
et  par  suite  on  a aussi  r=  q*. 

Quand  le  nombre  n n’est  pas  un  carré , la  valeur  appro- 
chée q peut  être  plus  petite  ou  plus  grande  que  b.  Supposons 
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q < b : il  faudra  que  l’on  ait  b',  et  à fortiori , r>  <7*.  Soit 

au  contraire  q^>b  , il  faudra  que  l'on  ait  r<[  b' , et  à fortiori 
r<q\ 

11  résulte  de  ces  observations  que  , réciproquement,  si  l’on 
a r=î’,s+ï  est  la  valeur  exacte  de  la  racine  ; si  l’on  a 
r > q%,  cette  valeur  est  approchée  par  défaut  ; et  si  l’on  a 
r<[  qx , cette  valeur  est  approchée  par  excès. 

Dans  l’exemple  ci  - dessus , le  reste  de  la  division  de 
1817285267  par  2X  i534ooo  est  1029267  : ce  nombre  est 
plus  grand  que  le  carré  de  692  ; par  conséquent,  i5345g2  est 
le  nombre  entier  immédiatement  inférieur  à la  racine  du 
nombre  proposé. 

Des  Proportions. 


228.  Quoique  les  propriétés  des  proportions  soient  démon- 
trées dans  les  traités  d’Ari thmé tique , nous  allons  les  repro- 
duire rapidement,  afin  qu’on  puisse  juger  combien  l’exposition 
de  ces  propriétés  se  simplifie  au  moyen  des  notations  algé- 
briques. 


229.  Considérons  d’abord  la  proportion  arithmétique  ou  par 
différence  , qu’on  exprime  ainsi  ; v. 

a , . d.  — 

Cette  proportion  n’est  autre  chose  quo^H^té  jr* 

a — b — c~— d. 


or  on  conclut  de  cette  égalité 


a -f-  d ==  b -f-  c,  d = b-\-c — a , c = a+d — b. 


Par  conséquent , dans  une  équidiffèrencc , la  somme  des 
extrêmes  est  égale  à celle  des  moyens  j un  extrême  est  égal 
à la  somme  des  moyens  diminuée  de  l’autre  extrême,  et  un 
moyen  est  égal  à la  somme  des  extrêmes  diminuée  de  l’autre 
moyen. 

L'égalité  a -J-  d — b ■+■  c donne  a — bz=zc  — d.  Donc , 
lorsque  la  somme  de  deux  nombres  est  égale  à celle  de  deux 
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autres  nombres , ces  quatre  nombres  forment  nne  êquidifjé- 
rence , les  deux  parties  de  l’une  des  sommes  étant  les  extrêmes , 
et  les  deux  parties  de  Vautre  somme  étant  les  moyens. 

La  proportion  continue  par  diffe'ccnce  a . x\x . b donne 
ix  — a -f-  b , d’où  x — y {a  -J-  b)  ; donc  la  moyenne  arithmé- 
tique entre  deux  nombres  est  égale  à la  moitié  de  leur 
somme. 

250.  Considérons  maintenant  la  proportion  géométrique 
ou  par  quotient,  qu’on  exprime  ainsi  : 
a : b ::  c : d. 

Cette  proportion  n’est  autre  chose  que  l’égalité 

a c 
b~  d; 


or  on  conclut  de  cette  égalité 

ad  «se  bc,  d ~ 


ad 

~b' 


Par  conséquent , dans  une  proportion  par  quotient , le  pro- 
duit des  extrêmes  est  égal  au  produit  des  moyens  ; le  qua- 
trième terme  est  égal  au  produit  des  moyens  divisé  par  le 
premier  terme  ; et  chaque  moyen  s’obtient  en  divisant  le  pro- 
duit des  extrêmes  par  l’autre  nfa yen. 

I/égalité  ad  ; par  conséquent , lorsque 

le  produit  de  deux  nombres  est  égal  au  produit  de  deux  autres 
nombres , ces  quatre  nombres  forment  une  proportion  dans 
laquelle  les  deux  facteurs  de  l’un  des  produits  sont  les  ex- 
trêmes, et  les  deux  facteurs  de  l’autre  produit  sont  les  moyens. 

L'égalité  ad=bc  donne  indifféremment  les  huit  proportions 

alb’.lc’.d,  a l c 1‘.  b ' d , d‘.b\\c\a , d\c\\b\a , 

b l a y.  d : c , b\dy.a\c , c\d\\a\b,  c'.ay.d'.b. 

Les  quatre  proportions  de  la  première  ligne  montrent  que, 
si  quatre  nombres  sont  en  proportion , ils  le  seront  encore 
lorsqu’on  transposera  les  moyens  ou  les  extrêmes. 
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Les  quatre  proportions  de  la  seconde  ligne  montrent  qu’une 
proportion  n’est  pas  altérée , quand  on  met  les  extrêmes  à la 
place  des  moyens , et  les  moyens  à la  place  des  extrêmes. 

La  proportion  continue  a’.x’.'.x'.b  donne  x’l  = ab  , d’où 
x = \/  ab  ; par  conséquent , la  moyenne  géométrique  ou  pro- 
portionnelle entre  deux  nombres  est  égale  à la  racine  carrée 
du  produit  de  ces  nombres. 

~ a c - _ a cm  .a  b . 

De  1 égalité  -r  = on  conclut  r — — - , et  aussi  — = d ou 
bd  b dm  c d 


bm 


- = ; ce  qui  donne  les  deux  proportions 

a : b ::  cm  : dm , a l c bm  ; dm  ou  a : bm  ::  c ",  dm. 

On  voit  par  là  que  l’on  peut  multiplier  ou  diviser  un  extrême 
et  un  moyen  par  un  même  nombre , sans  que  la  proportion 
soit  troublée. 

Si  l’on  a les  deux  proportions 

a : b ::  c l d,  a:  b c’  : d’, 
on  pourra  les  e'crire  ainsi  : 


d ’ b 


d' 


or  on  conclut  de  ces  égalités 


C (e  * 

- = ou  c : d ::  c' *:  d’ . 
a a 

Donc , lorsque  deux  proportions  ont  un  rapport  commun , 
les  deux  autres  rapports  sont  en  proportion. 

Si  l’on  a les  proportions 

a i b ::  c : d,  a : e ::  c : /, 
ou  bien  celles-ci , qui  leur  sont  équivalentes  , 

b : a y d : c,  e c, 

on  en  conclura , suivant  ce  qui  a été  dit  plus  haut , 
a : c y b : d,  a : c n e : f -, 


Digltized  by  Google 


a36  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ALGÈBRE, 
donc 

b : d ::  e : f ou  b : e ::  d : /. 

On  voit  par  là  que , lorsque  deux  proportions  ont  les  mêmes 
antécédents  ou  les  mêmes  conséquents , les  conséquents  ou  les 
antécédents  sont  en  proportion. 

En  écrivant , au  lieu  de  la  proportion  a\b  \ \ c ; d, 
a c 

l’égalité  équivalente  ^ on  conclut  de  cette  égalité 

a , c . a±b  c ± d 

b~'=d-1'  °U  b,e"— = — > 
ce  qui  donne  les  deux  proportions 

a b b y.  c + d'.  d,  a — b ",  b y,  c — d\d. 

Ces  deux  proportions  et  la  proportion  a",  b y.  c d,  donnent, 
en  vertu  des  propriétés  qui  ont  déjà  été  établies , 
a-\-b'.ay,c-{-d'.c,  a — b’.a'.lc—d'.c,  a-\~b’.a — by.c-\-dlc — d. 
Il  résulte  de  là  que,  dans  toute  proportion,  le  ier  antécédent 
plus  ou  moins  son  conséquent  est  à ce  conséquent  comme 
le  2e  antécédent  plus  ou  moins  son  conséquent  est  à ce  con- 
séquent } le  i"  antécédent  plus  ou  moins  son  conséquent  est 
au  i'r  antécédent  comme  le  2*  antécédent  plus  ou  moins  son 
conséquent  est  au  2e  antécédent ; la  somme  des  deux  pre- 
miers termes  est  à leur  différence  comme  la  somme  des  deux 
derniers  termes  est  à leur  différence. 

En  remplaçant  la  proportion  a\b  y.  c\d  par  celle-ci , qui 
lui  est  équivalente  , a\cy,b\d,  et  en  appliquant  à cette  se- 
conde proportion  les  propriétés  qui  viennent  d’être  énoncées, 
on  trouve 

a ± c : b ± d y.  c m,  d y.  a : b, 
a -f-  c l b + d ” a — c \ b — d-, 

ce  qui  montre  que  la  somme  ou  la  différence  des  antécédents 
est  à la  somme  ou  à la  différence  des  conséquents  comme  un 
antécédent  est  à son  conséquent  ; et  la  somme  des  antécédents 
est  à celle  des  conséquents  comme  la  différence  des  antécé- 
dents est  à celle  des  conséquents. 
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Si  l’on  a la  suite  de  rapports  égaux 

a : b ::  c : d ::  e g : h ::  etc. , 
on  aura,  en  désignant  par  q la  raison  du  premier  rapport 


a c c 

ÿ — 7>  dK=<f‘  f — 7*  ctc-  • 

d’où 

a — bq,  c = dq,  e = fq,  etc., 

« + « + « + etc.  = (A  + d -f  / + etc.)  q , 
a - fc+«  + etc.  a c 

b + d-\- /-f-  etc.  ^ A 5 etC<> 

a-f-c-f  e-f-etc.  : b -fd-f-  / -f-etc.  ::  a : A ::  c : d ::  etc. 

Par  conséquent , dans  une  suite  de  rapports  égaux , la  somme 
des  antécédents  est  à la  somme  des  conséquents  comme  un 
antécédent  est  à son  conséquent. 

En  écrivant , au  lieu  des  proportions 

a : A ::  c : d,  d : A'  ::  c : d',  a-  : A"  ::  c'  : d". 


les  égalités  équivalentes 

a c ci d a’ c* 

b~d'  V~d>' 


on  conclut  de  ces  égalités 
aa'a"  cdc" 


AA'A'  ~ d<f(T 


ou  aa'a’  l AA'A"  ;;  cdc"  : dd  d’. 


Par  conséquent,  lorsqu'on  multiplie  plusieurs  proportions 
par  ordre , les  produits  forment  une  proportion. 

On  conclut  aussi  de  l’égalité  j ^ 


am  cm 

Â"  d”' 


et 


m m 


y/b  y/d 


par  conséquent , 

m m m m 

am  : A”  ::  cm  : dm,  V~a  : y/ b ::  y/l  : y/d  ; 
ce  qui  montre  que  les  puissances  ou  les  racines  du  même  degré 
de  quatre  nombres  en  proportion  sont  aussi  en  proportion. 
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Des  progressions  arithmétiques  ou  par  différence. 

251.  On  donne  le  nom  de  progression  arithmétique  ou 
par  différence , à une  suite  de  termes  tels  que  chaque  terme 
est  égal  au  précédent  augmenté  d’une  quantité  constante. 
Cette  quantité  constante  se  nomme  la  raison  de  la  progres- 
sion. 

Suivant  que  la  raison  est  positive  ou  négative,  la  progres- 
sion est  croissante  ou  décroissante. 

Pour  marquer  que  les  nombres  a,  h,  c,  etc.  forment  uuc 

progression  par  différence , on  les  écrit  quelquefois  de  cette 

' * 

maniéré  : 

ï a . b . c . d „ etc. 

Cette  notation  est  imitée  de  celle  qu'on  emploie  pour  les 
proportions  par  différence,  parce  que  trois  termes  consé- 
cutifs quelconques  de  la  progression  forment  une  proportion 
continue  par  différence. 

Si  l’on  représente  par  r la  raison  de  la  progression  ci— dessus, 
et  par  Z le  niim‘  terme,  c’est-à-dire  le  terme  qui  en  a n — i 
avant  lui , on  aura 

b=a-\-r,  c=a  + 2r,  d=za-{-$r, 

et  en  général, 

(i)  l = a+  (n  — i)r. 

La  dernière  relation  fait  connaître  l’une  des  quatre  quan- 
tités o,  r , n , l , lorsque  les  trois  autres  sont  connues. 

Si  l’on  veut  insérer  entre  deux  nombres  donnés  a et  1 un 
nombre  m de  moyens  différentiels  ou  arithmétiques,  on  aura, 
d’après  la  relation  (i) , 

l — a 
r = — 

TO  -j-  I 

donc  , pour  obtenir  la  raison,  il  faut  diviser  la  différence  des 
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deux  nombres  donnés  par  le  nombre  des  moyens  augmenté 
de  I. 

Nommons  S la  somme  des  termes  de  la  progression  ; on 
aura 

S = a + (a  + r)  -f  (a  + 2r) -f  (/  — 2r)  + (/  — r)  -f  /, 

et  en  considérant  les  termes  dans  l’ordre  inverse  , 

S = l + (l  — /■)  4-  (l—  (a  + ar)4-(a  -f  r) 

En  ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à membre  et  terme  à 
terme,  et  désignant  toujours  par  n le  nombre  des  termes  de 
la  progression  , ou  trouve 

*S  = («+/)*;  d’où  (2)... 

Par  conséquent , la  somme  des  termes  d' une  progression  par 
différence  est  égale  à la  demi-somme  des  termes  extrêmes 
répétée  autant  de  fois  qu’il  y a de  termes  dans  la  progression . 

En  remplaçant  l , dans  la  formule  (a) , par  la  valeur  que 
fournit  l’équation  (i),  on  trouve  » 

(3)  s = l^n. 

. 2 

f 

232.  Lorsque  l’on  connaîtra  trois  des  cinq  quantités  a,  r , 
n , Z,  S,  on  pourra  déterminer  les  deux  autres,  au  moyen 
des  équations  (i)  et  (a)  ou  (t)  et  (3). 

En  choisissant  de  toutes  les  manières  deux  inconnues,  parmi 
les  cinq  quantités  a,  r,  n,  l,  S,  on  aura  à résoudre  dix 
problèmes  qui  offriront  au  lecteur  un  exercice  utile.  On  vé- 
rifiera aisément  l’exactitude  des  résultats  que  l’on  obtiendra 
dans  chacun  de  ces  problèmes , en  attribuant  aux  quantités 
connues  des  valeurs  déduites  ^’une  progression  numérique 
choisie  à volonté. 

Lorsque  le  nombre  n des  tenues  est  inconnu , la  question 
n’est  possible  qu’autant  qu’on  trouve  pour  n une  valeur  en- 
tière et  positive. 
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Les  équations  (i)  et  (2)  expriment  toutes  les  relations  que 
la  progression  peut  fournir  entre  les  cinq  quantités  a , r , n, 
I,  S ; car , si  l’on  obtenait  une  troisième  équation  entre  ces 
quantités,  il  s’ensuivrait  que,  deux  de  ces  quantités  étant 
données,  on  pourrait  trouver  les  trois  autres;  or  on  voit  im- 
médiatement que,  lorsqu’on  ne  donne  que  deux  des  quantités 
ci-dessus , la  progression  est  toujours  indéterminée. 

Des  progressions  géométriques  ou  par  quotient. 

935.  On  donne  le  nom  de  progression  géométrique  ou  par 
quotient,  à une  suite  de  termes  tels  que  chaque  terme  est 
égal  au  précédent  multiplié  par  une  quantité  constante.  Cette 
quantité  constante  se  nomme  la  raison  de  la  progression. 

Suivant  que  la  raison  est  plus  grande  ou  plus  petite  que 
l’unité  , la  progression  est  croissante  ou  décroissante. 

Pour  marquer  que  les  nombres  a,b , c , etc. , forment  une 
progression  par  quotient , on  les  écrit  de  cette  manière  : 

4-'  a : b : c : d ; etc. 

V 

. •?.;  • Sfeé 

Cette  notation  est  ittyfée  de  celle  qu’on  emploie  pour  les  pro- 
portions par  quotient,  parce  que  trois  termes  consécutifs 
quelconques  de  la  progression  forment  une  proportion  con- 
tinue par  quotient. 

En  représentant  par  rla  raison  de  la  progression  ci-dessus, 
et  par  l le  rHm'  terme , c’est-à-dire  le  terme  qui  en  a n — 1 
avant  lui , on  a 

b = ar , c = ar*,  d — ar3  ; 
et  en  général, 

(1)  l =êar*~\ 

La  dernière  relation  fait  connaître  l’une  des  quatre  quan- 
tités a,  r,  n,  /,  lorsque  les  trois  autres  sont  connues. 

Si  l’on  veut  insérer  m moyens  géométriques  entre  deux 
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nombres  donnés  a et  1 , on  aura,  d’après  la  relation  (i), 


donc , pour  obtenir  la  raison,  il  faut  diviser  les  deux  nombres 
donnés  l'un  par  Vautre , et  extraire  du  quotient  la  racine  dont 
le  degré  est  marqué  par  le  nombre  des  moyens  augmenté 
de  i. 

Nommons  S la  somme  des  termes  de  la  progression  ; on 
aura 


(2)  S = a -f-  ar  4.  ar* -p-ar*-', 

et  en  multipliant  les  deux  membres  par  r,  il  viendra 
rS  — ar  ar 1 -f-  ar3. . . .4*  ar"-'  -f-  ar ", 

En  retranchant  ces  deux  égalités  l’une  de  l’autre  , on  trouve 


(r — i)S  = ar"  — a , d’où  (3)  S = ■ 

r — 1 


et  en  remplaçant , dans  la  dernière  équation  ar"-'  par  l,  on  a 
cette  autre  formule 


(4) 


Il  est  facile  de  reconnaître  à posteriori  que  la  fraction 
n(r* — 1)  , 

exprime  la  somme  . des  n premiers  termes  de  la 


progression  dont  le  premier  terme  est  a,  et  dont  la  raison 
est  r;  car , en  effectuant  la  division  de  r"  — i par  r — 1 , et 
multipliant  le  quotient  par  a , oit  retrouve  le  second  membre 
de  l’équation  (2). 


254.  Lorsque  Ton  connaîtra  trois  des  cinq  quantités  a,  r, 
n,  l,  S,  on  pourra  trouver  les  deux  autres  au  moyen  de 
l’équation  (1)  jointe  à Tune  des  équations  (2)  , (3)  et  (4). 

En  choisissant  les  deux  inconnues  4e  toutes  les  manières 
possibles , on  aura  à résoudre  dix  problèmes  différents.  Mais 
2e  Édit.  16 
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la  plupart  fie  ces  problèmes  exigent  la  connaissance  des  mé- 
thodes que  nous  exposerons  dans  la  suite  ; car  , lorsque  l’une 
des  inconnues  est  le  nombre  des  termes  , il  faut  résoudre  une 
équation  dans  laquelle  cette  inconnue  est  en  exposant;  et 
lorsque  les  inconnues  sont  a et  r,  ou  Z et  r , on  a à résoudre 
une  équation  qui  est  du  degré  «,  quand  on  prend  les  équa- 
tions (il  et  (3)  ou  (i)  et. (4) , et  du  degré  n — i quand,  au 
lieu  de  l’équation  (3)  ou  (4) , on  prend  l’équation  (2). 

On  voit  aussi , connue  dans  le  n°  252  , que  les  équa- 
tions (1)  et  (3)  expriment  toutes  les  relations  que  la  progres- 
sion peut  fournir  entre  les  cinq  quantités  a ,rtn,  l,  S. 

255.  Lorsqu’on  fait  r—  1 dans  la  formule  (3) , il  vient 
S = f . Mais  si  l’on  effectue  d’abord  la  division  de  r*  — 1 par 
r — 1 , on  est  ramené  à l’équation  (2) , et  en  supposant  r=  1, 
on  obtient  pour  S la  valeur  déterminée  S = na. 

Quand  la  raison  étant  inconnue,  on  se  sert,  pour  la  dé- 
terminer , de  l’équation  (3)  , on  trouve  que  cette  équation  est 
vérifiée  par  r=  1 ; car,  en  chassant  le  dénominateur,  l’hy- 
pothèse r=i  réduit  les  deux  membres  à zéro.  On  évite  la 
solution  r=  1 , qui  est  généralement  étrangère  à la  question  , 
en  faisant  usage  de  Uéqualion  (2)  au  lieu  de  l’équation  (3). 

256.  Occupons-nous  actuellement  du  cas  où  la  progres- 
sion est  décroissante  et  se  prolonge  indéfiniment. 

. La  formule  (3)  donne 


a(i  — r")  ' a 

1 — r 1 — r 


ar" 

1 — r' 


Or,  à mesure  que  le  nombre  n augmente , comme  on  a r < 1 , 

* # 

la  quantité  - devient  de  plus  en  plus  petite  ; et  l’on  peut 

arn 

prendre  n assez  grand  pour  que  ait  une  valeur  moindre 

que  toute  quantité  donnée  (n°225).  Par  conséquent,  à me- 
sure quel’on  prend  plus  de  termes  consécutifs  de  la  progression, 
à partir  de  premier  terme , la  somme  S approche  de  plus  en 
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plus  de  et  ^'on  Peut  Pendre  assez  de  termes  pour 

que  la  somme  de  ces  termes  diffère  aussi  peu  qu’on  le  veut  de 

— —~r ■ On  d*1»  Par  cette  raison,  que  la  somme  d’un  nombre 

quelconque  de  termes  de  la  progression  , à partir  du  premier 

terme , a pour  limite  la  fraction  — -• — ; et  si  l’on  a à con- 

1 — r 

sidérer  la  somme  de  tous  les  termes  de  la  progression  en 
nombre  infini , cette  somme  doit  être  regardée  comme  rigou- 
reusement égale  à . 

° 1 — r 

Soit , par  exemple  , la  progression  * 


On  a a=  1 , r=  - , =2  ; ainsi,  la  somme  d’un  nombre 

2 1 — r 

quelconque  de  termes  consécutifs  de  la  progression  proposée , 
à partir  du  premier  terme , est  toujours  inférieure  à 2 ; elle 
approche  d’autant  plus  de  2 que  l’on  prend  plus  de  termes  ; 
et  la  somme  de  tous  les  termes  de  cette  progression  pro- 
longée indéfiniment  est  égale  à 2. 

On  peut  parvenir  aux  mêmes  conclusions  par  la  seule  inspec- 
tion de  la  progression;  car  on  voit  immédiatement  que  la 
somme  des  deux  premiers  termes  ne  diffère  de  2 que  de 
on  en  conclut  que  la  somme  des  trois  premiers  termes  ne 
diffère  du  même  nombre  2 que  de  | ou  f ; que  celle  des  quatre 
premiers  termes  ne  diffère  de  2 que  de  j ; ainsi  de  suite.  Donc, 
en  général , la  somme  des  n premiers  termes  ne  diffère  de  2 

que  d’une  quantité  égale  à On  peut  donc  prendre  le 

nombre  n assez  grand  pour  que  cette  différence  soit  aussi 
petite  qu’on  le  veut;  et  lorsque  n est  infini,  cette  différence 
doit  être  régalée  comme  nulle. 

La  formule  qui  donne  la  somme  des  termes  d’une  pro- 
gression décroissante  et  indéfinie  peut  s’appliquer  à la  re- 

16. . 
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cherche  de  la  valeur  d’une  fraction  décimale  périodique.  Soit, 
par  exemple,  la  fraction  décimale 

0,32-4  ^24  324  etc. 

•'  V 1 

Les  différentes  périodes  forment  une  progression  géométrique 
décroissante,  dont  la  raison  est  ; par  conséquent  la  valeur 
de  la  fraction  prolongée  indéfiniment  est  égale  au  quotient 
de  par  1 , ou  §§|. 

On  retrouve  ainsi  la  règle  que  l’on  donne  dans  les  Traités 
d’Aritbmétique  ; et  au  moyen  de  cette  règle,  on  découvre 
aisément  celle  qu’il  faut  suivre  pour  évaluer  les  fractions 
décimales  périodiques , dans -lesquelles  la  période  ne  com- 
mence pas  immédiatement  après  la  virgule. 


Notions  élémentaires  sur.  la  convergence  et  la 
divergence  des  séries. 


237.  O11  donne  le  nom  de  série  à une  suite  de  termes, 
en  nombre  infini  qui  dérivent  les  uns  des  autres  suivant  une 
loi  déterminée.  Quand  une  série  est  telle  que  la  somme  d’un 
nombre  limité  de  termes , à partir  du  premier , s’approche  de 
plus  en  plus  d’une  certaine  limite  fixe  à mesure  que  le  nombre 
de  ces  termes  devient  plus  grand  , de  manière  à pouvoir  dif- 
férer aussi  peu  qu’on  le  veut  de  cette  limite,  on  dit  que  la 
série  est  convergente . Quand  la  somme  d'un  nombre  limité  de 
termes  de  la  série , à partir  du  premier  terme , ne  converge 
vers  aucune  limite  fixe , on  dit  que  la  série  est  divergente. 

Il  résulte  de  ce  qui  a été  dit  sur  les  progressions  géomé- 
triques décroissantes  prolongées  indéfiniment  qu’une  sem- 
blable progression  est  une  série  convergente  ; par  conséquent, 
toute  série  dont  les  termes  décroissent  plus  rapidement  que 
ceux  d’une  progression  géométrique  est  aussi  convergen te. 

Considérons,  par  exemple,  la  série  ci-dessous 


1 1 1 


’ 1 ’ 1.2’  1.2.3 1 .a. 3 . . ,n 


, etc., 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  HUITIÈME.  *45 

dans  laquelle  chaque  terme  se  forme  du  terme  précédent , en 
divisant  celui-ci  par  le  nombre  qui  en  marque  le  rang. 

Les  termes  de  cette  série  qui  occupent  un  rang  supérieur 
à n sont 

i i * i ^ 

1.2.3  ...n’  t .2.  .n(n-f-i)’  i .2/.R(R4-i)(R-f-2)’  ’’ 


ces  termes  sont  donc  respectivement  inférieurs,  à partir  du  se- 
cond, aux  termes  correspondants  de  la  progression  géométrique 


1.2.3 . . .n’ 


i i 

5 X -, 

1.2.3 n n 


1.2.3 . . .R 


X-,et..; 


la  somme  de  ces  termes , pris  en  tel  nombre  que  l’on  voudra , 
sera  donc  toujours  inférieure  à la  somme  des  termes  correspon- 
dants de  la  progression  géométrique  ; cette  somme  sera  donc  , 
à plus  forte  raison  , moindre  que  la  limite  de  la  progres- 
sion , qui  est 


• t 

I .2.3. 


.R 


X 


I .2.3.  . . (r  — l) 


X 


R 


Or,  cette  dernière  quantité  décroît  indéfiniment  à mesure 
que  r augmente.  Par  conséquent,  l’erreur  que  l’on  commet 
en  prenant  la  somme  d’un  nombre  limité  de  termes  de  la  série 
proposée  au  lieu  de  la  somme  totale , est  d’autant  plus  petite 
que  le  nombre  de  ces  termes  est  plus  grand , et  cette  erreur 
peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée;  d’où  il  suit 
que  la  série  est  convergente. 

La  somme  de  tous  les  termes  de  cette  série  est  souvent 
employée  dans  les  parties  élevées  des  Mathématiques  ; on  la 
désigne  par  la  lettre  e.  En  ajoutant  les  n premiers  termes , on 
obtient  une  valeur  approchée  du  nombre  e ; et,  d’après  ce 
qui  précède , l’erreur  est  moindre  que 

i i 

? ; ï X 

1.2,3... (n — i)  n — i 
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Si  l’on  prend , par  exemple,  n=  u , on  trouve  approxi- 
mativement . >' 

e =x  2,7182818  ; 

dans  ce  cas  l’erreur  est  moindre  que 

i _i_  1 

1 .2. 3. 4. 5-6. 7. 8. 9. 10  ^ 10  36288000  ’ 

par  conséquent  elle  n’influe  pas  sur  les  sept  premières  décimales. 

S SS.  11  est  essentiel  de  remarquer  que  les  termes  d'une 
série  peuvent  décroître  indéfiniment  sans  que  la  série  soit 
convergente.  Prenons,  par  exemple,  la  série 


'*  2’  3’  V'n’  "-M  ’ 


etc. , 


Les  ternies  de  cette  série  décroissent  indéfiniment  ; mais  en 
considérant  la  somme  des  termes  à partir  de  — jusqu’au 


terme  — , savoir  , 
an 


1 an’ 


n -f-  1 n 2 2n 

on  voit  que , cette  somme  étant  formée  de  n parties  dont  la 
dernière  est  moindre  que  chacune  des  précédentes  , elle  sera 

toujours  supérieure,  quel  que  soit  n,  au  produit  «X 


1 1 

2 n 2’ 


Il  résulte  de  là  que  la  somme  de  tous  les  termes  qui  suivent  - 

est  formée  d’un  nombre  infini  de  parties  plus  grandes  que  ^ , 

de  sorte  que  cette  somme  a une  valeur  infinie.  Par  consé- 
quent , la  série  est  divergente. 

Si , dans  la  série  ci-dessus , on  donne  le  signe  — anx  termes 
de  rang  pair,  on  obtiendra  la  suivante  : 


_i  _I  1-  1 

2’  +3’  4’  B+l 


, etc. 


Désignons  la  somme  des  termes  de  cette  nouvelle  série , à 
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i 


24i 


n + i 


, par  ±rn,  savoir , par  + rn  , si  la 


- y est  affectée  du  signe  4-,  et  par  — r„ , si  cette 
fraction  est  affectée  du  signe  — ; on  aura 

r°  n-t-i  «4-2  "^(«4-3  «4-4^"^0»4-5  «4-6)^~etc'* 

ou , ce  qui  revient  au  même, 

r“  «4*«  («4-2  « -f-3)  («4-4  «4-5)  CtC 

Cela  posé , les  différences  — ' — -, , — l—z. î-r. , etc. , 

r ’ «4-3  «4-4  «4-5  «+o  * 

1 1 1 r , ... 

— ; y — - , etc. , étant  toutes  positives,  la 

«4-2  «4-3  «4-4  «4-5  r 

valeur  absolue  de  la  somme  ± rn  sera  comprise  entré 


«4-1 « 4-  2 


et 


«4-»  ’ 


d’ailleurs , ces  deux  dernières  quantités  décroissent  indéfini- 
ment à mesure  que  n augmente  ; par  conséquent  la  valeur 
numérique  de  la  somme  ± rn  décroît  indéfiniment.  La  série 
est  donc  convergente. 

On  reconnaît,  par  des  raisonnements  semblables  à ceux  que 
nous  venons  d’employer , que  toutes  les  fois  que  les  termes 
d’une  série  sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  il  suffit, 
pour  cjue  la  série  soit  convergente  , que  les  valeurs  numé- 
riques des  termes  décroissent  constamment  et  indéfiniment. 

Des  fractions  continues. 

259.  On  appelle  en  général  fraction  continue  toute  expres- 
sion de  cette  forme  : 

a H — T. 


b 4- 


c4- 


d etc.  » 


Digitized  by  Google 


a48  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D’ALGÈBRE. 

les  quantités  a,  b , c,  d,  etc.  et  G,  y,  J',  etc.  étant  des 

nombres  entiers  positifs  ou  négatifs. 

En  effectuant  les  calculs  indiqués  dans  une  semblable  ex- 
pression, on  obtient  pour  résultat  une  fraction  ordinaire 
qui  est  la  valeur  de  la  fraction  continue. 

Soit , par  exemple  , la  fraction  continue 


3 + 


5 + 


i 


on  trouve  successivement 


,+H’ 


5 + 


I 

i,  5 + -l3  = 5+i=5s, 

7 ■+!  7 7 

‘4 

3 + — C3  + ^='±. 

5 _i  1 39  39 

3g  ’ 

a 

I + 4 


I + 4 


Nous  ne  considérerons  que  les  fractions  continues  dan« 
lesquelles  les  numérateurs  G,  y,  A,  etc.  sont  égaux  à l’unité, 
et  qui  sont  par  conséquent  de  cette  forme  : 


c +~ - 

d -f-  etc.  ; 

nous  supposerons,  de  plus,  que  a , b,  c,  d,  etc.  sont  des 
quantités  positives. 

840.  Les  fractions  continues  de  cette  dernière  forme  se 
présentent  toutes  les  fois  qu’il  s’agit  d’exprimer  en  nombres 
des  quantités  fractionnaires,  ou  des  quantités  irrationnelles 
dont  on  peut  avoir  la  valeur  approchée  à moins  d’une  unité. 
En  effet , supposons  qu’on  ait  à évaluer  une  quantité  quel- 
conque x , qui  ne  soit  pas  exprimable  par  un  nombre  entier. 
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Si  l’on  cherche  d’abord  le  nombre  entier  a qui  approche  le 
plus  de  la  valeur  de  x , la  différence  x — a sera  une  fraction 


plus  petite  que  l’unité,  qu’on  pourra  représenter  par 


y 


y étant  un  nombre  plus  grand  que  l’unité;  si  l’on  cherche, 
de  même , le  nombre  entier  b , qui  approche  le  plus  de 
la  valeur  de  y , la  différence  y — b pourra  être  représentée 


par  - , z étant  un  nombre  plus  gramf  que  l’unité.  En  con- 


tinuant ainsi , on  aura 


* = a+I,  jr=zb+'-,  z = c + u = d -j-  etc.  ; 
d’où  l’on  conclut 


x sss  a -j- 

* 


I 


b + 


c -f- 


d + etc. 


Si,  parmi  les  quantités  y,  z , u,  u,  etc.,  il  s’en  trpuve 
une  qui  soit  exprimée  exactement  par  un  nombre  entier, 
la  fraction  continue  se  terminera.  Dans  le  cas  contraire , la 
fraction  continue  pourra  être  prolongée  indéfiniment. 


241.  Supposons  que  la  quantité  x qu’on  veut  mettre  en 

A 

fraction  continue  soit  un  nombre  fractionnaire  donné  =. 

U 

A et  6 étant  des  nombres  entiers. 

Le  nombre  entier  qui  approche  le  plus  de  cette  quantité 
est  le  quotient  de  la  division  de  A par  B.  Nommant  a ce 
quotient  et  C le  reste,  on  a 


A 

B 


Soient  b le  quotient  de  la  division  de  B par  C , et  D le 


► 
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reste , on  a 


Sans  pousser  plus  loin  cette  explication,  on  voit  que  , pour 
réduire  une  fraction  ordinaire  en  fraction  continue  , il  faut 
opérer  sur  les  deux  termes  de  cette  fraction  comme  si  l'on 
voulait  trouver  leur  plus  grand  commun  diviseur , en  ayant 
soin  de  diviser  d’abord  le  numérateur  par  le  dénominateur. 
Si  les  quotients  successifs  qu’on  obtient  par  cette  opération 
sont  a,  b,  c,  d,  etc.,  la  fraction  continue  est 


a + 


b + 


c + 


etc. 


On  trouve  de  cette  manière 


1 io3 
88^ 


i 


9 ■+ 


2 


I 


Comme  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  nombres  conduit  toujours  à un  reste  nul , et  par  con- 
séquent à un  quotient  qui  est  exprimé  exactement  par  un 
nombre  entier,  il  résulte  de  la  règle  ci-dessus  que  toute 
quantité  commensurable  peut  être  exprimée  par  une  fraction 
continue  qui  se  termine. 

Réciproquement,  toute  fraction  continue  qui  se  termine  est 
l’expression  d’une  quantité  commensurable.  Car , d’après  ce 
qu’on  a vu  dans  le  n°  859,  quand  une  fraction  continue  est  ter- 
minée,  on  peut  toujours  obtenir  une  fraction  ordinaire  qui 
en  exprime  exactement  la  valeur. 

Il  suit  de  là  que  , lorsqu’on  veut  exprimer  en  fraction 
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continue  une  quantité  incommensurable , on  doit  obtenir  une 
fraction  continue  qui  se  prolonge  indéfiniment. 

242.  Pour  donner  un  exemple  de  la  réduction  d’une  quan- 
tité irrationnelle  en  fraction  continue,  prenons  l’expression 

3 + 1/7 

a 

La  racine  carrée  de  7 étant  comprise  entre 2 et  3,  la  quan- 

5 6... 

tite  proposée  est  comprise  entre  - et  - ; ainsi , la  partie 
entière  de  cette  quantité  est  2 ; on  posera  donc 

i±yj-  = a+i. 

a _r 

On  conclut  de  là 

» _ \/7  ~ 1 2 _a(y/7+i)  V/7+-1 

J 2 ’ J \/  i — 1 6 3' 

Puisque  la  racine  carrée  de  7 est  comprise  entre  2 et  3,  la 

valeur  de  y est  comprise  entre  ^ et  | ; on  posera  donc 


.r  = + I. 

J 3 * 1 2 


Cette  relation  donne 


t_  v/7  — 2 3 

2 3 ’ Z 1^7  — 2 


= 1/7  + 2- 


En  continuant  de  la  même  manière , on  trouve 


*—  v'i  + 2 = 4+--. 


1/7+2 , I * 

3 + k’ 


1 

4» 


V/7  — I 


* 1/7  — 1 , 

7 * * 


3 _ 1/7  + « _ , 1 

v/7-*  2 +'’ 

1 _*y/7  + 1 

1/7  — 1 3 


, ou  ts 


r. 


t 
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D’après  ces  calculs,  le  développement  de  — en  frac- 

tion  continue  est 

i 


a -f- 


* + 


4 + 


* -I- 


I 


, + 4-Hetc.’ 

cette  fraction  continue  est  périodique  , car  les  quatre  déno- 
minateurs i,4»  »!,  1 » se  reproduisent  indéfiniment. 

243.  Considérons  la  fraction  continue  littérale 


« + 


b + 


c + 


d -f-  etc. 

On  trouve,  au  moyen  des  règles  relatives  aux  fractions. 


a i ab  + i 

« = 7,  «+-=_3_, 


„ _l_  1 __{ab  + a 

i~  bc- f-i  » 


a + 


b + 


_ Ç abc  + c 4-  à)d  -}-  ab  -j-  i 
(i bc  -f-  i)d  -f-  b ' 


etc. 


C+d 

Les  fractions 

- 1 (a^  -f-  i)c  -j-  a {abc  -f- c -f-  à)d  ab  -f- 1 

*’  b ' bc+ 1 » {bc+  i)d+b  » CtC*’ 

sont  désignées  sous  le  nom  de  fractions  convergentes  ou  de 
réduites.  Les  fractions  ^ ^ ^ , etc. , sont  nommées  frac- 

tions intégrantes , et  les  quantités  a,  b , c,  etc.,  sont  ap- 
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pelées  quelquefois  quotients  incomplets.  On  verra  bientôt 
la  raison  de  ces  differentes  dénominations. 

En  examinant  attentivement  les  réduites  ci-dessus,  on  voit 
que,  dans  la  troisième  réduite,  le  numérateur  est  le  produit 
du  numérateur  de  la  réduite  précédente  par  le  dénominateur 
de  la  dernière  fraction  intégrante  , augmenté  du  numérateur 
de  la  réduite  qui  précède  de  deux  rangs  ; le  dénominateur 
est  pareillement  le  produit  du  dénominateur  de  la  réduite 
précédente  par  le  dénominateur  de  la  dernière  fraction  inté- 
grante , augmenté  du  dénominateur  de  la  réduite  qui  précède 
de  deux  rangs.  On  observe  la  même  règle  à l’égard  de  la 
quatrième  réduite. 

Pour  démontrer  que  cette  règle  s’applique  généralement 
à toutes  les  réduites , il  suffit  de  faire  voir  que , si  elli^con- 
vient  à trois  réduites  consécutives  de  rang  quelconque,  elle 
doit  aussi  convenir  à la  réduite  suivante.  A cet  effet,  consi- 
dérons quatre  réduites  consécutives , que  nous  désignerons  par 

P Q R S 
P"  Q"  R"  S'* 

Nommons  r le  dénominateur  de  la  dernière  fraction  in  té- 

R * 

grante  comprise  dans  , s le  dénominateur  de  la  dernière 
fraction  intégrante  comprise  dans  ^ , et  supposons  que  l’on 
ait  R = Qr  -f-  P , R'  = Q'r  -f-  F.  La  réduite  peut  se  dé- 

U 

1 

R i 

duire  de  =r-,  en  y remplaçant  r par  r ■+•  On  aura  donc 
R s 

S Q(r+s)  + P __s(Qr+P)+Q  Rs-f-Q 

s'  - Q'(r+i)  + p»  '(Q'H-n  h-q'-r 'm-q- 

5 

On  voit  par  là  que  la  réduite  ^ se  forme  au  moyen  des 
réduites  précédentes,  suivant  la  règle  énoncée  ci-dessus. 
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Calculons , d’après  cette  règle , les  réduites  de  la  fraction 
continue 


i + 


4 + 


9 + 


2 4-  • 


1 +■ 


,+4‘ 


On  forme  d’abord  les  deux  premières  réduites , et  les  autres 
s’obtiennent  ensuite  comme  on  le  voit  ci-dessous  : 


g 2.  i i 4 

i 5 46  97  i43  24°  no3 

4 7’  4’  3$’  78’  ,775’  "887* 

On  écrit  sur  une  même  ligne  les  quotients  incomplets  suc- 

cessifs 9,  a,  i,  1,  4-  On  multiplie  les  deux  termes  5 et  4 
de  la  seconde  réduite  par  9,  et  l’on  ajoute  respectivement 
aux  produits  les  termes  1 et  1 de  la  première  réduite  ; on 
a ainsi  les  deux  termes  46  et  37  de  la  troisième  réduite. 
On  multiplie  ces  deux  termes  par  2 , et  l’on  aj  oute  respec- 
tivement aux  produits  les  deux  tenues  5 et  4 8e  la  seconde 
réduite  ; ce  qui  donne  les  deux  termes  97  et  78  de  la  qua- 
trième réduite.  Ainsi  de  suite.  La  dernière  réduite  est  tou- 
jours la  valeur  exacte  de  la  fraction  continue. 

Lorsque  la  fraction  continue  n’a  pas  de  partie  entière , 
on  prend  7 pour  la  première  réduite. 


S 44.  La  valeur  de  la  fraction  continue  est  comprise  entre 
deux  réduites  consécutives  quelconques. 

Reportons-nous  à la  fraction  continue  littérale  que  nous 
avons  considérée  dans  le  n°  845 , et  désignons  par  x la  valeur 
exacte  de  cette  fraction  continue.  On  voit  immédiatement 


que  la  première  réduite^  est  plus  petite  que  la  quantité  x, 
puisqu’on  néglige  la  quantité  . ‘ ■ La  seconde  réduite 

* * fjv  CIC. 
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a -f-  i est  plus  grande  que  x , puisqu’on  néglige  une  partie 


On  pourrait  raisonner  de  la 


du  dénominateur  b -I 

c -f-  etc. 

même  manière  pour  les  réduites  suivantes;  mais  on  peut 
aussi  démontrer  généralement  la  propriété  énoncée , comme 
il  suit. 

En  conservant  les  mêmes  désignations  que  dans  le  n°  245, 
on  a 

R Qr  -f  P 
R'  ~ Q'r-j-  P" 

J> 

Pour  déduire  la  valeur  de  x de  celle  de  — , , il  suffirait 

K 

de  remplacer , dans  l’expression  de  cette  réduite , r par 


r + 


— , Nommons  jr  cette  dernière  quantité,  qui  est 


s -f-  etc. 

toujours  positive  et  plus  grande  que  l’unité  ; on  aura 


d’où  l’on  conclut 


_Qj-fP 
~ Q>  P'  ’ 


_ P _ (QP'-Q'Plr  _ Q _ PQ'  — QP' . 

P'  ~ (Q>  + POP7  ’ Q'  ~ (Q>  + P')Q"  • 

t ' 

On  voit  par  les  deux  dernières  égalités  que  les  deux  diffé- 

P Q 

rences  x — ÿ,  x — — „ sont  des  quantitésde  signes  contraires  ; 

‘P  O 

donc  , si  x est  plus  grand  que  p;  , il  sera  moindre  que  ^ ; 

P 

si , au  contraire  , x est  plus  petit  que  p , il  sera  plus  grand 

que  q;.  D’ailleurs,  la  première  réduite  y est  plus  petite  que  x. 

Par  conséquent , toutes  les  réduites  de  rang  impair  sont  moin- 
dres que  la  valeur  de  la  fraction  continue,  et  toutes  les 
réduites  de  rang  pair  sont  plus  grandes  que  cette  valeur. 
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248.  La  valeur  absolue  de  la  différence  x — ^7  est  moindre 

P 

que  celle  de  la  différence  x — — , ; car  y est  plus  grand  que  1 , 

et,  d’après  la  règle  du  n°  243,  il  est  évident  que  Q'  est 
plus  grand  que  P';  par  conséquent , chaque  réduite  approche 
plus  de  la  valeur  de  la  fraction  continue  que  la  réduite  pré- 
cédente. C'est  cette  propriété  qui  a fait  dohner  aux  réduites 
le  nom  de  fractions  convergentes. 

Il  résulte  des  deux  théorèmes  ci-dessus,  que  les  réduites 
de  rang  impair  forment  une  suite  croissante , et  que  les  ré- 
duites de  rang  pair  forment  une  suite  décroissante. 

246.  La  différence  de  deux  réduites  consécutives  est  égale  à 
l’unité  divisée  par  le  produit  des  dénominateurs  de  ces  deux 
réduites. 

On  vérifie  immédiatement  l’exactitude  de  cette  proposition 

à l’égard  des  deux  premières  réduites  ; car  la  différence  de  ces 

ah  1 a ' 1 . 

‘ - 3=  D apres  cela,  pour  démontrer 


réduites  est  - 


que  cette  proposition  s’applique  à toutes  les  réduites  , il  suffit 
de  prouver  que,  si  elle  est  vraie  pour  deux  réduites  consécu- 

p Q 

ti ve» de  rang  quelconque,  p,  q-,,  elle  sera  également  vraie 
O R 

pour  la  réduite  et  la  réduite  suivante  — . Or , on  a 


R 


-Q'+^donc* 


Q Qr+P  Q PQ'-P'Q 


R,— Q'r+P" R'  Q' 

Q P 

par  hypothèse , ^ — p = ± 
d0"c  w-  Ç-. 


QV+P'  Q'-Q-IQV+PV 
— 7,  d’°Ù  PQ  — PQ,=:—  1 ; 


OU 


P'Q' 
RQ'- 


QR'  = zp  1. 


■ Q'R'  ’ 

247.  Les  réduites  formées  d’après  la  règle  du  n°  243  sont 
des  fractions  irréductibles.  Car  si  les  deux  termes  de  la  réduite 
p 

p avaient  un  facteur  commun,  il  résulterait  de  l’égalité 
P'Q  — PQ'=±:  1,  que  ce  facteur  commun  diviserait  l'unité. 
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348.  La  valeur  de  la  fraction  continue  étant  comprise  entre 

O R 

deux  réduites  consécutives  quelconques  q>,  la  différence 

qm  existe  entre  cette  valeur  et  la  réduite  est  nécessairement 

R 0 

moindre  que  la  différence  des  fractions  — (,  q>  ; or  on  vient 

de  voir  que  la  valeur  absolue  de  cette  différence  est  ; par 

conséquent,  l’erreur  que  Von  commet  en  prenant  une  réduite 
pour  la  valeur  approchée  de  la  fraction  continue , est  moindre 
que  l’unité  divisée  par  le  produit  des  dénominateurs  de  cette 
réduite  et  de  la  réduite  suivante , 

On  peut  obtenir  une  limite  de  l’erreur  qui  ne  dépende  pas 
du  dénominateur  de  la  réduite  qui  suit  celle  que  l’on  consi- 
dère; car  on  a R'=Q'r  -f  P',  et  le  quotient  incomplet  r n’est 

jamais  moindre  que  l’unité , par  conséquent  la  fraction  -, 

est  au  plus  égale  à > l’erreur  est  donc  toujours 

moindre  que  cette  dernière  fraction. 

Comme  on  a q/^q.  ^ p>^  *C  qfr  » on  peut  encore  prendre 

pour  limite  de  l’erreur  Cette  dernière  limite  est  souvent 
préférée  , à cause  de  sa  simplicité. 

Il  suit  delà  qn’en  représentant  par  ^ une  fraction  donnée, 
O . 

la  réduite  exprimera  la  valeur  de  la  fraction  continue,  à 

^ i - /C 

moins  de  cette  fraction , si  l’on  a ^ g ou  bien  Q'  ]>  ^ - , 

le  signe  }>  n’excluant  pas  l’égalité. 

On  peut  toujours  obtenir  exactement , ou  avec  autant  d'ap- 
proximation qu’on  le  veut , la  valeur  d’une  quantité  expri- 
mée en  fraction  continue.  Car  , lorsque  la  fraction  continue  se 
3*  Édit.  1 7 
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termine  , on  peut  en  exprimer  la  valeur  par  une  fraction  or- 
dinaire ; et  quand  la  fraction  continue  ne  se  termine  pas  , on 
peut  toujours  parvenir  à une  réduite  dont  le  dénominateur 
soit  assez  grand  pour  que  l’on  obtienne  l’approximation  de- 
mandée, puisque  les  dénominateurs  sont  des  nombres  entiers, 
et  qu’ils  vont  toujours  en  augmentant. 

Pour  obtenir  une  limite  moindre  que  l’erreur , il  suffit  de 
remarquer  que,  la  valeur  totale  x de  la  fraction  continue  étant 

comprise  entre  les  réduites  ^ et  et  dilférant  moins  dej^, 
que  de  ( n"  244  et  248) , la  différence  entre  zet  ^ est  plus 
grande  que  la  moitié  de  la  différence  des  deux  réduites.  11  suit 
de  là  que  l’erreur  que  l’on  commet  en  prenant  la  fraction  ~ 

au  lieu  de  x,  est  plus  grande  que  - ^ . 

249.  Les  limites  de  la  différence  entre  la  valeur  de  la  frac- 
tion continue  et  une  réduite  ^ , peuvent  aussi  se  déduire  de 

l’expression  qu’on  a formée  dans  le  n°  244,  pour  représenter 
la  valeur  de  la  fraction  continue. 

^ JJ 

En  effet , puisque  l’on  a x = Q^_^p/ , il  en  résulte 


x — 


PQ'  _ QP' 


V Q'(Qr+PT 

Or  PQ'  — QP'=±  i ; et  en  désignant  par  r le  dénominateur 
de  la  dernière  fraction  intégrante  comprise  dans  la  réduite 

qui  suit  ^ , on  a y > r et  r+  i.  Il  suit  de  là  que  l’on  a 


* 9'  < Q'(Q>+P  ) 


| < qTF 


Q ^ i Q ^ i 

X Q ^ Q'(QV+Q'+P')  °U  * Q'  > Q'(R'-fQÿ 


OU 
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280.  Une  réduite  quelconque  exprime  la  valeur  de  la  frac- 
tion continue  plus  exactement  que  toute* fraction  dont  le  déno- 
minateur est  moindre  que  celui  de  cette  réduite. 

Nommons  toujours  x la  valeur  exacte  de  la  fraction  con- 
tinue ; et  supposons  qu’une  fraction  —,  approche  plus  de  x 
» Q ' . m 

qu  une  des  réduites  Il  est  clair  que  la  proposition  énoncée 

sera  démontrée  , si  nous  prouvons  qu’on  devra  avoir 

Or,  puisque  la  fraction  y approche  plus  de  x que 

elle  approchera  aussi  plus  de  x que  la  réduite  qui  précède 
Q p 

q-'>  et  que  nou*  représenterons  par  j,  ; et  puisque  la  valeur 
totale  de  la  fraction  continue  est  comprise  entre  — et  — il 

. > ^ Q" 

faudra  à fortiori  que  la  fraction  — soit  comprise  entre  ces  ré- 
duites. 

Il  suit  de  là  que  la  valeur  absolue  de  la  différence  des  frac- 
P m . 

tions  -p  et  —,  sera  moindre  que  la  valeur  absolue  de  la  diffé- 
rence des  deux  réduites  ; de  sorte  que  l’on  aura 


P m 1 

~F  m'  ■ FQ-'  ’ 


«.  Vm' — Fnj  .-i 

ou  bien.  — — — <"  • 

P ‘m’ 


donc 


P m — Vm  < 5.. 

Q' 


, r , . ‘ • I , *■  . • 

Mais,  P,  P',  m et  m’  étant  des  nombres  entiers  , P m.' p'm 

est  au  moins  égal  à 1 . On  doit  donc  avoir  m'  \ O' 

On  peut  voir  de  la  même  manière  que  si  la  fraction  — 

O • m' 

approche  de  ar  ^us  qqe  il  fa»t  que  l’on  ait  m>Q.  A cet 

effet  on  remarque  d’abord  que  la  fraction  — , devant  être  coin 

m . >»  : 


m 

17.. 
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prise  entre  et  il  s’ensuit  que  la  fraction  devra 
Y Q' 

être  comprise  entre  -p-  et  q-  . La  démonstration  s’achève  en- 
suite comme  ci-dessus. 

981.  Toute  fraction  continue  périodique  exprime  Tune  des 
racines  d’une  équation  du  second  degré , dont  les  coefficients 
sont  commensurables. 

Pour  démontrer  celte  proposition  d’une  manière  générale, 
supposons  une  fraction  continue  formée  d'une  partie  non  pé- 
riodique qui  comprend  les  fractions  intégrantes  -,  i,..., 

p j , et  d’une  partie  périodique  composée  des  fractions  inté- 
grantes-^-, p qui  se  reproduisent  indéfiniment. 

En  représentant  par  jr  la  [valeur  de  la  partie  périodique, 
on  aura 


y = m -+- 


r + 


* + 


r’ 


*+-. 
T 


R S 


Soient  -g-,  et  ^ les  deux  réduites  de  la  valeur  de  jr  qui  cor- 
respondent aux  deux  fractions  intégrantes  i,  -,  et  soient 
K L 

et  -p  les  deux  réduites  de  la  valeur  de  x qui  correspondent 
aux  deux  fractions  intégrantes  p j.  On  aura 


..  _ _ _ Lj  -f-  K 

r ~ S>  + R"  * “ L>  -HK” 

Or,  en  éliminant^  entre  ces  deux  équations,  on  parvient  à 
une  équation  du  second  degré  en  x. 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  HUITIÈME.  26, 

Au  lieu  de  résoudre  l'équation  du  second  degré  qui  résulte 
de  l’élimination  de  x , et  qui  donne  pour  x deux  valeurs  , il 
est  plus  simple  de  résoudre  l’équation 

r = s>+R'  ou  s>1  + (R,-s).r-R  = o. 

Comme  le  dernier  terme  de  cette  équation  est  négatif,  une 
des  racines  est  négative  ; on  ne  devra  prendre  que  la  racine 
positive  , et  au  moyen  de  cette  valeur  de  y,  on  obtiendra  la 
valeur  convenable  de  x. 

On  peut  trouver,  d’après  les  règles  ordinaires,  la  signi- 
fication de  la  valeur  négative  de  y donnée  par  l’équation 
S^*+(R' — S)j-  — R = o. 

Supposons  pour  plus  de  simplicité,  que  la  fraction  continue 
proposée  soit  celle-ci  : 


r = m + 


m -J- etc. 


d'où  y — m + — ï — 1 

n ■+■  — ■ — 1 

p + y 


Si  l’on  représente  la  valeur  négative  de  y par  — y',  on  aura 


— y = m + 


Or,  on  déduit  de  là 


P-p- 


1 1 . I 

■ - — f — ; — — — n— 1 n 4-  — i 

n+j-i  y+m  p—  y+m  1 


y 


p~y 


n -f. 


y'-h  m 


■p+?,  p 


n -f 


y+m 


y'  — - I on  bien  y'  = — — 1 

* P-h~-  t 7 P+.7-7-  1 1 

«-f. , ra+  — 1 


m 


m+JT-L- 

r n -b  etc. 


Soit  maintenant  la  fraction  continue  périodique  mixte. 


I = a + iT  1 


m -f»  - 


- 1 

m etc* 
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En  désignant  pat  oé  la  valeur  de  x correspondante  à la  valeur 
négative  de  on  aura 


b-p- 


m + ^etc. 


Supposons  b >/»,  et  posons  b — p—k  et  z — n -f-  — ■ ■ i 

' p etc. 


on  aura 


* - L & * - . 4-  — = a - , + -i- 

X X I + 


pi^r  conséquent 


*'=*“+  ï~-\  + 1 i 

* , + . + — i 1 

n — i H i 


m 


p -+*  etc. 


Si  l’on  a b <p  , on  trouvera , en  posant  p — b = k. 


x = a — 


F+-. 


etc. 


En  opérant  alors  comme  précédemment,  on  pourra  ramener 
la  valeur  de  x ' à une  fraction  cohtinue  dont  tous  les  termes 
seront  positifs. 

Lagrange  a prouvé  que  toute  racine  irrationnelle  dune 
équation  du  second  degré  dont  les  coefficients  sont  rationnels 
peut  être  représentée  par  une  fraction  continue  périodique. 
Mais  la  démonstration  de  cette  proposition  n’est  pas  de  nature 
à être  rapportée  dans  les  Éléments.  On  pourra  consulter  à ce 
sujet  le  Traité  de  la  résolution  des  équations  numériques. 


289.  On  a quelquefois  besoin  de  réduire  en  fraction  continue 
une  quantité  irrationnelle  qui  est  déjà  exprimée  en  décimales. 
Dans  ce  cas  , comine  la  valeur  en  décimales  ne  peut  être 
qu’approchée,  on  doit  augmenter  d’une  unité  le  dernier  ca- 
ractère , afin  d’obtenir  deux  limites  entre  lesquelles  se  trouve 
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la  vraie  valeur  de  la  quantité  proposée  : ou  fait  à la  fois  le 
même  calcul  sur  chacune  de  ces  limites , et  l’on  n’admet  dans 
la  fraction  continue  que  les  quotients  qui  sont  les  mêmes  dans 
les  deux  opérations. 

Soit  proposé,  par  exemple,  d’exprimer  par  une  fraction 
continue  le  rapport  x de  la  circonférence  au  diamètre.  En 
mettant  en  fraction  continue  les  valeurs  approchées  de  ce  rap- 
port exprimées  avec  cinq  décimales , l’une  en  plus  , l’autre  en 
moins,  et  qui  sont  3,i4i59  et  3, 14160  , on  trouve,  pour  la 
première  valeur,  les  quotients  incomplets  3,  7,  i5;  et  pour 
la  seconde , les  quotients  incomplets  3 , 7 , 16.  On  en  conclut 
aisément  que  les  deux  premiers  quotients  incomplets  de  la 
valeur  de  » en  fraction  continue,  sont  3 et  7.  Mais  on  ignore 
si  le  troisième  quotient  incomplet  est  1 5 ou  16  ; de  sorte  que, 
pour  prolonger  la  fraction  continue  au-delà  de  la  seconde 
fraction  intégrante,  il  faut  prendre  les  valeurs  de  x avec  un 
plus  grand  nombre  de  décimales. 
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CHAPITRE  NEUVIÈME. 

ANALYSE  INDÉTERMINÉE  DU  PREMIER  DEGRE. 


Résolution  en  nombres  entiers  de  l’équation 
ax  + by  = c. 

255.  L’analyse  indéterminée  du  premier  degré  a pour  objet 
la  recherche  des  solutions  d’un  problème  du  premier  degré  qui 
ne  fournit  pas  autant  d’équations  qu’il  y a d’inconnues, 
lorsque  l’on  ne  doit  admettre  pour  les  inconnues  que  des 
nombres  entiers  positifs  ou  négatifs , ou  seulement  des  nom- 
bres entiers  positifs. 

Pour  abréger,  on  appelle  simplement  solutions  entières, 
celles  dans  lesquelles  les  valeurs  des  inconnues  sont  des  nom- 
bres entiers. 

254.  Considérons  l’équation  générale  du  premier  degré  à 
deux  inconnues 

ax  -f  bj  = c, 

a,  b,  c étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs. 

On  peut  toujours  supposer  que  les  nombres  a , b , c n’ont 
aucun  facteur  commun  ; car  s’ils  en  avaient  un , on  pourrait 
supprimer  ce  facteur , et  l’équation  serait  ainsi  ramenée  à une 
autre  plus  simple,  de  la  même  forme.  Cela  posé,  on  voit 
immédiatement  que , si  les  coefficients  a et  b ne  sont  pas 
premiers  entre  eux  , l’équation  n’admettra  aucune  solution 
entière.  En  effet , si  a et  b ont  un  facteur  commun  m , on  aura 
a = dm , b = dm , d et  b'  étant  des  nombres  entiers , et  en 
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divisant  les  deux  membres  de  l’équation  par  m , on  obtiendra 
la  suivante  : 

dx  + b' y = L ; 

771 

• / 

or,  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  x et  dey , le  premier 
membre  de  la  dernière  équation  sera  un  nombre  entier , et 

Q 

puisque  — est  une  quantité  fractionnaire,  l’équation  ne  sera 
pas  satisfaite. 

988.  Lorsque  les  coefficients  a et  b sont  premiers  entre  eux, 
V équation  ax  by  = c a toujours  des  solutions  entières. 

Pour  le  démontrer,  supposons  a,  b et  c positifs.  En  résol- 
vant l’équation  par  rapport  à x , on  trouve 

c —by 
x — — . 

a 

Désignons  par  p un  nombre  assez  grand  pour  qu’on  ait 
c=  ap — c',  c'  devant  être  un  nombre  positif;  la  substitution 
de  cette  valeur  de  c donnera 

c'  + by 
x =p 

a 

Si  l’on  remplace  successivement^  par  les  nombres  o,  t , i, 
3 , ....  a — i , la  division  de  c'  -f-  by  par  a fournira  a restes 
tous  plus  petits  que  a ; tous  ces  restes  seront  différents , car  si 
l’on  admettait  que  deux  valeurs  différentes  m et  n de  y,  plus 
petites  que  a,  pussent  conduire  à des  restes  égaux,  on  aurait 

c -f-  bm  = aq  + rt  c'  -f-  bnz=aq'  r, 

et  il  en  résulterait 

j , . , ,,  ,,  , b{m  — n) 

b{m  — n)  — a(q  — q ),  d ou  =q—q, 

il  faudrait  donc  que  b{m  — n)  fût  divisible  par  a , ce  qui  est 
impossible  , puisque  rn  et  n sont  moindres  que  a. 
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11  suit  de  là  qu’un  des  restes  de  la  division  de  c -j-  by  par  a 
sera  nul.  Donc,  il  existe,  à partir  de  zéro  jusqu’à  a — i, 
une  valeur  entière  de  y qui  donne  pour  x une  valeur  entière. 

S’il  s’agissait  de  l’équation  ax  — by=  c , d’où  x = ‘-—Jy  , 

on  appliquerait  immédiatement  à la  fraction  ° les  rai- 

a 

c'  4-  bŸ 

sonnements  qui  viennent  d’être  faits  sur  la  fraction — . 

1 a 

On  peut  aussi  remarquer  que  les  solutions  de  l’équation 
ax — byx=.c  se  déduisent  des  solutions  de  l’équation 
ax  -\-bf—c,  en  changeant  les  signes  des  valeurs  dey  : il  suit 
de  cette  observation  que , lorsqu'on  a prouvé  que  la  dernière 
équation  admet  une  solution  entière , on  est  en  droit  de  con- 
clure qu’il  en  est  de  même  de  la  première. 


256.  La  proposition  qui  vient  d’être  établie  peut  aussi  être 
démontrée  au  moyen  des  propriétés  des  fractions  continues. 
Soit  toujours^ l’équation 

ax  -{-  by  = c. 


Supposons  qu’on  réduise  ^ en  fraction  continue  , et  représen- 
tons par  - l’avant-dernière  réduite.  Si  cette  réduite  est  de 
7 

rang  pair  , on  aura 

ap  — bq  = -f-  i , d’où  apc  — bqc  = -f ■ c. 

La  dernière  égalité  prouve  qu’on  satisfera  à l’équation  donnée 
eu  posant  xx=pc, y — — qc. 

Si  la  réduite^  est  de  rang  impair , on  aura 

ap  — bq  s=  — I , d’où  — apc  -f-  bqc  = -f-  c. 

Par  conséquent,  on  vérifiera  l’éqüalion  donnée  en  posant 
x = — pc,  y ==  qc. 
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2i>7.  Quand  on  connaît  une  solution  entière  de  l'équation 
ax  ■+■  by  = c , on  peut  en  obtenir  une  infinité  d’autres. 

Soit  x=«,  la  solution  connue,  on  devra  avoir 

a»  -f-  bS  = c j et  en  retranchant  cette  égalité  de  l'équation 

“ + * “ c>  " Ti“d(7-  * a f , tft-i) 

fi)  sir-j  «(*-=-.*)==  #6  — .r)-  v4  ** 

\~oJT  Pour  que  cette  dernière  équation  soit  vérifiée  par  des 
valeurs  entières  de  * et  de  y,  il  faut  que  b divise  le  produit 
a{x — •)  ; et  comme  b est  premier  avec  a,  il  doit  diviser 
x — ».  Il  faut  donc  qu’on  ait  x — » = bt , t désignant  un 
nombre  entier  positif  ou  négatif.  En  remplaçant,  dans  l’équa- 
tion ci-dessus,  x — a par  ht , on  obtient  ® — y=.at.  On  doit 
donc  avoir 

x = * bt , y = C — at. 

L’indéterminée  / pourra  recevoir  toutes  les  valeurs  que  l’on 
voudra  en  nombres  entiers  positifs  oü  négatifs  ; et  , pour 
chacune  de  ces  valeurs , les  valeurs  de  x et  de  y formeront 
une  solution  entière  de  l’équation  proposée. 

On  voit  par  les  formules  ci-dessus,  qu’en  donnant  successi- 
vement à t les  valeurs  o , i , 2,  etc. , — 1 , — 2 , — 3 , etc. , 
on  obtiendra  pour  x les  différents  termes  d’une  progression 
arithmétique  dont  la  raison  sera  le  coefficient  de  y,  et  les 
valeurs  de  y formeront  une  progression  arithmétique  dont 
la  raison  sera  le  coefficient  de  x. 

288.  Au  moyen  de  ce  qui  précède,  on  peut  trouver  toutes 
les  solutions  entières  d’une  équation  du  premier  degré  à deux 
inconnues.  Soit,  par  exemple,  l’équation 

24*  + 65 y = 243. 

En  réduisant  ||  en  fraction  continue , et  formant  les  ré- 
duites successives,  on  trouve  que  l’avant-dernière  est  ; et 
connue  cette  réduite  est  de  rang  pair , on  a 

24  X 19  — 65  X y = ■+•  1. 
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Cette  relation  donne 


24  x 19 . 243  — ? 65  x 7 . »43  = 243 , 

ce  qui  montre  que  l’on  satisfait  à l’équation  donnée  en  posant 
x~  19X243  = 4®*  7 » 243  = — 1701  ; et  il  en 

résulte,  d’après  le  n°  287,  que  toutes  les  solutions  entières  dç 
cette  équation  seront  données  par  les  formules 

x = 4617  +65/,  J — — 1701  — 24<, 

ou  bien, 

X = 4617  — 65 t,  jr  = — 1701  + 24  A 

l 

889.  Il  existe  une  méthode  indépendante  des  propositions 
que  nous  venons  d’établir,  par  laquelle  on  parvient  directe- 
ment aux  formules  qui  donnent  toutes  les  solutions  entières 
d’une  équation  à deux  inconnues. 

Reprenons  l’cquation  que  nous  venons  de  considérer 

(1)  24x  + 6 5jr  = 243. 

En  résolvant  cette  équation  par  rapport  à l’inconnue  x,  qui 
est  affectée  du  plus  petit  coefficient , et  en  extrayant  les  entiers 
contenus  dans  la  valeur  de  x , on  trouve 


X 


243  — 65y 

=4 


jo  — 2y 


Pour  qu’une  valeur  entière  dejr  détermine  une  valeur  en- 

3 1 n y1 

tièrc  de  x,  il  faut  et  U suffit  que  7—  soit  un  nombre 

24 

entier.  Désignons  par  t ce  nombre  entier  indéterminé,  On  aura 

(2)  = t,  et  (3)  x = 10  — 2JT  + t, 

24 


La  recherche  des  solutions  entières  de  l’équation  (1)  est  alors 
ramenée  à celle  des  solutions  entières  de  l’équation  (2) , dans 
laquelle  les  coefficients  des  inconnues  sont  plus  simples.  On 
voit  d’ailleurs  qu’on  ne  peut  obtenir  une  semblable  réduction 
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qu’eu  résolvant  l’équation  par  rapport  à l’inconnue  affectée 
du  plus  petit  coefficient. 

En  opérant  sur  l’équation  (a)  comme  on  a opéré  sur  la 
proposée,  on  trouve 


r = _ _ t . 3~  7< 

*7  «7 

Il  faut  donc  que  — — — soit  un  nombre  entier.  En  désignant 
ce  nombre  entier  par  ( , il  vient 


(4)  n-  = t',  (5)  y = -t  + t. 

*7 


La  recherche  des  solutions  entières  de  l’équation  (2)  est  ainsi 
ramenée  à celle  des  solutions  entières  de  l’équation  (4). 

En  continuant  les  calculs  de  la  même  manière,  il  vient 
d’abord 


3 — l’ji 
7~ 


2/  4* 


> 


(6)  L (7)  *=-2<'  + l\ 

7 


11  vient  ensuite 


(8)  Ç = r,  (9)  t'  = , - 2/"  - t". 

L’équation  (8)  donne 

(10)  t"  = 3«". 

Comme  le  coefficient  de  «"dans  l’équation  (10)  est  l’unité, 
on  pourra  attribuer  à t“  une  valeur  entière  quelconque  , posi- 
tive ou  négative  ; on  en  déduira  une  valeur  entière  de  <*,  et 
l’on  trouvera  ensuite , au  moyen  des  équations  (g) , (7) , (5) 
et  (3) , les  valeurs  de  ( , t,jr  et  *,  qui  seront  toutes  des  nom- 
bres entiers.  La  question  est  donc  résolue. 

On  peut  obtenir  les  valeurs  d ejr  et  de  .r  exprimées  au  moyen 
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de  la  dernière  indéterminée  C . En  substituant  la  valeur  3 C 
de  /"  dans  l’équation  (g),  on  trouve  t’  — 1 — 7 t®.  Substituant 
cette  valeur  de  l'  et  la  valeur  de  t"  dans  l’équation  (7) , on 
trouve  f= — 2+  171".  Substituant  de  même  la  valeur  de  fet 
celle  de  t'  dans  l’équation  (5) , on  trouve  jr  — 3 — . Enfin 

on  obtient  de  la  même  manière  x=2+65<".  Les  differents 
couples  de  valeurs  dex  et  j^se  déduiront  immédiatement  des 
deux  dernières  formules,  en  attribuant;)  l’indéterminée  t“  des 
valeurs  entières  quelconques,  positives  ou  négatives. 

Le  procédé  que  nous  venons  d’employer  suffit  pour  /aire 
reconnaître  que,  toutes  les  fois  que  les  coefficients  des  incon- 
nues dans  l’équation  proposée  sont  premiers  entre  eux , l’é- 
quation admet  des  solutions  entières.  Car  ce  procédé  conduit 
à opérer  sur  les  coefficients  des  inconnues  comme  si  l’on  vou- 
lait trouver  leur  plus  grand  commun  diviseur,  et  les  coeffi 
cients  des  indéterminées  dans  les  équations  successives  aux- 
quelles on  est  conduit  sont  les  restes  successifs  que  fournit 
cette  opération  ; or  un  de  ces  restes  est  nécessairement  égal 
à l’unité  ; par  conséquent,  on  fait  toujours  dépendre  la  re- 
cherche des  solutions  demandées  de  celle  des  solutions  en- 
tières d’une  dernière  équation  dans  laquelle  la  pénultième 
indéterminée  a pour  coefficient  l’unité,  de  sorte  que,  pour 
obtenir  une  valeur  entière  de  cette  pénultième  indéterminée  , 
il  suffit  d’attribuer  une  valeur  entière  h la  dernière. 

260.  Les  calculs  auxquels  dopne  lieu  la  méthode  qu’on 
vient  de  développer  sont  susceptibles  de  plusieurs  abrévia- 
tions. Reprenons  l’équation  24x -f  65^=  ?_43  , d’où  l’on 
a tiré 

_ 243  — 65y 

fl.  X , '• 

24 

• • J * . * * 4 

Au  lieu  de  prendre  2 pour  le  quotient  en  nombre  entier 
de  65  par  $4  » ce  S*1?  donne  le  reste  1 7,  on  peut  prendre  3 pour 
quotient  ; le  reste  est  alors  -r-  7,  çt  il  vient 

Vf3:/*-.  ■'  : ■ 
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En  posant  —^~V  — / , 0 n trouve 

a4 


*7' 


24*  — 3 „ 3 1 — 3 

Jr=—n — = 3/  -f-- £. 

7 7 

3/ 3 

L expression  — - — doit  être  un  nombre  entier;  or  cette  ex- 
pression revient  à — — — — , et  puisque  les  nombres  3 et  7 
sont  premiers  entre  eux , jl  faut  que<  — 1 soit  divisible  par  7. 
Il  suffit  donc  de  poser  ~1  = t\  d’où  l’on  eonçlut 


En  calculant  les  valeurs  de  « et  dejr,  exprimées  en  fonction 
de  d’après  les  relations  x = 10  — 3y  -f.  t,  y = 3/  _|_  3,' 
<=7<'+i>  «>«  trouve  j- = 3 -f- 24/' , x=:?_65f'.  Les 
deux  dernières  formules  s’accordent  avec  celles  que  nous  avons 
obtenues  dans  le  numéro  précédent,  puisque  les  indétermi- 
nées < et  r peuvent  recevoir  indifféremment  des  valeurs  posi- 
tives et  des  valeurs  négatives- 

On  peut  encore  rendre  les  calculs  plus  simples;  car,  lors- 
qu’on a obtenu  *=>o_3 + on  voitque  9Î  ,»on 

augmente  de  1 le  quotient  de  la  division  de  $43  par  24 , le  • 
reste  sera  — 21  ; la  partie  fractionnaire  de  la  valeur  de  r sera 

■ 1 r — 2»  7 f y — 3) 

■ ODC  ~ ^4  * ou  ^ 5 et  comme  24  est  premier  avec 

7,  il  faudra  que  j-—  3 soit  divisible  par  24.  De  cette  manière 
on  trouve  immédiatement  y — 3 = 24/,  d’où  y = 3 + 2// 
et  *=n— 3r+7t  = 2-65/. 

• • » . . # 
Set.  Lorsque,  dans  l’équation  a*  H-  by  = c,  la  quantité 
connue  c et  1 un  des  coefficients  des  inconnues  ont  un  facteur 
commun,  on  peut  immédiatement  ramener  l’équation  à une 
autre  plus  simple.  En  effet,  soit  a = a’ m,  c = e'm,  «'  et  c' 
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étant  des  nombres  entiers  ; l’équation  proposée  se  réduit  à 

bJL  — 


ax  -j- 


Pour  que  cette  équation  puisse  être  résolue  en  nombres  entiers, 
il  faut  que  bjr  soit  divisible  par  m;  et  comme  b est  nécessaire- 
ment premier  avec  m,  il  faut  que  y soit  divisible  par  m. 
D’après  cela  on  posej^=  mz,  z étant  une  nouvelle  inconnue, 
et  l’on  n’a  plus  à considérer  que  l’équation 


a'x-\-bz  = c'. 


Cette  simplification  s’applique  à l’exemple  ci-dessus  ; car  le 
coefficient  de  x et  la  quantité  connue  sont  divisibles  par  3. 
Si  l’on  pose  en  conséquence  y — 3 z,  l’équation  devient 


8x-f-65*:=8i  ; 

celle-ci  donne 

81  — 65*  q . * 

x = g = io  — 8z  + - 


On  pose  — g— ~ — <»  d’où  z=i — 8/;  et  en  substituant  la 

valeur  de  * dans  l’équation  précédente , et  dans  jr  = 3*,  on 
parvient  à x = a + 65 /,  y =fc  3 — 24t. 


962.  Les  formules  que  nous  avons  obtenues  en  appliquant 
à l’équation  n^x  +65y=2^3  les  principes  des  n01 286  et  267, 
diffèrent  des  formules  que  nous  avons  tirées  de  la  même 
équation  dans  les  n**  269  et  260.  Cependant  il  est  facile  de 
voir  que  ces  diverses  formules  sont  équivalentes  ; car  si 
l’on  reprend  celles  du  n°  288,  savoir,  x=46i7 — 65/, 
j-  — — 1701  -j-  24*»  en  divisant  461 7 par  65,  et  1701  par  24, 
on  trouve  461 7 = 71  X 65  -f-  2 , 1701  = 71  X ^4  — 3 ; les 
deux  formules  ci-dessus  peuvent  donc  s’écrire  comme  il  suit  : 


•*  = 2 +•  65(7 1 — 0 , 3 — 24(71  — /); 


et  Si  l’on  pose  71  — / = /',  il  vient 

ar  = 2-f-65/',  j-  = 3 — 24/' • 


» 
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363.  La  méthode  que  nous  avons  appliquée  dans  le  n*  360 
à une  équation  numérique , peut  être  développée  sur  l’équa  - 
tion  générale 

ax  + by  = c. 


Supposons  a < b.  En  résolvant  l’équation  par  rapport  à x, 
on  trouve 

_ c—bjr 

X — • 

a 

Représentons  par  q le  quotient  de  la  division  de  b par  a , et 
par  r le  reste  ; on  aura 


b = 


aq 


X = — qy  + 


c — ry 


Pour  qu’une  valeur  entière  de  y donne  pour  x un  nombre 
entier,  il  faut  et  il  suffit  que  — soit  un  nombre  entier, 
et  en  nommant  t ce  nombre  entier  indéterminé,  on  a 
c — ry 

— ~ = t,  * = — qy  + *• 

En  tirant  la  valeur  de  y de  l’équation  c — iy  = at , en  nom- 
mant q'  le  quotient  de  la  division  de  a par  r,  et  r le  reste, 
on  a 

, . , c — al  , c — rt 

a~rq  + r , y— ——q  H — . 


En  raisonnant  comme  précédemment,  on  obtient  ces  nou- 
velles équations  . 


c — rt 


r 


y — — q't  + <- 


Il  est  facile  de  voir  que  les  opérations  que  Ton  fait  sur  les 
uombres  a et  b sont  celles  qu'il  faudrait  faire  pour  trouver 
leur  plus  grand  commun  diviseur  ; or  ces  nombres  sont  pre- 
miers entre  eux  ; on  doit  donc  parvenir  à un  reste  égal  à 
l’unité.  Supposons  que  ce  reste  soit  fourni  par  la  division  de  r 
a*  Èd il . 18 
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p*r  r'  ; ou  aura  , 


, • 1 1 

r — r'q"  + i , 


Pour  obtenir  les  valeurs  de  x et  de  y exprimées  au  moyen 
de  la  dernière  indélerfninée  t"  , on  porte  la  valeur  c — r'C 
de  ( dans  l’équation  tïr= — q"t'- f- 1 ce  qui  donne 

t = — q"c  -f  (yV  -f  t)l"  = — - q"c  -f  rt " ; 

on  substitue  de  même  les  valeurs  de  t et  de  ( dans 
y — — q't  , ce  qui  conduit  à 

, y = q'q"c+c  — (r<f  + r^i"  ç(q' q"  + i)r t af , 

M 

enfin  on  porte  les  valeurs  de  y et  de  t dans  ar=t — qy  -f-t, 
et  l’on  obtient 

.x  r ». 

*=— c(qq'q‘+q+q')+(aq+r)t'=— c(qq'q'+q+q")+6f. 

î«»î.  . • • < • • i • * 

Ces  résultats  s’accordent  avec  le  principe  du  n°  287.  On 
voit  en  outre  que  les  coefficients  de  c dans  les  valeurs  de  x et 
de^‘,  sont  les  deux  ternies  de  la  pénultième  réduite  de  la  frac- 
tion continue  qui  serait  fournie  par  la  fraction  -. 

, * ,1  * * • î al* (f 

264.  Nous  avons  supposé  jusqu’à  présent  qu’on  voulait  ob- 
tenir toutes  les  solutions  en  nombres  entiers,  positifs  ou  né- 
gatifs; il  faut  aussi  examiner  le  cas  où  l’on  ne  doit  admettre 
que  des  solutions  positives. 

On  peut  toujours  supposer  que,  dans  l’équation  générale  à 
deux  inconnues , la  quantité  toute  connue  est  positive;  car  si 
elle  était  négative,  on  la  rendrait  positive  en  changeant  les 
signes  des  deux  membres.  D’après  cette  observation,  toutes  les 
équations  du  premier  degré  à deux  inconnues  sont  renfermées 
Ht  -,  *• 
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dans  les  quatre  équations  ci-après  : 

ax  by  = cf 

ax  — by  — c, 

-t  ax  -|-  by  = c* 

— ax  — by  — c, 

a , b , c , étant  positifs 

La  seconde  équation  et  la  troisième  présentent  le  même  cas  ; 
la  quatrième  équation  ne  peut  pas  avoir  de  solution  positive  j 
il  suffit  donc  de  considérer  les  deux  premières. 

On  a vu  que,  si  l'on  représente  par  et  et  C deux  qombres 
entiers  tels  que  l’équation  ax  -\-by  ~c  soit  vérifiée  quand 
on  pose  x=m,  y=C,  toutes  les  solutions  entières  de  cette 
équation  sont  données  par  les  formules 

x = * + bt,  y — C — at,  (n°««7). 


Pour  que  les  valeurs  de  x et  de  y soient  positives,  il  faut 
qu’on  ait 

« + o,  d’où  <> — j,  /< 

On  devra  donc  ne  donner  à t que  les  valeurs  entières  positives 

ou  négatives  qui  seront  comprises  entre  les  limites  — t et 

b a 

Il  suit  de  là  que  le  nombre  des  solutions  entières  positives  sera 
limité  ; cette  conclusion  était  d’ailleurs  facile  à prévoir  à 
l’inspection  de  l’équation.  Quand  il  n’y  aura  aucpn  nombre 

ai 

entier  copipvis  entre  les  deux  nombres  — - et  - , l’équation 

ne  pourra  être  vérifiée  par  aucun  couple  4e  valeurs  entières 
positives.  On  peut  d’ailleurs  remarquer  que  les  inégalités 

• C 

t > — 7 et  / <T  — n’offrent  par  elles-mêmes  rien  de  contradic- 
u a 

toire  ; car  on  a,  par  hypothèse , a*  -f-  bC  ==  c , et  comme  c est 

£ 

positif,  il  en  résulte  a»  -f-  bS>  o,  d’où  bS  > — a± , et  - > — 7. 

a h 

18.. 
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Si  l’on  désigne  par  A le  nombre  entier  positif  ou  négatif 


immédiatement  inférieur  à — et  par  B le  nombre  entier 

immédiatement  inférieur  à - , les  valeurs  de  t comprises  entre 
£ 

— / et  ~ seront  A+i,  A -f-  a,  ....  B;  par  conséquent  le 
nombre  de  ces  valeurs  sera  B — A.  D’un  autre  côté,  la  dif- 
férence des  fractions  ^ et  — " étant  "jr**  ou  le  nombre 


ab 


entier  B — A 


pourra  être  plus  grand  ou  plus  petit  que 


e 

ab* 


mais  il  en  différera  d’une  quantité  plus  petite  que  Trinité  ; 
donc , si  Ton  désigne  par  q la  partie  entière  du  quotient  de  c 
par  ab  t la  différence  B — A sera  égale  à y,  ou  à i.  Le 
nombre  des  solutions  entières  positives  de  l’équation  sera 
donc  q ou  q -f-  I . 

Considérons  maintenant  l’équation  ax  — by  =c.  Comme 
cette  équation  se  déduit  de  la  précédente  en  changeant  y en 
— y,  il  suffira  d’effectuer  le  même  changement  dans  les  for- 
mules ci-dessus , de  sorte  que  Ton  aura 


* = «-} -bt,  J — — G + al. 

Pour  que  les  valeurs  de  a:  et  de  y soient  positives,  il  faut 
a G 

qu’on  ait  t > — ^ et  t > Or  il  existe  toujours  un  nombre 

infini  de  valeurs  de  t qui  satisfont  à ces  deux  inégalités  ; car  il 
suffit  pour  qu’elles  soient  vérifiées  l’une  et  l'autre  que  t soit 

plus  grand  que  la  plus  grande  des  deux  quantités  — * et  -m 

On  pourra  donc  obtenir  un  nombre  infini  de  solutions  en- 
tières positives. 


Digitized  by  GoogI 


CHAPITRE  NEUVIÈME.  , 277 

% 

Résolution  en  nombres  entiers  d un  système  quelcorupie 

(F équations  du  premier  degré,  dans  lequel  le  nombre 
des  inconnues  surpasse  celui  des  équations. 

365.  Soient  les  deux  équations  generales 

'■  'V 

(1)  ax  + by  + es  = d , 

(2)  ax  + b'jr  -f-  c'z = d. 

En  éliminant  une  des  inconnues , z par  exemple , on  obtient 
l’équation 

(3)  (ad — ca')x  -J'  (bc‘  — cb')y  — de'  — edi  ; 

le  système  des  équations  (1)  et  (a)  se  trouve  alors  remplacé  par 
celui  des  équations  ( 1 ) et  (3). 

Si  l’équation  (3)  admet  des  solutions  entières  , on  déduira 
de  cette  équation  les  valeurs  de  x et  de  y exprimées  en  fonc- 
tions entières  d’une  indéterminée  t ; et  la  question  sera  réduite 
à trouver  les  valeurs  entières  de  t , pour  lesquelles  les  valeurs 
de  x et  de  j sont  telles  qu’en  les  substituant  dans  l’équation  (1) 
on  obtienne  une  valeur  entière  de  z.  A cet  effet  on  substituera 
dans  l’équation  (1)  les  valeurs  de  x et  y en  fonctions  de  t , ce 
qui  conduira  à une  équation  de  la  forme  mt-{-cz  = k.  Si 
cette  équation  admet  des  solutions  entières , elles  seront  don- 
nées par  des  formules  dans  lesquelles  z et  t seront  exprimées 
au  moyen  d’une  indéterminée  t ; et  en  substituant  la  valeur 
de  t en  fonction  de  t’  dans,  les  valeurs  de  x et  de  y déduites 
de  l’équation  (3) , on  aura  les  trois  inconnues  x,  y,  z , expri- 
mées en  fonctions  entières  de  l’indéterminée  i . 

Lorsque  les  coefficients  c et  c sont  premiers  entre  eux , il 
suffit  que  l’équation  (3)  admette  des  solutions  entières  pour 
que  le  système  des  équations  (1)  et  (2)  en  admette  aussi  ; et, 
dans  ce  cas,  chaque  couple  de  valeurs  entières  de  x et  dey 
qui  vérifient  l’équation  (3)  donne,  dans  l’équation  (1) , une 
valeur  entière  de  z.  En  effet,  soit  x z=p,y  = q,  une  solu- 
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tion  entière  de  l'équation  (3) , on  aura  l’égalité 

\àc'  — àat) p -f-  (b'c  — cb')q  — de'  — cd  ; 
on  tire  de  là 

i 'A  > ; • . , ... 

c\d  — ap  — bq ) = c(cT  — dp  — o q)  ; 

par  hypothèse , c et  c'  sont  premiers  entre  eux  -,  donc  c doit 
diviser  d — ap  — bq.  Soit  r le  quotient  de  cette  division  , ou 
aura  ap  -f-  bq  -f-cr—  d,  ce  qui  mofatre  que  l’équation  (i)  sera 
vérifiée  par  x=p,  jrü=q,  zd=.r. 

Il  suit  de  1à  que  , dans  le  cas  où  c et  c'  sont  premiers  entre 
eux , lorsque  l’on  aura  obtenu,  au  moyen  de  l’équation  (3), 
les  valeurs  de  x et  de  a exprimées  en  fonctions  entières  de  i, 
la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l’équation  (i)  conduira  à 
une  équation  qui  donnera  immédiatement  la  valeur  de  z en 
fonction  entière  de  t. 

S66.  Prenons  actuellement  les  trois  équations  numériques 

i3x  -j-  5jr  — 2 z + 4U  ==  255g, 

, 8x  -)-  ly  4*  3z  — 5u  = i5g5, 
ni  — 3 y 4-  5z  — = 2i57. 

En  éliminant  u entre  la  première  équation  et  chacune  des  deux 
autres,  on  obtient  les  deux  équations  .<  , . 

g7x  -f  53,7-  4-  2z  = 19175,  i35x  4-  *3y  -f-6a  = 26541. 

L’observation  qui  vient  d’être  faite  pourrait  faire  croire  qu’on 
doit  éliminer  de  préférence , entre  ces  deux  équations,  l’in- 
connue x ou  y,  dont  les  coefficients  sont  premiers  entre  eux  ; 
mais  les  calculs  sont  plus  simples  en  éliminant  z , ce  qui 
conduit  à l’équation 

• 39a:  4-  Hy  = 7746. 

Le  syetèrae  proposé  se  trouve  ainsi  remplacé  par  le  système 
des  trois  équations 

i3x  4*  — 2z  4-  4"  — 255g, 

91*  4-  53>  4-  « — «9'75* 

3qx  4-  34»  = 7746 
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On  cherche  les  formules  qui  donnent  les  solutions  entières 
de  l'équation  à deux  inconnues  3gx-f<  34.7‘  — 7746-  Le  coeffi- 
cient de  x admettant  le  facteur  3 qui  divise  7746,  ut  le 
coefficient  de  y admettant  le  facteur  2 qui  divise  aussi  7746, 
on  peut  abrégelr  les  calculs  en  posant  x = ix  , y = Z y'  ; 
l'équation  devient  ainsi  1 >■  . •' 

iZx'  -f-  i>jy  — 1291. 

Cette  équation  conduit  à y'  = 1 -f-  i3t,  x'=e  98  — 17/; 
par  suite  on  a , y Z Zgi,  x = 196  — 34*- 

On  substitue  dans  l’équation  ryjx  -+■  5Zy  -h  iz=  iç)t^5, 
les  valeurs  de  a?  et  de  J1  exprimées  en  fonction  de  l’indé- 
terminée t , ce  qui  donne  ia3it  — 2z  = — 4-  On  déduit  de 
cette  équation , en  exprimant  z et  t au  moyen  d’une  seconde 
indéterminée,  t = 2t',  z = i%Z\t'  2 ; et  en  reuiplaçant  t 
par  dans  les  valeurs  précédentes  de  x et  de  y , on  a 
y = 3 +-  78^,  x ~ 196  — 68t'.  . 1 

Ou  substitue  dans  l’équatioiji  1 3x  -f-  5^  — 2z  -f-  4«  =;  2559,, 

les  valeurs  de  x,  r,  z,  exprimées  en  fonctions  de  l’indéter- 

’ •'/  ' , ■ un  -,  ; > ; ! : . 1 

minée  f,  ce  qui  donne  7391  — u — o,  d où  u = r]Zc)f.  La 

valeur  de  u en  fonction  de  t'  étant  entière , les  calculs  sont 
terminés,  et  les  formules  qui  déterminent  les  solutions  en- 
tières du  système  proposé  sont  celles-ci  : , 

J r r/  il  t > . o . i\  -.j.  • ) 1 0 ■ t i 

x=i(98— 68*',  ^='3  + ^8/,  ..*=*&.#-.  *»3t/,  u^rjZgt't 

Si  l’on  ne  veut  admettre  que  des  solufibiis  positivés,  il  fatidt'à 
que  /'  soit  positif  et  moindre  que  ou  2-^.  On  obtiendra 
ainsi  trois  solutions,  Savoir  : 

pour V = o,  x ^196,  y==t-  3,  atws  < 2,  u = o; 

pour  t'  — i,j  x,=it  128,  y = 8i,:  z = 1233,  u =»  73g; 

pour  é = 2,  x=  60,  y=  15g,  z — 2464,  H =»  *478. 

267.  Considérons  maintenant  le  cas  où  l’on  demande  les 
solutions  entières  d’une  équation  qui  renferme  plus  de  deux, 
inconnues.  Soit  l’équation 

ax  -f-  by  -J-  cz  = d. 
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On  voit , comme  dans  le  n°  254  , que  , si  les  coefficients 
a,  b , c,  ont  un  commun  diviseur  qui  ne  divise  pas  la  quan- 
tité connue  d,  l’équation  ne  pourra  pas  être  vérifiée  par  des 
valeurs  entières  de  x,  y , z.  Il  faudra  donc , si  l’équation 
a été  simplifiée  autant  que  possible , que  les  coefficients  a, 
b , c,  n’aient  aucun  facteur  commun. 

Si  les  deux  coefficients  a et  b sont  premiers  entre  eux  , 
on  pourra  donner  à z une  valeur  entière  quelconque;  et, 
l’on  obtiendra  un  nombre  infini  de  valeurs  entières  corres- 
pondantes de  x et  de  y.  Pour  trouver  les  formules  qui 
donnent  immédiatement  les  valeurs  de  x et  de  y correspon- 
dantes à chaque  valeur  de  z,  on  pourra  mettre  l’équation 
sous  cette  forme  i 

ax  by  = d — cz. 


En  posant  pour  abréger  d — cz  = m,  on  aura  simple- 
ment l’équation 

ax  -(-  by  = m. 

On  déduira  de  cette  équation  les  valeurs  de  x et  de  y ex- 
primées en  fonctions  entières  de  m et  d’un  nombre  indéter- 
miné t ; et  en  remplaçant  m par  d — cz , on  aura  x et  y 
exprimées  au  moyen  de  z et  de  l’indéterminée  t. 

Cette  marche  doit  être  modifiée  , lorsque  , parmi  les  trois 
coefficients  a,  b,  c,  il  ne  s’en  trouve  pas  deux  qui  soient 
premiers  entre  eux.  Supposons  a = d k,  b — b'h ; l’équation 
pourra  s’écrire  comme  il  suit  : 


ax  -f  b’ y — 


d — cz 


h * 


Pour  que  * et  y puissent  être  des  nombres  entiers , il  fau- 
dra que  d — cz  soit  divisible  par  h ; si  l’on  pose , en  con- 
séquence , 

**  ■ — t , d’où  cz  •+■  ht  = d , 

h 

on  aura  l'équation 

a'x  -f-  b' y = t. 
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Celle-ci  conduira  à des  valeurs  de  x et  y exprimées  en  fonc- 
tions entières  de  t et  d’une  indéterminée  s ; comine  h doit 
être  premier  avec  c,  puisque  autrement  les  coefficients  a , 
b,  c,  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux  , l’équation  cz-\-ht=d 
conduira  à des  valeurs  de  z et  t exprimées  en  fonctions  en- 
tières d’une  indéterminée  t';  et  en  substituant  la  valeur 
de  t dans  les  valeurs  précédemment  obtenues  pour  x et  pour 
y y on  aura  ces  deux  inconnues  exprimées  au  moyen  des 
deux  indéterminées  t'  et  s. 

On  a un  exemple  de  ce  dernier  cas  en  prenant  l’équa- 
tion ci-après  i 

1 5a:  + 6y  aoz  =171. 

Celte  équation  peut  s’écrire  ainsi  : 

5*+v  = ilLrL^. 

^ i *7 1 — 20 z . 

Posant  — = t y on  a 1 équation 

o 

5x  ■+■  -xy  = 1. 

On  déduit  de  celle-ci 

x = t — 2#,  y — 5s  — ht-, 

...  171  — 20Z  , . , 

et  1 équation  — — ^ = t conduit  a 

t =3  57  — aot',  z = 3t\ 

En  remplaçant  t par  5 7 — aot'  dans  les  valeurs  précédentes 
de  x et  de  y , on  obtient 

x = 57  — aot'  — 2 s , y — 5s  -f-  /{of'  — 1 1 4. 

Les  formules  qui  déterminent  toutes  les  solutions  entières 
de  l’équation  proposée  sont  donc  celles-ci  : 

* = 57  — aot' — as,  j^  = 5s-|-4ot' — 114,  z~Zt'\ 

l’  et  s sont  des  indéterminées  pour  lesquelles  on  peut  prendre 
tous  les  nombres  entiers. 

Pour  que  la  valeur  de  z soit  positive , il  faut  ne  donner 
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à £ que  des  valeurs  positives  ; et  pour  que  les  valeurs  de  jr 
et  de  x soient  aussi  positives,  il  faut  qtle  Ton  ait 

. 5 n — 20 £ ^ 1 14 — 4 ot 

'<2 * '_> 5 ’ 

on  conclut  des  deux  dernières  conditions 


d’où  £ < — ou  < a — ; 

20  20 


on  ne  peut  donc  attribuera  £ que  les  valeurs  o,  i,  2. 

Pour  £ = o , on  doit  avoir  s < AZ  f , ce  qui  per- 

met de  supposer  s = z3,  = 24,  = a5,  =26,  =27 , =38. 

Pour  £ = 1 , on  doit  avoir  s s > tA  , ce  qui  donne 

s = i5,  = 16,  = 17,  =*  18. 

Pour  £ = 2 , on  doit  avoir  s s > ^ , ce  qui  donne 

s — 7 , =8.  Ou  obtiendra  donc  douze  solutions. 

On  peut  aussi  employer,  pour  trouver  les  solutions  en- 
tières d’une  équation  à trois  inconnues,  une  marche  sem- 
blable à celle  qui  s’applique  à une  équation  à deux  incon- 
nues. Supposons  que  dans  l’équation  ax -f- by-j- cz —d, 
l’inconnue  affectée  du  plus  petit  coefficient  soit  x;  en  résol- 
vant l’équation  par  rapporté  cette  inconnue,  on  aura... 

x = — — . Si  Ton  effectue  autant  que  possible  la 

division  de  b et  de  c par  a , on  trouvera  que  la  valeur  de  x 
est  composée  d’une  partie  entière  , et  d’üne  expression  frac- 
tionnaire en  y et  z , laquelle  étant  égalée  4 uùe  indétermi- 
née donnera  une  nouvelle  équation  à trois  inconnues  dont 
les  coefficients  seroqt  respectivement  moindres  que  ceux  de 
la  proposée.  En  continuant  de  la  même  manière  , on  par- 
viendra à une  dernière  équation  à trois  indéterminées,  daus 
laquelle  lfe  coefficient  de  l’üne  des  indéterminées  sera  l’unitc. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  prouver  qu’une  équa- 
tion du  premier  degré  qui  renferme  un  nombre  quelconque 
d’inconnues  admet  toujours  des  solutions  entières , lorsque 
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les  coefficients  de  toutes  les  inconnues  n’ont  aucun  facteur 
commun. 

268.  Nous  proposerons  pour  exercices  les  problèmes  suivans  : 

i“  Problème.  Partager  100  en  deux  parties  telles  que  l’une 
soit  divisible  par  7 et  F autre  par  11.  (La  première  partie 
est  56,  la  seconde  est  44-  ) 

2'  Problème.  Une  troupe  tf  hommes  et  de  femmes  a dépensé 
5o  francs  dans  une  auberge  y les  hommes  ont  payé  ig  sous 
chacun , et  les  femmes  i3  sous.  Combien  y avait-il  d’hommes 
et  de  femmes  ? ( Si  l’on  appelle  x le  nombre  des  hommes , 
jr  celui  des  femmes , on  aura  ces  quatre  solutions  : x — 2 , 
J = 74;  x = i5,  y = 55;  x = 18,  y =36;  x = 41 . 
r = »7-) 

3e  Problème.  Trouver  un  nombre  N qui,  étant  divisé  par  3g, 
donne  le  reste  16,  et  tel  aussi  que  si  on  le  divise  par  56, 
on  trouve  le  reste  27.  (Le  plus  petit  nombre  qui  satisfait  à 
l’e'noncé  est  1 1 47  , et  la  formule  géne'rale  des  nombres  qui  y 
satisfont  est  N=  1 147  + 21 840 

4'  Problème.  Quelqu’un  achète  pour  100  écus  100  pièces  de 
bétail,  des  porcs,  des  chèvres  et  des  moutons  ; les  porcs  coûtent 
3 écus  ~ , les  chèvres  1 écu'it  les  moutons  5 écu.  Combien 
y avait-il  d’animaux  de  chaque  espèce  ? ( En  nommant  x le 
nombre  de  porcs,  y celui  des  chèvres  et  z celui  des  moutons , 
on  a ces  trois  solutions  : x = 5 , y = fyi. , z = 53  ; x=  10, 
^=24,  z = 66;  x=  i5,  y = 6,  *=79.) 

5'  Problème.  Trouver  trois  nombres  entiers  x , y , z , tels 
que  si  l’on  multiplie  le  premier  par  3,  le  second  par  5 et  le 
troisième  par  7,  la  somme  des  produits  soit  56o,  et  tels  aussi 
que  si  F on  multiplie  le  premier  par  y,  le  second  par  25,  et 
le  troisième  par  49 , la  somme  des  produits  soit  2920.  ( Solu- 
tions : x=  15,^1=: 82,  züsi5;  X = 5o,  -7,S3;40 » z — 3°.) 

r . < 1.  J . ‘ ' 1 ■ î 

. /> 

■ . ■ U- 

' - • 1 ‘ \ 

j-  JJ'  ).  ...:  . 1 • 1;  .1.  . ,■  . 
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Résolution  en  nombres  entiers  dune  équation  du 
second  degré  à deux  inconnues  qui  ne  contient 
que  la  première  puissance  d’une  des  inconnues. 


269.  Les  questions  d’analyse  indéterminée  qui  dépendent 
des  équations  d’un  degré  supérieur  au  premier  sortent  des 
limites  que  nous  devons  nous  imposer  dans  ce  traité  ; mais 
lorsqu’une  équation  du  second  degré  à deux  inconnues  ne 
renferme  pas  la  seconde  puissance  d’une  de  ces  inconnues, 
la  recherche  des  solutions  entières  de  cette  équation  peut  être 
regardée  comme  une  question  d’analyse  indéterminée  du 
premier  degré , et  c’est  à ce  titre  que  nous  nous  en  oc- 
cuperons. 

Les  équations  du  second  degré  à deux  inconnues  qui  ne 
contiennent  pas  la  seconde  puissance  d’une  de  ces  inconnues 
peuvent  être  généralement  représentées  par  l’équation  ci- 
après  : 

(0  mxjr  -f  nx*  -f  px  •+■  qjr  = r. 

En  résolvant  cette  équation  par  rapport  à jr , on  trouve 


(») 


— nx%  — px  -f-  r 
mx  q 


On  en  déduit,  par  le  procédé  de  la  division, 


„ __  " , n1—  mP  , mV  + mpq  — rvf 

m m*  m'(mx  q-  q)  ' 


ce  qui  donne 


(3)  m'jr  = — mnx  + nq  — mp  + 


N 


mx 


en  posant  pour  abréger  m’r  -f-  mpq  — nq 1 = N. 

Pour  que  x et  y soient  des  nombres  entiers , il  est  nécessaire 

Jf 

que  — soit  un  nombre  entier;  d’après  cela,  on  calcule 
tous  les  diviseurs  du  nombre  N , et  l’on  égale  successivement 
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mx -f -qk  chacun  de  ces  diviseurs  pris  avec  le  signe  >4-  et  avec 
le  signe  — Si  les  équations  qu’on  obtient  ainsi  fournissent 
pour  x un  certain  nombre  de  valeurs  entières , on  substitue 
ces  valeurs  dans  l’équation  (3);  et  il  faut  encore,  pour  que  jr 
puisse  être  un  nombre  entier,  que  le  second  membre  qui 
devient  une  quantité  connue  soit  divisible  par  m‘. 

Il  est  évident  que  le  nombre  des  solutions  entières  est  tou- 
jours limité , et  qu’il  peut  n’en  exister  aucune. 

On  pourra  appliquer  cette  méthode  à chacune  des  équations 
ci-dessous  : 

2X jr  — 3x*  y — \ , 

5 xy  = 2x  -f  3 y 4-  18, 
xy  -f-  I’  = JI  -f  3/  + 29. 

En  ne  considérant  que  les  solutions  positives , on  trouvera 


Pour  la  1”  équation 
Pour  la  2*  équation 
Pour  la  3e  équation 


{ 

! 

{ 


« ; 

4- 

10; 

2 ; 

1. 

21; 

7- 


Si  le  reste  de  la  division  de  — nx' — px-\-r  par  mx-\-q  était 
séro , l’équation  (1)  serait  de  la  forme  (mx-\-q)(ax+by-\-c)=o, 
et  l’on  aurait  toutes  les  solutions  de  cette  équation  en  résol- 
vant séparément  les  deux  équations  mx-\-q—o,  ax-\-by-pc=o . 

La  méthodequi  vientd’ètre  exposéen’est  applicable  que  dans 
le  cas  où  m n’est  pas  nul.  Si  l’on  a m=o  l’équation  (1)  donne 


(4) 


J — 


nx’  -f-  px  — r 
q ’ 


Supposons  qu’une  valeur  x = « («  étant  un  nombre  entier) 
donne  une  valeur  entière  pour  y.  Si  l’on  pose  x=M-\-qt,  t étant 
un  nombre  entier  quelconque,  on  trouvera 


n*‘  ■+■  p*  — r 


(-mut  -+■  nqt*  -4-  pt)  ; 
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or,  par  hypothèse  , n#’  4-  p* — • r est  divisible  par  q ; la 
valeur  de  y correspondante  à xxx  » + ql  aéra  donc  un 
nombre  entier. 

Comme  cette  conclusion  a lieu  quel  que  6oit  le  signe  de  1, 
il  en  résulte  que,  s’il  y a des  solutions  entières,  il  en  exis- 
tera pour  lesquelles  la  valeur  de  x sera  comprise  entre  zéro 
et  ç.  Par  conséquent,  pour  déterminer  les  solutions  entières 
de  l’équation  proposée , il  suffira  de  substituer  pour  x les 
nombres  o,  1,  2,  3 , . . . . . q ■ — 1 ; et  4e  chaque  solution 
entière  correspondante  à un  de  ces  nombres,  on  déduira 
une  infinité  d’autres  solutions  entières. 

L’équation  (4)  dans  laquelle  il  s’agit  de  trouver  des  va- 
leurs de  x qui  rendent  le  polynôme  nx * -f-  px  — r multiple 
du  nombre  donné  q , est  ce  que  Gauss  q nommé 
congruence  du  second  degré;  de  même  que  l’équation.... 
ax  -f-  bj-  = c , dans  laquelle  on  cherche  à rendre  ax  — c 
multiple  de  b , est  une  congruence  du  premier  degré. 
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PUISSANCES  ET  RACINES  DES  MONOMES.  RADICAUX.  EXPOSANTS  FRAC- 
TIONNAIRES. ÉQUATIONS  EXPONENTIELLES.  LOGARITHMES. 


Puissances  et  racines  des  monomes.  — - Calcul  des 
radicaux  arithmétiques. 

t 

270.  La  puissance  du  degré  m d’une  quantité  étant  le  pro- 
duit de  m facteurs  égaux  à cette  quantité,  on  conclut  de  la 
règle  de  la  multiplication  des  monomes  que , pour  former 
la  puissance  mem*  d'un  monome , il  faut  élever  le  coefficient 
numérique  à la  in'mc  puissance , et  multiplier  V exposant  de 
chaque  lettre  par  m. 

Il  résulte  de  cette  règle  que  , pour  extraire  la  racine  m'01' 
d’un  monome , on  doit  extraire  la  rapine  m*“  du  coefficient, 
et  diviser  Vexposant  de  chaque  lettre  par  m.  Ainsi , pour 
avoir  la  racine  cubique  de  64a3^*,  on  prend  la  racine  cu- 
bique de  64  qui  est  4,  et  l’on  divise  les  exposants  des  lettres  a 
et  b par  3 ; la  racine  demandée  est  donc  4 ab‘J,  Pareillement 
pour  extraire  la  racine  5*  de  Z7.à‘b'ic'°,  on  prend  la  racine  5* 
de  3a,  qui  est  1,  et  l’on  divise  les  exposants  des  lettres  a, 
b , c,  par  5 ; on  trouve  ainsi  que  la  racine  demandée  est  5 ab^c*. 

Pour  que  l’on  puisse  obtenir , d’après  cette  règle,  la  racine 
m‘mr  d’un  monome  , il  faut  que  le  coefficient  numérique  soit 
une  puissance  m,mt  exacte,  et  que  les  exposants  de  toutes 
les  lettres  soient  divisibles  par  m.  Quand  ces  conditions  n’ont 
pas  lieu  , l'expression  de  la  racine  se  forme  au  moyep  du  signe 
radical. 
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Il  résulte  de  la  règle  relative  à la  multiplication  des  fractions 
que  , pour  former  la  puissance  m™'  d une  fraction,  on  doit 
élever  chacun  des  deux  termes  à la  puissance  m*“*.  Par  con- 
séquent, on  extraira  la  racine  m"*e  d'une  fraction  en  ex- 
trayant la  racine  nira*  de  chacun  des  deux  termes. 

271.  Parmi  les  différentes  déterminations  que  comporte  la 
racine  d’un  degré  quelcouque  d’une  quantité  réelle  et  posi- 
tive , il  en  existe  toujours  une  réelle  et  positive  ; et  il  n’en 
existe  qu’une  seule  de  cette  espèce  , car  deux  nombres  diffé- 
rents , élevés  à une  même  puissance,  ne  peuvent  pas  repro- 
duire le  même  nombre.  Cette  détermination  de  la  racine  est 
appelée  la  racine  arithmétique , ou  la  valeur  arithmétique 
de  la  racine , parce  qu’elle  peut  être  obtenue  par  les  pro- 
cédés de  l’arithmétique.  Quand  les  racines  sont  exprimées 
par  des  radicaux,  la  racine  arithmétique  est  aussi  appelée  la 
valeur  arithmétique  du  radical.  Nous  supposerons  dans  ce 
qui  va  suivre  que  l’on  ne  considère  que  les  valeurs  arithmé- 
tiques des  radicaux. 

272.  Les  observations  que  nous  avons  faites  au  sujet  de 
l’addition  et  de  la  soustraction  pour  les  quantités  radicales 
du  second  degré , s'appliquent  aux  expressions  qui  contiennent 
des  radicaux  de  degré  quelconque.  Ainsi  on  a , par  la  réduc- 
tion des  quantités  semblables 

5*/ 3 ab’  -f-  3 l/3flF  = 8 l/3 «F, 

3 3 3 

5 3ab*  — 3 j/  3 ab’  = î j/  3 ab'  , 

3a(/c  ±2 b l/c  = ( 3a  ±:  2 b)  ÿc. 

Lorsque  les  indices  des  radicaux  sont  différents,  ou  lorsque 
les  indices  étant  les  mêmes , les  quantités  qui  se  trouvent 
sous  les  radicaux  sont  différents , on  dit  que  les  radicaux  sont 
dissemblables.  Dans  ce  cas , on  ne  peut  qu’indiquer  l’addition 
et  la  soustraction  par  les  signes  -f-  et  — . 
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273.  Pour  multiplier  ou  pour  diviser  l’un  par  l’autre  deux 
radicaux  de  même  indice,  il  faut  effectuer  la  multiplication 
ou  la  division  des  quantités  placées  sous  le  signe  radical,  et 
affecter  le  résultat  du  radical  commun.  Ainsi 

• i/a  X \/b  — Kr  =\/  Jy 

Vb 

En  effet,  si  l’on  formait  la  miim‘  puissance  du  produit 

vi  m 

V a X Vb , on  aurait,  d’après  les  principes  relatifs  à la 

/ m \m  / m \ m 

multiplication,  (^Va ) X \Vb)  ou  a X b ; donc  le  produit 

m m 

Va  X V b est  la  racine  mu ■'  de  a x b.  On  démontrerait  de 
même  la  seconde  égalité. 

274.  La  règle  qui  vient  d’être  établie  pour  la  multiplication 
des  radicaux  conduit  à l’égalité 

m. 

y amb  — a\/b-, 

par  conséquent,  lorsque  la  quantité  placée  sous  un  radical 
du  degré  m a des  fadeurs  qui  sont  des  puissances  exactes 
du  même  degré,  on  peut  prendre  séparément  les  racines 
de  ces  facteurs , et  multiplier  leur  produit  par  la  racine  in- 
diquée du  produit  des  autres  facteurs.  C’est  ce  qu’on  appelle 
faire  sortir  des  facteurs  du  radical. 

Il  résulte  aussi  de  l’égalité  ci-dessus  que,  lorsqu’un  radical 
est  multiplié  par  des  facteurs  rationnels , on  peut  mettre  ces 
facteurs  sous  le  radical,  en  les  élevant  à la  puissance  du 
même  degré  que  le  radical.  C’est  ce  qu’on  appelle  faire  entrer 
des  facteurs  sous  le  radical. 

Quand  on  doit  ajouter  ou  soustraire  des  quantités  radicales 
dissemblables  , il  faut  d’abord  examiner  si  ces  quantités  ne 
peuvent  pas  être  rendues  semblables  en  simplifiant  les  radi- 
caux. Soient,  par  exemple,  les  deux  expressions  \/  i6aJi 
2*  Édit.  ig 
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5c  3, 

et 

ad 


on  trouvera  qu’elles  se  réduisent  à oa  | / 


et 


5 abc 
d 


s 

\/ ib  ; en  conséquence  on  aura 


\/  i6a3Z>  ± ^ \/  ia6b*  = (^a  Hb  V 


5abc\  3/— r 


275.  La  valeur  arithmétique  d’un  radical  ri est  pas  changée 
quand  on  multiplie  l’indice  par  un  nombre  entier  quelconque . 
pourvu  qrion  élève  en  même  temps  la  quantité  placée  sous  le 
signe  radical  à la  puissance  du  degré  marqué  par  ce  nombre. 
C’est-à-dire  que  Ton  a 

m rnrt 

< t/a  = t/a". 


Om  N m 

/ a J —a , 

or,  en  élevant  les  deux  membres  de  cette  égalité  à la  nUme  puis- 

Om  \mn  m 

ÿa)  = a*  ; par  conséquent  \/a  est  la 
racine  du  degré  mn  de  a". 

Au  moyen  de  ce  principe  , on  peut  toujours  ramener  des 
radicaux  à un  indice  commun.  Il  suffit  de  multiplier  l’indice 
de  chaque  radical  par  le  produit  de  tous  les  autres  indices , 
en  élevant  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  à la  puissance 
marquée  par  ce  produit.  On  peut  aussi  prendre  pour  l’indice 
commun  le  plus  petit  multiple  des  indices  de  tous  les  ra- 
dicaux. 

m mn 

L’égalité  t / a = t/a"  prouve  aussi  que , lorsque  l’indice 
et  un  radical  et  l'exposant  de  la  quantité  qui  est  sous  le  ra- 
dical ont  un  facteur  commun,  on  peut  les  diviser  lun  et  l’autre 
par  ce  facteur. 


276.  Pour  faire  le  produit  de  plusieurs  radicaux  de  degrés 
différents,  ou  pour  diviser  l’un  par  l’autre  deux  radicaux  de 
degrés  différents , on  réduit  les  radicaux  au  même  indice , et 
l’on  applique  la  règle  du  n°  275. 
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On  trouve  de  cette  manière 


agi 


y/ fl'iX  \f \/ a5b=z  V / a8A4X  {/ a3b^X  a'°b'z=:  ^ a" b' 

> » i 

— abÿ  a9bs=ab  y/ a1  b , 

5 35 35_ 

y/a'b*  \/a"b'*_  fa 
! V b' 


35. 


\Za*b'  y a^b'- 


277.  On  élève  un  radical  à une  puissance  , en  élevant  à 
celte  puissance  la  quantité  soumise  au  radical. 

Pin  effet  , 


((/.)■= 


tn  lu  ffl  ^ _ 1 ^ 

l/flXl/4XV/a...=  ^X«X<i...=  V a" 


1 

Lorsque  l’indice  du  radical  est  divisible  par  l’exposant  de 
la  puissance  à laquelle  on  doit  élever  la  quantité  proposée  , 
on  peut  effectuer  V opération  en  divisant  le  premier  de  ces  deux 
nombres  par  le  second.  Car  au  moyen  de  la  règle  ci-dessus  et 
du  principe  que  nous  avons  établi  dans  le  n°  278,  on  a 


278.  On  extrait  la  racine  du  degré  m d’une  quantité  radi- 
cale en  multipliant  V indice  du  radical  par  le  degré  m de  la 
racine  qu’on  ireut  extraire } ou  en  extrayant,  si  cela  est 
possible,  la  racine  du  degré  m de  la  quantité  soumise  au 
radical.  Ainsi 


in  mn  ^ in  n 

y y/  a — |/a,  et  y y/  amP  = y a?. 

En  effet , d’après  les  règles  du  numéro  précédent , la  puis- 

mn  n mn 

sance  du  degré  m de  y' a est  y/ a ; par  conséquent  y/ a est  la 

n 

racine  du  degré  m de  y/a.  Pareillement , la  puissance  rtéimt  de 

n n _ n B __ 

y a?  est  y a™*  -,  donc  y/a?  est  la  racine  du  degré  m de  y / a.mv. 


* 


l 
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Observations  sur  les  radicaux  considérés 
algébriquement. 

279.  Les  règles  que  nous  venons  d'établir  peuvent  con- 
duire à des  résultats  inexacts,  quand  on  ne  se  borne  plus  à 
considérer  les  radicaux  comme  représentant  seulement  des 
quantités  réelles  et  positives. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  radicaux  y/ — a et  \/ — a, 
en  supposant  a positif.  Si  l’on  applique  à ces  radicaux  le  prin- 
cipe du  n°  278,  en  élevant  la  quantité  sous  le  radical  au 
carré , et  en  multipliant  l’indice  par  2 , 011  trouve 

= V— ô=  !/(-«)“  = Va'- 

Or , chacune  de  ces  égalités  est  inexacte  ; car  dans  la  pre- 

A 

mière  égalité  {/  — a — y/ a*,  le  premier  membre  est  imagi- 
naire , tandis  que  le  second  membre  est  réel.  Dans  la  seconde 

égalité  y/ a—  y/ a’,  Ie  premier  membre  n’a  qu’une  seule 

valeur  réelle  qui  est  négative  , tandis  que  le  second  membre 
a deux  valeurs  réelles,  dont  l’une  est  positive. 

A la  vérité,  en  se  reportant  à ce  qui  a été  dit  dans  le 
chapitre  VII  sur  les  racines  quatrièmes  et  les  racines  sixièmes 
d’une  quantité,  on  voit  que,  lorsque  l’on  considère  les  radicaux 

dans  toute  leur  généralité  , les  quatre  valeurs  de  y/a’  com- 
prennent les  deux  valeurs  de  y/ — a , et  les  six  valeurs  de 

3 

y/^T*  comprennent  les  trois  valeurs  de  y/ — a.  Mais  les  égalités 
ci-dessus  restent  toujours  inexactes , puisque  dans  chacune 
d’elles  l’expression  qui  forme  le  second  membre  admet  plus 
de  valeurs  que  le  premier  membre. 

280.  En  appliquant  au  produit  de  y/ — a par  y/ — a la  règle 
du  n°  273 , on  trouve 

V — " x V — « = v'(—a)x(—a)=  \ZÜ. 
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Or , i/o’  admet  les  deux  déterminations  -j-  a et  — a ; ce- 
pendant il  semble  que  le  produit  y/ — aX  V — a étant  le 
carré  de  — a,  on  ne  peut  admettre  sans  se  contredire  que 

ce  produit  soit  autre  chose  que  —a. 

Cette  contradiction  tient  à ce  que  l’on  attribue  au  produit 
— a X ^ — a une  signification  trop  restreinte  , en  le  con- 
fondant mal  à propos  avec  le  carré  de  l/ — a.  En  effet, 
lorsque  l’on  prend  les  radicaux  dans  toute  leur  généralité  , 
— a admet  deux  déterminations  égales  et  de  signes  con- 
traires, et  si  l’on  représente  ces  deux  déterminations  par  -f-  * 
et  — a,  le  produit  \/ — a X V — a admet  les  quatre  déter- 
minations -f  <*  X + “ > + * X — * , — * X , — <*X  — « ; 
les  deux  dernières  déterminations  ne  diffèrent  pas  des  deux 
premières,  et  celles-ci  qui  sont  +«*  et  — donnent  précisé- 
ment les  deux  valeurs  de  {/a*,  puisque  « désignant  une  va- 
leur de  [/ — a,  on  a = — a et  -—<*’  = -f-  a.  Mais  lorsqu’il 
s’agit  du  carré  de  y' — a,  chacune  des  déterminations  -f- * 
et  — a ne  devant  être  multipliée  que  par  elle-même,  on  n’ob- 
tient qu’un  résultat  unique,  -|-  a*. 

Au  reste,  les  observations  que  nous  venons  de  faire  sur  le 
produit  l/ — aXl/  — « s’appliquent  également  au  produit 
V/à  X l/ a : d’après  la  règle  du  n°  273,  ce  produit  s’ex- 
prime par  l/ a*  ; or  \/ a'  admet  les  deux  valeurs  -f-a  et  — a,  et 
lorsque  l’on  envisage  chacun  des  facteurs  du  produit  \/ aX  )/ ci 
dans  toute  sa  généralité,  ce  produit  comporte  en  effet  les  deux 
déterminations  -f -a  et  — a ; mais  si  l’on  doit  multiplier  seule- 
ment chacune  des  déterminations  de  \/a  par  elle-même , le 
produit  ne  peut  être  que  + a. 

281.  Les  difficultés  que  l’on  rencontre  quand  on  considère 
des  radicaux  imaginaires  , ou  lorsque,  les  radicaux  admettant 
des  valeurs  réelles,  il  faut  avoir  égard  à leurs  valeurs  imagi- 
naires , tiennent  à ce  que  les  déterminations  imaginaires  sont 
toutes  confondues  dans  l’expression  radicale,  sans  qu’on  puisse 
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établir  entre  elles  aucune  distinction.  Ces  difficultés  n’existent 
plus  dès  que  l’on  considère  séparément  les  déterminations 
imaginaires  des  radicaux  exprimées  par  des  radicaux  réels  et 
positifs  combinés  avec  le  symbole  \/ — i. 

Supposons,  par  exemple,  que  l’on  veuille  connaître  le  produit 
de  — a par  — b.  Si  l’on  représente  par  «et  £ les  racines 
carrées  positives  des  nombres  a et  b , les  deux  déterminations 
de  V — a seront  — i et  — «l/  — i,  et  celles  de  \/  — b 

seront  + G {/  — i et  — G {/  — i.En  multipliant  chacune  des 
déterminations  du  premier  radical  par  chacune  de  celles 
du  second,  on  obtient  deux  produits  différents,  -J-«=et 
— «£ , qui  sont  précisément  les  deux  valeurs  du  radical 
I ^ab.  Mais  si  l’on  doit  multiplier  seulement  -f  « ^/ — i par 
+ £ l/ — 1 , ou  — « y' — 1 par  — G \/ — 1 , en  d’autres  termes, 
s’il  faut  ne  multiplier  entre  elles  que  les  déterminations  des 
radicaux  proposés  formées  avec  une  même  détermination  de 
l/ — 1 , il  n’en  résulte  qu’un  produit  unique  qui  est  — a.G. 

Examinons  encore  le  cas  où  l’on  aurait  à multiplier  {/a  par 
\/ — 1.  Désignons  par  -{-  £ et  — G les  deux  déterminations  de 

V — 1 > et  par»  la  valeur  arithmétique  de  \/ a.  Les  quatre 
déterminations  de  \/a  seront  (n°  SIS) 

+ *>  — •>  +*XG,  —a.'X.G. 

I 

En  multipliant  ces  quatre  déterminations  par  les  deux  déter- 
minations de  V/ — 1 , + £ et  — C,on  obtient  quatre  produits 
différents,  savoir  : 

+ • X £,  — »X.G,  -^«X^,  — a X • 

Or,  puisque  £ est  une  détermination  de  V/—’i , on  a 
ff*  = — t et  par  suite  +«xf‘  = -«,  — #xf‘  = + *. 
Les  quatre  expressions  résultantes  de  la  multiplication  de 

\/a  par  |/  — 1 ne  sont  donc  autre  chose  que  les  quatre  déter- 
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miuations  de  \/a  ; de  sorte  que  l’on  a /«X  l/ — i = \'a. 
Mais  il  est  essentiel  de  remarquer  que  cette  égalité  n’est 
exacte  qu’autant  que  l’on  attribue  aux  radicaux  toute  leur 
généralité  : elle  offrirait  un  sens  absurde  si  l’on  ne  considérait 

4 _ 

que  la  valeur  arithmétique  de  \/ a,  puisque  le  premier  membre 
serait  imaginaire,  tandis  que  le  second  membre  serait  réel. 

282.  Dans  chacun  des  trois  derniers  exemples,  l’expressiou 
du  produit  des  deux  radicaux  pris  dans  toute  leur  généralité 
s’accorde  avec  les  règles  des  n°‘  275  et  276  ; il  faut  seulement 

observer,  au  sujet  du  produit  de  {/ a par  {/  — i , que  si 
l’on  réduisait  les  radicaux  au  même  indice  en  inultipliaut 
entre  eux  les  deux  indices  4 et  a , on  obtiendrait  une  expres- 

« K _ 

sion  fautive  ; car  cette  expression  qui  serait  \/ a’  x V 1 ou 
8 

y a.',  comprendrait , outre  les  valeurs  du  produit  proposé  , 

A 

les  quatre  valeurs  de  \/ — a.  Eu  général , pour  la  multiplica- 
tion et  la  division  des  radicaux  considérés  algébriquement , si 
les  radicaux  ont  le  même  indice  , on  peut  suivre  la  règle  du 
n°  275.  Quand  les  indices  sont  différents,  ou  peut  appliquer  la 
règle  du  n°  276 , pourvu  que  l’on  ait  soin  de  ramener  les  ra- 
dicaux au  plus  petit  indice  commun.  Pour  former  la  n‘ime 
puissance  d'un  radical  du  degré  m , il  faut  chercher  le  plus 
grand  commun  diviseur  d des  nombres  n et  m,  diviser  l’in- 
dice m du  radical  par  d,  et  élever  la  quantité  qui  est  sous  le 
radical  à la  puissance  marquée  par  le  quotient  de  n par  d.  Pour 
extraire  la  racine  niimt  d’un  radical  du  degré  m , il  faut  dans 
tous  les  cas  multiplier  l’indice  m par  n.  Les  lecteurs  qui  vou- 
dront connaître  la  démonstration  de  ces  différentes  règles 
devront  consulter  les  Leçons  d’ Algèbre  de  M.  Lefebuke  de 
Fourcy. 
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Des  exposants  fractionnaires. 


285.  On  a vu  que , pou»  extraire  la  racine  du  degré  n de  a*, 
quand  l’exposant  m est  divisible  par  n,  il  suffit  d’effectuer 
la  division  ; de  sorte  qu’en  représentant  le  quotient  par  p, 
la  racine  est  a?.  Par  analogie,  lorsque  la  division  ne  peut 
pas  se  faire  exactement,  on  exprime  la  racine  en  indiquant 

n 

cette  division  ; de  cette  manière  le  radical  \/am  se  trouve 
remplacé  par  l’expression  an. 

284.  Les  règles  qu’il  faut  appliquer  aux  exposants  fraction- 
naires se  déduisent  de  celles  qui  viennent  d’être  établies  pour 
les  radicaux.  En  considérant  successivement  la  multiplica- 
tion, la  division,  la  formation  des  puissances  et  l’extraction 
des  racines , on  trouve 


— - n <7  nq  nq  ***1 

an  X aS  = Vam  X y/a?  = \/ami  X Vanp  = V'amr*-*r 

mq  -f-  np  m ^ p 

= a ni  = + : 


tft 


an  : al  — \/am  \ y/aP  = f/  ami  : \/ anv  = j/ ami-*r 

mq  — np  m p 

= a *1  = <2*  f ; 

/ m\^  / n y n mp 

WJ  = Vv/û'V  = y/^p  = <F; 

p p 

i m / n pn  m 

V an  — V l/Âr  = y/â1"  = a"P; 

JP  ? * 

(a")  = \! (v/o”)  = V/  = \/â"r  = a*?. 


On  voit  par  les  résultats  qu’on  obtient  dans  ces  différentes 
opérations,  que  les  règles  relatives  aux  exposants  fraction- 
naires ne  diffèrent  point  de  celles  qui  concernent  les  exposants 
entiers. 
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288.  On  peut  appliquer  aux  exposants  négatifs  fraction- 
naires les  explications  que  nous  avons  données  dans  les  n0’  90 
et  91 , au  sujet  des  exposants  négatifs  entiers.  Il  en  résulte 
que  lorsque  p est  fractionnaire  , l’expression  a r doit  toujours 

être  regardée  comme  équivalente  à ^ » et  que  l’on  doit  suivre 

pour  les  exposants  fractionnaires  négatifs,  les  mêmes  règles 
que  pour  les  exposants  positifs. 

286.  Le  calcul  des  exposants  fractionnaires,  dit  M.. Lacroix, 

« est  un  des  exemples  les  plus  remarquables  de  l’utilité  des 
» signes  lorsqu’ils  sont  bien  choisis.  L’analogie  qui  règne 
» entre  les  exposants  fractionnaires  et  ceux  qui  sont  entiers, 

» rend  les  règles  qu’il  faut  suivre  dans  le  calcul  de  ceux-ci 
» applicables  à celui  des  autres , tandis  qu’il  faut  des  règles 
>•  particulières  pour  le  calcul  des  radicaux  , parce  que  le 
» signe  [/  qui  les  exprime  n’a  aucune  liaison  avec  l’opération 
» qui  les  engendre.  Plus  on  avance  dans  l’Algèbre,  et  plus  on 
» reconnaît  les  nombreux  avantages  qu’a  produits  dans  cette 
» science  la  notation  des  exposants  imaginée  par  Descartes.  » 

287.  Les  observations  que  nous  avons  présentées  sur  les 
différentes  significations  des  radicaux  s’étendent  aussi  aux 

. m 
exposants  fractionnaires  : ainsi , puisque  l’expression  an  est 

n 

équivalente  à [/ am  , elle  admet , comme  cette  dernière  ex- 
pression, n valeurs.  Mais  on  ne  considère  habituellement 
que  celle  de  ces  valeurs  que  nous  avons  désignée  sous  le  nom 
de  valeur  arithmétique , ce  qui  exige  que  la  quantité  a soit 
positive  ; et  ce  que  nous  venons  de  dire  au  sujet  des  règles 
relatives  aux  exposants  fractionnaires  ne  doit  être  entendu  que 

tn  ntp 

dans  ce  sens.  On  a ainsi  an  = «"p,  puisque  les  radicaux 

n np  

y/ am  et  y/ a.mf  ont  la  même  valeur  arithmétique  ; mais  , 
lorsqu’on  doit  avoir  égard  à toutes  les  déterminations  des  ex- 
pressions irrationnelles,  l’égalité  ci-dessus  cesse  d’être  exacte. 
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Des  équations  exponentielles . 

288.  Les  propriétés  des  exposants  conduisent  à une  théorie 
dont  la  connaissance  indispensable  pour  la  résolution  de  di- 
verses questions,  est  en  outre  d’une  grande  utilité  dans  les 
calculs  d’arithmétique. 

Pour  développer  cette  théorie , il  faut  commencer  par 
prouver  que  les  puissances  d’un  nombre  constant , positif  et 
différent  de  l’unité,  peuvent  reproduire  tous  les  nombres.  A cet 
effet,  désignons  par  a un  nombre  positif  que  nous  supposerons 
d’abord  plus  grand  que  i . 

Si  l’on  forme  les  puissances  successives  a°  ou  i , a',  a’,  a%  etc., 
on  obtiendra  une  suite  de  nombres  qui  croîtront  de  manière 
à pouvoir  s’élever  au-delà  de  toute  limite  (n°  224). 

Représentons  par  ™ une  fraction  quelconque , m et  n dé- 
signant des  nombres  entiers  positifs.  La  valeur  de  l’expres- 

m 

sion  an  sera  plus  grande  que  i ; car  cette  expression  est  équi- 
valente à \/am,  or  a étant  un  nombre  plus  grand  que  i , 
am  sera  aussi  un  nombre  plus  grand  que  i , par  conséquent 

n 

\/am  ne  pourra  être  qu’un  nombre  plus  grand  que  i . De 

m 

plus,  la  valeur  de  l’expression  de  an  sera  d’autant  plus  grande 
que  l’exposant  sera  plus  grand  ; car  en  désignant  par  « et  C deux 
exposants  positifs  quelconques , on  aura  , or 

<|C  étant  plus  grand  que  i , le  produit  a*  X sera  plus 
grand  que  re- 
posons maintenant  C = - , n étant  un  nombre  entier,  il 

n 

viendra  a.*-+c — a‘t=a*(as — i ) — a*(\/a — i)  ; or  on  a 
vu  que  l’on  peut  toujours  donner  au  nombre  n une  valeur 

H 

assez  grande  pour  que  y' a diffère  aussi  peu  qu’on  le  veut 
de  i (n®  228)  ; on  pourra  donc  faire  prendre  au  nombre  C une 
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valeur  assez  petite  pour  que  la  différence  — a * soit  aussi 
petite  qu’on  le  voudra. 

Il  suit  de  ces  explications  que  si  l’on  désigne  par  x et  y 
deux  quantités  variables , et  si  l'on  pose  l’équation 

y — ox, 

en  donnant  à x une  suite  de  valeurs  très  rapprochées  les 
unes  des  autres , depuis  o jusqu’à  -f-  00  , on  obtiendra  pour  y 
une  suite  de  valeurs  très  rapprochées  les  unes  des  autres;  de 
sorte  que , si  x prenait  successivement  et  d’une  manière  con- 
tinue toutes  les  valeurs  depuis  o jusqu’à  00,  y passerait 
par  tous  les  états  de  grandeur  depuis  1 jusqu’à  *+■  00. 

Concevons  que  l’on  donne  à x des  valeurs  négatives  ; à cet 
effet,  posons  x——x'.  L’équation  ci-dessus  deviendra 

y = <r-%  0“  /“yi 


et  puisqu’en  faisant  passer  x'  par  tous  les  états  de  gran- 
deur depuis  zéro  jusqu’à  -f-  00  , on  pourra  obtenir  pour  a*' 
tous  les  nombres  depuis  1 jusqu’à  l’infini , on  trouvera  pour 

^7,  ou  y , tous  les  nombres  depuis  1 jusqu’à  — ou  zéro. 

Supposons  actuellement  que  a soit  un  nombre  plus  petit 

que  1.  Représentons  ce  nombre  par  ^ , b sera  un  nombre 

plus  grand  que  1 , et  l’équation  yz=ax  se  changera  dans  la 
suivante  : 

r = (j)’’  °“  r = P- 


En  faisant  passer  x par  tous  les  états  de  grandeur , depuis 
zéro  jusqu’à  + 00,  on  obtiendra  pour  bx  tous  les  nombres 
depuis  1 jusqu’à  00  , par  conséquent  on  aura  pour  y 
tous  les  nombres  depuis  1 jusqu’à  zéro;  et  si  l’on  fait  pas- 
ser x par  tous  les  états  de  grandeur  depuis  zéro  jusqu’à  — 00, 
il  en  résultera  pour  bz  toutes  les  valeurs  depuis  1 jusqu’à 
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zéro  , par  conséquent , on  trouvera  pour  y tous  les  nombres 

depuis  i jusqu’à  l’infini. 

On  conclut  de  tout  ce  qui  précède  qu’en  formant  les  diffé- 
rentes puissances  et  un  nombre  quelconque  positif  , plus  grand 
ou  plus  petit  que  i , on  peut  reproduire  tous  les  nombres. 

289.  Supposons  que  dans  l’équation  a1  —y  la  valeur  de  y 
soit  donnée,  et  désignons-la  par  b , de  sorte  qu’on  devra 
avoir  ax  = b. 

Pour  montrer  comment  on  pourra  calculer  la  valeur  de  x, 

considérons  d’abord  le  cas  où  l’on  a a > i et  b f>  i . Si  l’on 

met  à la  place  de  x les  nombres  entiers  o,  1,2,  3 , etc. , on 

parviendra  à deux  nombres  consécutifs  n , n -1-  1 («pouvant 

être  zéro)  qui  seront  tels  que  l’on  aura  an  <^b  et  an+,^>b. 

On  devra  en  conclure  que  la  valeur  de  x est  comprise  entre 

, . , 1 

n et  n -f-  1 > de  sorte  que , si  1 on  pose  x = n , y sera  un 

nombre  plus  grand  que  1. 

L'équation  proposée  se  changera  alors  dans  celle-ci  : 

1 • 1 

n+  - - b / h \ r 

a t — b , ou  a"  X a?  =.b  ; d’où  at=  — , a = (—)  . 

an  \«7 

Le  quotient  de  b par  a"  étant  compris  entre  1 et  a , on 
pourra  déterminer  la  valeur  entière  approchée  de  y en  rem- 
plaçant successivement  y par  les  nombres  1,  2,3,  etc.  En 
continuant  de  la  même  manière , on  obtiendra  la  valeur  de  x 
exprimée  en  fraction  continue. 

Soit , par  exemple  , l’équation 
iox  = 2. 

Comme  on  voit  immédiatement  que  la  valeur  de  x est  com- 
prise entre  o et  1,  on  pose  x = l’équation  ci-dessus  de- 
vient alors  ior  = 2 , d’où  10  = 2^.  Les  puissances  successives 
de  2 étant  2,  4>  8,  r6,  la  valeur  de  y est  comprise  entre 

3 et  4 1 de  sorte  qu’on  a y — 3 -f*  -.  En  substituant  celte 

Z 
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valeur  de  y dans  l’équation  10  = 2’',  on  trouve 

3 + - - 

2 * = I O , OU  21  X 2*  = t 0 ; 


3oi 


d’où  l’on  conclut 

ï 

2*=-^=  1,25,  et  (1,25)*  = 2. 

En  formant  les  puissances  successives  de  i,25  on  voit  que 
le  nombre  2 est  compris  entre  (i,25)3  et  (i,25)«,  de  sorte 

que  l’on  a z = 3-f--;  et  en  substituant  cette  valeur  de  z 

dans  la  dernière  équation  ci-dessus,  on  trouve 

34-- 

(.,25)  “ = 2, 

d’où  l’on  conclut 


(1,25)“  = «.024 , et  (1,024)“  = «.25. 

(*,20  ) 

On  reconnaît  par  la  dernière  équation , que  la  valeur  de  u 
est  comprise  entre  9 et  10,  de  sorte  que  u — 9 -j  - ; etc. 
Il  résulte  de  ces  calculs , que  l on  a 


*3  + - 


3 + 


1 1 


9 4-  etc. 


En  calculant  la  quatrième  réduite  de  cette  fraction  conti- 

28 

nue,  on  obtient  pour  la  valeur  approchée  de  x la  fraction  p. 
Cette  valeur  est  trop  forte  ; , mais  l’erreur  est  moindre  que 


ou  —p' — ( n°  248). 


93  X io3  ~ 9579 

Supposons  maintenant  que , dans  l’équation  ax  = b , on 
ait  a > 1 et  6<  1.  La  valeur  de  x devra  être  négative 
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(n°  288) , el  si  l’on  pose  x = — y,  l’équation  deviendra 

a~y  — b t ou  \ = b , d’où  ay  ==  y. 

QJ  O 

b étant  moindre  que  l’unité,  ^ sera  un  nombre  plus  grand 

que  i ; de  sorte  que  l’on  sera  ramené  au  cas  précédent. 

Si  l’on  a a <[  i et  i , la  valeur  de  x devra  encore 
être  négative;  et  en  posant  x = — y,  on  aura  l’équation 

a~y  = b , ou  —?=b,  d’où  ^-^  = 6. 

Gomme  ^ sera  plus  grand  que  1 , on  sera  encore  ramené  au 
premier  cas. 

Enfin , si  l’on  a a < 1 et  b < t , on  pourra  écrire  l’équa- 
tion de  cette  manière  : 


G)'  = 


Comme  ^ et  ^ seront  des  nombres  plus  grands  que  j , on 

sera  encore  ramené  au  premier  cas. 

On  donne  aux,  équations  que  nous  venons  de  considérer, 
et  en  général  à toutes  celles  où  les  inconnues  entrent  dans  les 
exposants  , le  nom  d’équations  exponentielles. 


290.  Cherchons  dans  quel  cas  la  valeur  de  x propre  A 
vérifier  l’équation  ax—b,en  une  quantité  cotnmensurable. 

Supposons  que  a soit  un  nombre  entier,  et  b une  quantité 
conunensurable  plus  grande  que  i . La  valeur  de  x devra  être 
positive , et  si  elle  est  commensurahle , elle  pourra  être  expri- 
mée par  — , met»  étant  des  nombres  entiers.  En  remplaçant 
x dans  l’équation  par  ”,  on  a 


d’où  am  = b*. 


On  voit,  par  la  seconde  égalité,  que  b doit  être  un  nombre 
entier  ; car  autrement  bm  serait  fractionnaire , et  l’égalité 
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n'aurait  pas  lieu  , puisque  am  est  un  nombre  entier.  On  voit 
de  plus  que  a et  b doivent  être  composés  des  mêmes  fac- 
teurs premiers  ; car  tout  facteur  premier  qui  divise  a divise 
aussi  am,  par  conséquent  il  doit  diviser  bn , ce  qui  exige 
qu’il  divise  b (n°  217)  : par  la  même  raison,  tout  facteur 
premier  de  b doit  diviser  a. 

Supposons  a = et  4=  *r£‘,  a et  S désignant  les 
facteurs  premiers  de  a et  b ; l’égalité  am  = bn  deviendra 

or,  pour  que  cette  dernière  égalité  existe,  il  faut  que  l'on  ait 

m r s 

mp  = nr,  ma  = ns  , dou 

* n p q 

Ainsi , pour  que  la  valeur  de  x soit  commensurable , il 
faut  que  b soit  un  nombre  entier,  que  les  facteurs  premiers 
de  b soient  les  mêmes  que  ceux  de  n,  et  que  les  exposants 
de  ces  facteurs  dans  b soient  proportionnels  aux  exposants 
des  mêmes  facteurs  dans  a. 

Ces  conditions  sont  suffisantes  y car,  en  supposant  a=a.Ki, 

, % - r s 

o=ctrC',  - = - , on  trouve 

P 7 

r_  21 

aP  = *r  x SP  = a.rC‘  = b. 

Si  b était  une  quantité  plus  petite  que  i,  la  valeur  de  x se- 
rait négative  ; en  la  supposant  commensurable , on  pourrait  la 

représenter  par  — —,  et  Ion  aurait 
m 

a n — b,  d'où  bn  = —, 

am 

D’après  la  dernière  égalité , il  faut  que  b soit  une  fraction 
telle  que,  si  on  la  réduit  à ses  moindres  termes , elle  ait  pour 
numérateur  l’unité  et  pour  dénominateur  un  nombre  dont 
la  puissance  niimt  soit  égale  à am.  Par  conséquent  si  l’on  sup- 
pose, comme  précédemment,  az=etP»i , il  faut  que  l’on  ait 
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' Lorsque  l’ou  a a = io,  et  4>i,  les  conditions  précé- 
dentes deviennent^  = 2r5s,  et  r==  s,  d’où  b — ior  ; quand  b 

* 

est  plus  petit  que  l’unité,  on  doit  avoir  b — et  r = s, 

d’où  b — — 

ior  , 

11  suit  delà  que,  dans  le  cas  de  a=  10  , la  valeur  de  x n’est 
commensurable  qu’autant  qu’elle  est  un  nombre  entier. 

On  pourrait  aussi  chercher  les  conditions  nécessaires  pour 
que  la  valeur  de  x fût  commensurable,,  en  supposant  a un 
nombre  fractionnaire,  et  b étant  toujours  une  quantité  com- 
mensurable ; mais  cette  recherche  est  sans  intérêt , et  elle 
n’offre  d’ailleurs  aucune  difficulté. 

' , ' / A • ’ 

Propriétés  générales  des  logarithmes. 

291.  Lorsque  l’on  considère  tous  les  nombres  comme  étant 
produits  par  les  diverses  puissances  d’un  nombre  constant, 
les  exposants  de  ces  puissances  prennent  le  nom  de  logarithmes . 
Ainsi,  dans  l’équation  y = ax  (a  étant  un  nombre  positif 
quelconque),  chaque  valeur  de  x est  le  logarithme  de  la  va- 
leur correspondante  de  y , ce  qu’on  exprime  ainsi  x = logjr 

Le  nombre  constant  au  moyen  duquel  on  calcule  un  sys- 
tème de  logarithmes,  est  la  base  de  ce  système. 

292.  Soient  y,  y' , /' > etc. , des  nombres  quelconques,  et 
x x',  x",  etc.,  les  logarithmes  de  ces  nombres  dans  le  sys 
tème  dont  la  base  est  a ; on  aura 


y = a *,  y=a*'\  y"  = ax\  etc. 

On  conclut  de  là , d’après  les  règles  relatives  aux  exposants. 


jyy 


dônc 


„ ■ 
; é.  — a*-*' , y™  — amx , \/y  = a * 

’ y 


' , idg yjY—  x + x'+x",  log£  — x - x' 


log  jT—mx, 


leg  Vj=- ; 
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pat'  conséquent 

logJjY  = log.T  + l°gy  + lof; y, 

i°gy  = iogj'  — l°8y, 
logj-m=  m X logj%  log  Vj  = 

Les  quatre  dernières  égalités  fournissent  les  règles  ci-après  : 

i°.  Le  logarithme  d’un  produit  est  égal  à la  somme  des  lo- 
garithmes des  facteurs.  p. 

2°.  Le  logarithme  du  quotient  de  deux  nombres  est  égal  au 
logarithme  du  dividende  diminué  de  celui  du  diviseur. 

3°.  Le  logarithme  cT  une  puissance  d’un  nombre  es  té  gai  au  lo- 
garithme de  ce  nombre  multiplié par  le  degré  de  la  puissance. 

4°.  Le  logarithme  d’une  racine  d’un  nombre  est  égal  au 
logarithme  de  ce  nombre  divisé  par  le  degré  de  la  racine. 

Il  résulte  de  la  seconde  règle  que  le  logarithme  d'une  frac- 
tion est  égal  au  logarithme  du  numérateur  diminué  de  celui 
du  dénominateur. 

Et,  d’après  les  deux  premières  règles,  le  logarithme  du 
quatrième  terme  d’une  proportion  est  égal  à la  somme  des 
logarithmes  des  deux  moyens  diminuée  du  logarithme  du  pre- 
mier terme. 

295.  Quand  on  a formé  un  système  de  logarithmes,  il  est 
facile  de  passer  de  ce  système  à an  autre.  En  effet , désignons 
par  a la  base  du  premier  système , par  6 celle  du  second 
système , et  par  x le  logarithme  d’un  nombre  n dans  le  sys- 
tème dont  la  base  est  b j on  devra  avoir 

bx  n. 


En  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette  équa- 
tion , par  rapport  à la  base  a , on  trouve 


x X log  b — log  n , 


d’où 


_ log  n 


log  b log  b X ^ 


Donc, pour 
2*  Édit. 


obtenir  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  par 
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rapport  à la  nouvelle  base  b,  il  suffit  de  multiplier  les  loga- 
rithmes des  memes  nombres  dans  le  système  dont  la  base  est  a , 

par  la  quantité,  constante  > Ie 

étant  pris  dans  la  base  a. 

Le  quotient  de  i par  log  b est  ce  qu’on  nomme  le  module  de 
la  nouvelle  base  b par  rapport  à la  première  base  a. 

294.  On  déduit  de  la  définition  des  logarithmes , et  de  ce 
qui  a été  dit  dans  le  u*  288,  que,  i°  dans  tout  système,  le 
logarithme  de  la  base  est  V unité,  et  le  logarithme  de  l’unité  est 
zéro  ; 2°  lorsque  la  base  est  un  nombre  plus  grand  que  l'unité, 
les  logarithmes  des  notnbres  plus  grands  que  l’unité  sont  posi- 
tifs , les  logarithmes  des  nombres  plus  petits  que  V unité  sont 
négatifs , et  le  logarithme  de  zéro  est  — oo  ; 3°  lorsque  la  base 
est  moindre  que  l'unité,  les  logarithmes  des  nombres  plus 
grands  que  F unité  sont  négatifs , ceux  des  nombres  plus  petits 
que  F unité  sont  positifs,  et  le  logarithme  de  zéro  est  -f-  oc. 

298.  Comme  les  logarithmes  ne  sont  habituellement  em- 
ployés que  pour  abréger  les  calculs  numériques,  on  ne  consi- 
dère que  les  logarithmes  des  nombres  positifs,  et  l’on  suppose 
toujours  que  la  base  est  un  nombre  positif.  Les  nombres  né- 
gatifs n’ont  donc  pas  de  logarithmes  (*). 


logarithme  désigné  par  logi 


296.  On  peut  faire  usage  des  logarithmes  toutes  les  fois 
qu’il  s’agit  de  résoudre  une  équation  dans  laquelle  l’inconnue 
est  en  exposant.  Ainsi,  de  l’équation  ax-=  b,  on  tire,  comme 

on  l’a  vu  dans  le  n°  295,  x = ^ . 

log  a 

Si  l’on  a à résoudre  l’équation  ah*  = c,  on  posera  bx  = y, 

il  viendra  a r—  <•,  d’où  y = - ^ ° ; et  en  mettant  la  valeur 

log  a 


(*)  Plusieurs  géomètres  ont  pensé  qu’en  raison  des  valeurs  algébriques 
ries  radicaux , on  devrait  admettre  que  les  nombres  négatifs  peuvent  avoir 
des  logarithmes  ; tuais  l’examen  de  ces  difficultés  serait  tout— à- fait  déplacé 
dans  un  traité  élémentaire. 
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tlej'-  dans  l’équation  bx  = jr,  on  en  conclura 

_log  (loge)— log  (log  a) 

~ log  b 

Soit  encore  l’équation 


En  posant  ax—z , il  vient 

ab  » 

a‘z r=c,  ou  a*2a — cz  — ab. 

Z 

La  dernière  équation  fait  connaître  la  valeur  j|e  z;  et  si  cette 
inconnue  admet  une  valeur  positive,  on  obtient  la  valeur  cor- 
respondante de  x en  appliquant  à l’équation  ax  = z ce  qui  a 
été  dit  ci-dessus. 

897.  On  expose  habituellement  la  théorie  des  logarithmes 
en  la  déduisant  de  celle  des  progressions.  A cet  effet,  on  con- 
çoit une  progression  par  quotient  dont  le  premier  terme  est  1 , 
et  dont  la  raison  est  une  quantité  très  peu  différente  de  l’unité, 
afin  que  les  termes  croissent  par  des  degrés  presque  insensibles  ; 
de  sorte  que  la  progression  peut  être  regardée  comme  renfer- 
mant tous  les  nombres.  On  prend  en  même  temps  une  pro- 
gression par  différence  ayant  pour  premier  terme  zéro,  et  dont 
la  raison  est  une  quantité  très  petite.  En  supposant  ces  deux 
progressions  écrites  de  manière  que  les  termes  de  la  seconde 
soient  placés  respectivementau-dessousde  ceux  de  la  première, 
le  terme  zéro  de  la  progression  par  différence  étant  au-dessous 
du  terme  un  de  la  progression  par  quotient,  chaque  terme  de  la 
progression  par  différence  est  ce  qu'on  appelle  le  logarithme 
du  terme  correspondant  de  l’autre  progression. 

Les  logarithmes  formés  de  cette  manière  sont  toujours  les 
exposants  des  puissances  auxquelles  il  faut  élever  un  nombre 
constant , pour  reproduire  les  nombres  auxquels  les  loga- 
rithmes appartiennent. 

Pour  le  démontrer,  désignons  par  q une  quantité  qui  pourra 
être  supposée  aussi  voisine  de  l’unité  qu’on  le  voudra , par  d 
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une  quantité  fort  petite , et  considérons  les  denx  progressions 

fî . . . q~x  i q~%  : s’"  : 1 1 q : q’  : qi>  • • 
t . . . — 3d  . — . — d . o . d . id  . 3d. . . 

Si  l’on  pose  md  — i et  qm  sa  a , d’où  q~  an  = ad , la  pro- 
gression par  quotient  pourra  s’écrire  comme  il  suit  : 

H . . .a-3<i  : a ~'d  : a~a  *.  i *.  ad  : a,a  : a14. . . 

On  voit  tlAc  que  les  termes  de  cette  progression  expriment 
les  valeurs  qu’on  obtiendra  pour  y , en  posant  l’équation 
y=z  a* , et  remplaçant  successivement  x par  les  différents 
termes  de  la  progression  par  différence. 

Des  logarithmes  dont  la  base  est  io.  Usage  des 

Tables. 

298 „ Les  logarithmes  dont  on  se  sert  habituellement  ont 
pour  base  le  nombre  10  (*). 

Les  nombres  io,  100,  iooo,  i oooo  , etc.,  ont  alors,  pour 
logarithmes  les  nombres  naturels  i , 2,  3,  4>  etc. 

Les  logarithmes  des  nombres  qui  ne  sont  pas  des  puissances 
exactes  de  1 o , ne  peuvent  être  obtenus:  que  par  approximation 
(n°  290).  On  exprime  les  valeurs  approchées  de  ces  loga- 
rithmes en  décimales. 

La  partie  entière  du  logarithme  d’un.  nQpibrç  plus  grand 
que  l’unité  contient  autant  d’unités  moins  une  qu’il  y a de 


( ')  La  découverte  tics  logarithmes  est  due  h NÉper  , savant  écossais.  Les 
logarithmes  auxquels  it  s'est  trouvé  conduit  ont  pour  hase  le  nombre  que 
n«US  avons  désigné  pats  a (ntt  337).;  ils  sont  appelés  logarithmes  népériens  1 
00  le»  nomme  aqssi  logarithmes,  hyperboliques , parce  qu'ils  mesure»; 
Ici  parties  de  l’aire  comprise  entre  une  hyperbole  éqnilatèrç  et  ses  asywUfr 
tôles.  Les  logarithmes  qni  ont  pour  base  to,  sont  appelés  logarithmes 
vulgaires;  on  les  nomme  aussi  logarithmes  de  Briggs,  parce  queue  fut 
Briccs  qui  publia  tes  premières  tables  de  logarithmes  calculées  pour  cesse  base. 
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chiffres  dans  la  partie  entière  de  ce  nombre.  Car  un  nombre 
dont  la  partie  entière  a n chiffres,  est  compris  entre  to*“ ' 
et  lo";  par  conséquent  son  logarithme  est  compris  entre 
n — 1 et  n j il  est  donc  composé  de  n — 1 unités  et  d’une 
partie  décimale  moindre  que  l’unité. 

Cette  propriété  a fait  donner  à la  partie  entière  d’un  loga- 
rithme le  nom  de  caractéristique. 

299.  On  ne  trouve  dans  les  tables  que  les  logarithmes  des 
nombres  ehtieVs  : pour  obtenir  celui  d’une  fraction,  il  faut 
appliquer  la  règle  qui  a été  énoncée  dans  le  n®  292.  Lorsque 
la  fraction  proposée  est  plus  petite  que  l’unité,  on  peut  ex- 
primer son  logarithme,  qui  est  négatif , de  mahière  que  la 
partie  décimale  reste  positive.  Pour  cela,  011  ajoute,  par  la 
pensée,  au  logarithme  du  numérateur,  asset  d’unités  pour 
qu’on  puisse  en  retrancher  le  logarithme  du  dénominateur, 
et  l’on  diminue  la  partie  entière  du  reste  du  mêlne  nombre 
d’unités.  Par  exemple,  si  le  logarithme  du  numérateur  est 
1 ,3493862,  et  celui  du  dénominateur  3,6842761 , on  retranche 
le  second  logarithme  du  premier,  comme  si  celui-ciavait  pour 
caractéristique  4>  ce  qui  donne  0,7663101  ; et  comme  ce  reste 
doit  être  diminué  de  3,  on  écrit 

3,7653ioi. 

Le  Signé  •*—  se  plnée  au-dessus  de  la  caractéristique , peut  mon- 
trer qu’il  n'affecte  que  cette  caractéristique. 

Si  l’on  voulait  changer  l’exptession  3, 7663101  en  une  autre 
équivalente  entièrement  négative,  on  remarquerait  que 

«a 

3,7653101  = — 3 -+-0,7653101  = — 2 — (t  — 0,7653101) 

= — 2,2346899. 

Cette  transformation  se  réduit  à diminuer  de  1 la  Valeur  abso- 
lue de  la  caractéristique , et  à retrancher  le  premier  chiffre 
significatif  à droite  de  la  partie  décimale  dé  10  et  les  autres 
chiffres  décimaux  de  9. 

Pour  ratrténer  an  logarithme  qui  est  entièrement  négatif  à 
«né  expression  dont  la  partie  décimale  soit  positive , il  faut 
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opérer  sur  la  partie  décimale  du  logarithme  négatif  comme 
dans  le  cas  précédent,  et  augmenter  la  caractéristique  de  i;  car 
— 2,234689g  = — 2 — 0,2346899  =j—  3 -f*  (1  — 0,2346899) 
•.  =3,7653iot.  * 

Si  le  logarithme  3,7653ioi  devait  être  multiplié  par  uu 
nombre  entier,  par  exemple  par  4»  Ie  produit  serait 

— 3 X 4 “I"  0,7653101  X 4 ou  9,0612404* 

Lorsqu’un  logarithme  formé  d’une  caractéristique  négative 
et  d’une  partie  décimale  positive,  doit  être  divisé  par  un 
nombre  entier,  il  faut  prendre  le  quotient  de  la  division  de 
la  caractéristique  de  manière  que  le  reste  soit  positif.  Par 
exemple,  soit  7,3295642  à diviser  par  3 s le  quotient  de  — 7 
par  3 est  — 2 avec  le  reste  — 1 , ou  — 3 avec  le  reste  4-  2 ; on 
prend  — 3,  et  en  continuant  l’opération,  on  trouve  pour  ré- 
sultat 3,7765214* 

500.  D’après  les  principes  qui  ont  été  établis  dans  le  n°  292. 
on  a 

log  (A  X 10")  = log  A 4-  b>8  10"  = log  A n, 
log  (A;)  = log  A — log  10"  = log  A — n. 

Ainsi  , le  logarithme  du  produit  ou  du  quotient  d’un  nombre 
par  une  puissance  entière  de  10  , est  égal  au  logarithme  de  ce 
nombre  augmenté  ou  diminué  d’autant  d’unités  qu'il  y en  a 
dans  l'exposant  de  la  puissance  de  10. 

Il  suit  de  là  que  le  logarithme  d’un  nombre  décimal  plus 
grand  que  T unité , et  le  logarithme  d’un  nombre  décimal plus 
petit  que  l’unité  , quand  la  caractéristique  seule  est  négative , 
ont  la  meme  partie  décimale  que  le  logarithme  du  nombre 
entier  qui  résulte  de  la  suppression  de  la  virgule. 

On  peut  facilement  connaître  à l’inspection  d’un  nombre 
décimal  plus  petit  que  l’unité  quelle  est  la  caractéristique  de 
son  logarithme. 

Quand  on  exprime  le  logarithme  de  manière  que  la  partie 
décimale  soit  positive , la  caractéristique  est  égale  au  nombre 
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qui  marque  le  rang  du  premier  chiffre  significatif  à droite  de 
la  virgule  dans  le  nombre  proposé. 

Pour  le  démontrer,  désignons  par p le  nombre  des  chiffres 
du  nombre  proposé,  à partir  du  premier  chiffre  significatif  à 
droite  de  la  virgule,  et  par//  le  nombre  des  zéro  qui  se  trou- 
vent entre  la  virgule  et  le  premier  chiffre  significatif;  le  loga- 
rithme du  nombre  proposé  , abstraction  faite  de  la  virgule, 
aura  pour  caractéristique  p — i ; et  comme  on  devra  retrancher 
de  cette  caractéristique  p-\-p',  qui  est  le  nombre  des  chiffres 
décimaux  , la  caractéristique  du  logarithme  du  nombre  déci- 
mal sera  — (p  -J-  1 ). 

Quand  le  logarithme  est  entièrement  négatif,  la  caractéris- 
tique est  inférieure  d’une  unité  au  rang  du  premier  chiffre 
significatif  à droite  de  la  virgule. 

La  caractéristique  , positive  ou  négative,  d’un  logarithme, 
fait  donc  toujours  connaître  l’ordre  des  plus  hautes  unités  du 
nombre  auquel  appartient  ce  logarithme. 

301.  Pour  appliquer  les  logarithmes  aux  calculs  numéri- 
ques , il  faut  savoir  résoudre  au  moyen  des  tables  ces  deux 
questions  : i°.  Un  nombre  quelconque  étant  donné , trouver 
son  logarithme  ; a0.  Un  logarithme  [étant  donné,  trouver  le 
nombre  auquel  il  appartient. 

1™.  Question.  Trouver  le  logarithme  d'un  nombre. 

Les  tables  de  Lalande,  et  celles  qui  ont  été  publiées  par 
MM.  Rejnaud et  Marie,  contiennent  les  logarithmes  des  nom- 
bres entiers  depuis  i jusqu’à  10000  : celles  de  Collet  s’étendent 
jusqu’à  108000.  Dans  les  tables  de  Collet,  les  caractéristiques 
sont  omises;  mais  il  est  facile  de  les  rétablir,  puisqu’elles 
sont  immédiatement  connues  par  la  règle  du  n°  398. 

Pour  trouver  le  logarithme  d’un  nombre  entier  qui  surpasse 
les  plus  grands  nombres  contenus  dans  les  tables,  on  sépare 
à la  gauche  du  nombre  donné  , par  une  virgule  , autant  de 
chiffres  qu’il  en  faut  pour  former  un  nombre  renfermé  dans 
les  limites  des  tables,  et  qui  soit  le  plus  grand  possible.  Le 
nombre  proposé  prend  ainsi  la  forme  d’un  nombre  décimal. 
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Soient  n la  partie  entière,  d la  partie  décimale  ; soient  Z la 
partie  décimale  du  logarithme  de  n , et  / la  différence  des 
logarithmes  des  nombres  n et  a + i , différence  qui  se  trouve 
toute  calculée  dans  les  tables.  On  pose  la  proportion 
* ld  ::  f ! x , d’où  ar  = dx  La  valeur  de  x est  ce  qu’il  faut 
ajouter  à Z,  pour  avoir  la  partie  décimale  du  logarithme  de 
» -f-  d , qui  jest  aussi  celle  du  logarithme  du  nombre  entier 
donné.  Quant  à la  caractéristique  , on  la  détermine  comme 
nous  l’avons  dit  plus  haut. 

Quand  le  nombre  proposé  est  un  nombre  décimal  plus 
grand  ou  plus  petit  que  l’unité  , la  caractéristique  du  loga- 
rithme est  toujours  connue  , et  la  partie  décimale  ne  chan- 
geant pas  par  la  suppression  de  la  virgule  dans  le  nombre 
proposé , on  la  détermine  de  la  même  manière  que  dans  le 
cas  précédent. 

Quand  le  nombre  donné  contient  des  entiers  et  des  fractions, 
on  le  réduit  à une  seule  fraction  , et  le  logarithme  de  cette 
fraction  s’obtient  par  la  règle  qui  a été  établie  dans  le  n°  292. 

2e  Question.  Un  logarithme  étant  donné,  trouver  le  nombre 
correspondant. 

La  caractéristique  du  logarithme  faisant  toujours  connaître 
l’ordre  des  plus  hautes  unités  du  nombre  cherché  ( n°  500), 
on  peut  considérer  la  partie  décimale  du  logarithme  indé- 
pendamment de  la  caractéristique  ; quand  on  a trouvé  un 
nombre  qui  correspond  à cette  partie  décimale,  il  reste  seu- 
lement à multiplier  ou  à diviser  ce  nombre  par  une  puissance 
convenable  de  io. 

Lorsque  la  partie  décimale  du  logarithme  donné  se  trouve 
dans  les  tables,  on  connaît  immédiatement  le  nombre  corres- 
pondant. 

Lorsque  cette  partie  décimale  ne  se  trouve  pas  exactement 
dans  les  tables,  on  cherche  celle  qui  en  approche  le  plus  sans 
la  surpasser.  Représentons  par  Z cette  partie  décimale  la  plus 
approchée  , par  n le  nombre  entier  correspondant , par  Z'  la 
partie  décimale  du  logarithme  donné,  par  J' la  différence  des 
logarithmes  de  ri  et  de  n -f-  i , enfin  par  <P’  la  différence  V — Z. 
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On  pose  la  proportion  «J':  ¥ ;;  i ; a? , d’où  x — La  valeur 

de  x réduite  en  décimales  est  ce  qu’il  faut  ajouter  au  nom- 
bre n , pour  obtenir  un  nombre  dont  le  logarithme  ait  la 
même  partie  décimale  que  le  logarithme  donné. 

Si  le  logarithme  donné  était  entièrement  négatif,  il  faudrait 
rendre  la  partie  décimale  positive  ; on  opérerait  ensuite  comme 
nous  venons  de  l’expliquer. 

309.  Dans  les  tables  de  Callel , on  trouve  d’abord , sous  le 
titre  de  Chiliade  I , une  partie  qui  donne  les  logarithmes  des 
nombres  entiers  depuis  î jusqu’à  1200  exprimés  avec  huit 
décimales,  et  placés  respectivement  en  regard  des  nombres 
auxquels  ils  correspondent. 

La  partie  des  tables  qui  suit  immédiatement  renferme  les 
logarithmes  de  tous  les  nombres  entiers  depuis  1020  jusqu’à 
108000.  La  colonne  intitulée  N contient  les  nombres  depuis 
1020  jusqu’à  10800,  et  la  colonne  suivante,  marquée  o, 
renferme  les  logarithmes  de  ces  nombres.  Les  nombres  isolés 
qu’on  remarque  sur  la  gauche  de  cette  colonne  sont  censés 
écrits  au-dessous  d’eux-mêmes , de  manière  que  chaque  ligne 
soit  remplie. 

Les  logarithmes  des  nombres  depuis  1030  jusqu’à  10800, 
sont  aussi  ( sauf  la  caractéristique  qui  ne  se  trouve  pas  dans 
la  table)  les  logarithmes  des  nombres  de  10  en  10,  depuis 
loaoo  jusqu'à  108000.  On  obtient  les  logarithmes  des  nom- 
bres intermédiaires,  au  moyen  des  colonnes  suivantes  qui  sont 
marquées  1 , 2,3...  9.  Ainsi,  pour  avoir  le  logarithme  de 
27796  * on  cherche  dans  la  colonne  N le  nombre  3779  > on 
' s’avance  dans  la  ligne  horizontale  qui  contient  ce  nombre, 
jusqu’à  la  colonne  marquée  6 ; on  y trouve  les  derniers  chif- 
fres du  logarithme  cherché , et  l’on  prend  pour  les  premiers 
chiffres  le  nombre  isolé  le  plus  voisin , en  remontant  dans  la 
colonne  marquée  o.  On  obtient  ainsi,  en  rétablissant  la 
caractéristique , 

l°g  27796  = 4,4439823. 
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Eu  agissant  de  la  même  manière  pour  le  nombre  27798, 
on  11e  trouve  rien  à la  colonne  marquée  8 dans  la  ligne  qui 
répond  à 2779  ; on  descend  alors  à la  ligne  inférieure  qui 
donne  les  derniers  chiffres  du  logarithme , et  l’on  prend  pour 
les  premiers  chiffres  ceux  qui  se  trouvent  sur  la  même  ligne 
horizontale  dans  la  colonne  marquée  o ; 011  trouve  ainsi 
log  27798=4,4440136. 

La  différence  des  logarithmes  de  deux  nombres  entiers 
consécutifs  se  trouve  daus  la  dernière  colonne  à droite  , inti- 
tulée dif.  , en  tête  de  la  petite  table  la  plus  voisine  de  ces 
nombres.  Il  faut  observer  que  cette  différence  exprime  des 
unités  décimales  du  dernier  ordre.  De  plus,  la  table  propor- 
tionnelle qui  se  trouve  au-dessous  donne  les  produits  de  cette 

différence  par  les  nombres  o,i  , 0,2,  o,3 0,9  ; on  en 

déduit  aisément  le  produit  de  la  même  différence  par  une 
fraction  décimale  quelconque  ; de  sorte  qu’on  peut,  au  moyen 
de  cette  table,  se  dispenser  de  faire  les  opérations  qui  résul- 
tent des  proportions  dont  nous  avons  parlé  ci-dessus. 

Soit  le  nombre  14518469  dont  on  demande  le  logarithme. 
On  sépare  les  cinq  premiers  chiffres  à gauche,  ce  qui  donne 
14518,469.  On  trouve  que  la  partie  décimale  du  logarithme 
de  i45i8est  0,1619068.  La  table  des  différences  la  plus  voisine 
est  celle  qui  répond  à 299;  et,  dans  cette  table,  les  nombres 
qui  correspondent  à 4,  6,  9,  considérés  comme  des  dixièmes, 
sont  120,  179,  269.  On  en  conclut  que  299X0,4=  120, 
299X0,06=17,9,  299X0,009  = 2,69.  On  obtient  le  loga- 
rithme cherché  en  ajoutant  aux  dernières  unités  du  logarithme 
de  i45i8  les  nombres  120,  18,  3. 

Voici  le  type  du  calcul  : 

log  i45i8 0,1619068 


Pour  0,4 130 

Pour  0,06 18 

Pour  O|°09 3 


log  14518469 7,1619209. 

Supposons  maintenant  qu’on  veuille  trouver  le  nombre  qm 
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correspond  à un  logarithme  donné.  Soit , par  exemple  , 

161920g  la  partie  décimale  de  ce  logarithme.  O11  cherche 
parmi  les  logarithmes  des  nombres  de  quatre  chiffres  con- 
tenus dans  la  colonne  marquée  o celui  qui  approche  le  plus 
du  logarithme  donné,  sans  le  surpasser,  et  l’on  prend  le 
nombre  correspondant  qui  est  t45i.  On  avance  dans  la  même 
ligne  horizontale,  jusqu’à  ce  qu’on  rencontre  le  nombre  qui 
approche  le  plus  du  nombre  920g , formé  par  les  quatre  der- 
nières figures  du  logarithme.  Ce  nombre  le  plus  approché 
est  go68 , qui  se  trouve  dans  la  colonne  8.  La  différence  entre 
9068  et  9209  est  1 4 1 • On  cherche  dans  la  table  de  différences 
la  plus  voisine  le  nombre  qui  approche  le  plus  de  1 4 1 sans  le 
surpasser.  Ce  nombre  est  120  ; il  répond  à 4 , c’est-à-dire  0,4. 
La  différence  entre  120  et  1 4 1 est  21.  On  multiplie  21  par  10; 
on  cherche  le  nombre  le  plus  approché  du  produit  210;  ce 
nombre  est  209,  qui  répond  à 0,7.  On  conclut  de  cette  opéra- 
tion que  le  nombre  demandé  est  1 4 1 58,47  » sauf  l’ordre  des 
plus  hautes  unités. 

On  peut  disposer  le  calcul  comme  on  le  voit  ci-dessous  : 


log  x = 0,1619209 

Pour  1619068 i45i8 

i*r  reste  i4< °4 

2*  reste  21 007 


x = i45i8,47 

303.  La  proportion  dont  on  fait  usage  pour  résoudre  les 
deux  questions  dont  nous  venons  de  nous  occuper  , ne  donne 
qu’une  approximation  ; mais  celle  qu’on  obtient  est  presque 
toujours  suffisante.  Pour  évaluer  les  limites  de  cette  approxi- 
mation, il  faut  recourir  à l’emploi  des  séries  {voyez  une  note 
de M.  Vincent,  insérée  dans  Y Algèbre  de  M.  Reynaud  et  dans 
celle  de  M.  Bourdon);  cependant  on  peut  parvenir  à s’en 
rendre  compte  par  des  considérations  déduites  uniquement 
de  l’inspection  des  tables.  Il  est  clair  , en  effet , que,  si  à des 
différences  égales  entre  les  nombres  répondaient  des  diffé- 
rences égales  entre  les  logarithmes , la  proportion  dont  il 
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s’agit  serait  rigoureuse.  Or  , en  examinant  les  différences  des 
logarithmes  des  nombres  entiers  qui  se  trouvent  écrites  dans 
les  tables,  savoir  , dans  les  tables  de  Lalande  et  dans  celles  de 
MM.  Reynaud  et  Marie  , les  différences  des  logarithmes  des 
nombres  entiers  consécutifs  au-dessus  de  1000,  et  dans  les 
tables  de  Callet,  les  différences  des  logarithmes  des  nombres 
entiers  consécutifs  au-dessus  de  10000  , on  voit  que  ces  diffé- 
rences ne  varient  que  d’une  manière  peu  sensible,  et  qu’elles 
approchent  d'autant  plus  d’être  égales  que  les  nombres  sont 
plus  grands.  Il  suit  de  là  que  la  proportion  entre  les  différences 
des  nombres  et  celles  des  logarithmes  6’écarte  peu  de  l’exacti- 
tude, quand  les  nombres  sont  suffisamment  grands,  et  qu’elle 
s'en  écarte  d’autant  moins  que  les  nombres  sont  plus  grands. 

Mais  indépendamment  de  l’inexactitude  de  cette  propor- 
tion , il  y a une  autre  cause  d’erreur  qui  consiste  eu  ce  que 
les  tables  ne  donnent , pour  les  logarithmes  et  leurs  diffé- 
rences , que  des  valeurs  approchées  qui  peuvent  être  fautives 
en  plus  ou  en  moins  d’une  demi-unité  décimale  du  7e  ordre. 

Dans  la  deuxième  question  du  n°  SOI , pour  laquelle  on  cal- 
cule le  quotient  de  deux  différences  de  logarithmes  que  nous 
avons  désignées  par  «T  et  P , une  unité  d’erreur  sur  le  loga- 
rithme donné  suffit  pour  altérer  ce  quotient  d’une  quantité 

exprimée  par  j.  Or,  quand  on  a fait  usage  des  tables  deCalIet, 

la  différence  d1  varie  depuis  425 , jusqu’à  44-  H en  résulte 
que , dans  le  cas  où  l’on  veut  trouver  le  nombre  auquel 
appartient  un  logarithme  qui  n’est  connu  qu’à  moins  d’une 
unité  du  dernier  chiffre  à droite  , la  proportion  à laquelle 
on  a recours , lors  même  qu’elle  serait  rigoureuse , ne 
donnerait  la  valeur  du  nombre  demandé  qu’à  moins  d’unr 
quantité  qui  pourrait  varier  entre  j ^ et  de  l’unité  du 
cinquième  chiffre  à partir  de  la  gauche.  Par  tionséquent  os 
ne  doit  pas  espérer  que  cette  proportion  fournisse  jamais 
pins  de  deux  chiffres  exacts  , et  elle  peut  mêfne  n’en  donner 
qu’un  seul. 

Quand  il  faut  ajouter  plusieurs  logarithmes  afin  d'obtenir 
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le  logarithme  du  nombre  cherché , ou  quand  il  faut  multiplier 
un  logarithme  donné  par  un  nombre  entier,  le  logarithme 
que  l’on  obtient  peut  être  fautif  de  plusieurs  unités  du  dernier 
chiffre  à droite , et  l’erreur  que  l’on  commet  dans  l’évaluation 
du  nombre  demandé  devient  plus  considérable. 

304.  On  appelle  complément  arithmétique  d’un  logarithme 
ce  qu’il  faut  ajouter  à ce  logarithme  pour  obtenir  une  somme 
égale  à 10.  11  suit  de  cette  définition  que  le  complément 
arithmétique  d’un  logarithme  s’obtient  en  retranchant  de  io 
le  premier  chiffre  significatif,  à partir  de  la  droite,  et  en 
retranchant  les  autres  chiffres  de  9. 

On  se  sert  des  compléments  arithmétiques  afin  d’éviter  les 
logarithmes  négatifs,  ou  pour  effectuer,  au  moyen  d’une 
seule  addition,  un  calcul  qui  exige  que  l’on  ajoute  plusieurs 
logarithmes,  et  que  de  la  somme  on  retranche  d’autres  loga- 
rithmes. A cet  effet,  on  prend  les  compléments  des  loga- 
rithmes qui  doivent  être  soustraits,  et  l’on  fait  la  somme  de 
ces  compléments  et  de  tous  les  autres  logarithmes.  11  est  facile 
de  voir  que  le  résultat  de  cette  addition  surpasse  celui  qu’on 
devait  obtenir  d’autant  de  dixaincs  que  l’on  a pris  de  complé- 
ments; de  sorte  que,  pour  avoir  le  véritable  résultat,  il  faut 
diminuer  la  somme  qu’on  a trouvée  de  ce  nombre  de  dixaines. 
On  peut  exécuter  cette  correction  sur  la  partie  entière  seule- 
ment de  la  somme;  de  cette  manière  la  partie  décimale 
reste  positive. 

Si  l’on  avait  à soustraire  un  logarithme  plus  grand  que  10, 
il  faudrait  former  le  complément  de  ce  logarithme  eu  le  re- 
tranchant du  nombre  de  dixaines  immédiatement  supérieur  à 
la  caractéristique  ; mais  ce  cas  ne  se  rencontre  que  fort  rare- 
ment, et  c’est  par  cette  raison  qu’on  définit  habituellement 
les  compléments  arithmétiques  comme  nous  l’avons  fait  ci- 
dessus.  . i, 
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Exemples  de  calculs  effectués  par  les  logarithmes. 


i'r  Exemple.  Soit  x 


23g  X 827  X 543 
76  X 17 


valeur  de  x. 

log  a3g  = 2,3783g7g 
log  827  = 2,gi75o55 
log  543  = 2,7347998 
Compl.  log  76  = 8,1191864 
Compl.  log  17  = 8,7695511 


log  x = 4,9194407 
Pour  9194390.. 

1 *'  reste  17.. 

a’  reste  1 . . 


on  demande  la 


83o6g 

o3 

002 

83o6g,32. 


En  faisant  le  calcul  directement,  on  trouve  x = 83o6g,333; 
de  sorte  que  l’emploi  des  logarithmes  ne  donne  exactement 
que  les  six  premiers  chiffres. 

Si  Ton  ne  faisait  pas  usage  des  compléments , il  faudrait 
faire  deux  additions  et  une  soustraction  au  lieu  d’une  seule 
addition. 

2'  Exemple.  Calculer  la  64e  puissance  de  2. 

log  2 = o,3oio3oo. 

64  X log  2 = 19,2659200 

26*  = 18446  75o  000  000  000  000. 

Le  produit  du  logarithme  de  2 par  64  pouvant  être  fautif 
de  près  de  32  unités  du  septième  ordre,  et  la  différence  entre 
les  logarithmes  de  18446  et  de  18447  étant  de  236  unités  du 
même  ordre , Terreur  que  Ton  commet  dans  l’évaluation  du 

32 

nombre  demandé  peut  s’élever  à près  de  de  l’unité  du 

cinquième  chiffre  en  partant  de  la  gauche  (n°  303);  on  n’est 
donc  certain  que  de  l’exactitude  des  cinq  premiers  chiffres. 
Mais  on  peut  prendre  le  logarithme  de  2 avec  deux  ou  trois 
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décimales  de  plus  ; car  les  tables  de  Callet  contiennent , à la 
suite  des  deux  parties  dont  nous  avons  parle'  dans  le  n°  302 , 
les  logarithmes  des  nombres  depuis  i jusqu’à  1 200 , calcules 
avec  20  décimales.  On  aura  ainsi  le  logarithme  de  (a)6*  à moins 
d’une  unité  du  septième  ordre , et  l’on  en  déduira  une  valeur 
plus  exacte  du  nombre  demandé.  On  trouve  de  cette  manière 

log  2 ==  0,301029995 
64  log  2 = 19,2659197 

2®*  = 18  446  74°  000  000  000  OOO. 


Ce  résultat  est  exact  dans  les  sept  premiers  chiffres. 

5 

3e  Exemple.  Calculer  y/ • 

log  23  = 1,3617278 
Comp.  log  4*7  — 7,3798639 

lo6  4^  = 2f74*59«7 

23  

3 fois  log  = 4i224775i 

5 X log  = ^<244955<>»  à’où  = 0,17577. 

5 33 

La  caractéristique  — 1 du  logarithme  de  v/(^)’indi‘l” 

que  les  plus  hautes  unités  du  nombre  cherché  sont  des 
dixièmes;  par  conséquent,  si  l’on  veut  seulement  avoir  ce 
nombre  à moins  de  0,00001 , il  suffit  d’obtenir  les  cinq  pre- 
mières figures , de  sorte  qu’il  n’est  pas  nécessaire  de  faire 
usage  des  parties  proportionnelles. 

On  peut  éviter  l’emploi  des  caractéristiques  négatives  ; car, 
en  ajoutant  au  logarithme  de  23  le  complément  arithmétique 
de  celui  de  4*7  » o**  obtient  une  somme  8,7415917  , qui  est  le 
23 

logarithme  de  augmenté  de  10  unités;  le  produit  de 
cette  somme  par  3 , savoir  26,2247751 , est  le  logarithme  du 
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cube  île  la  meme  fraction,  augmente'  de  3o  unités;  et  la  divi- 
sion de  ce  produit  par  5 donne  le  quotient  5,244955°  qui  est 
le  logarithme  du  nombre  cherche , augmente'  de  6 unités.  Oo 
obtiendra  donc  ce  nombre  eu  cherchant  le  nombre  qui  a pour 
logarithme  5,î44955o  , et  le  divisant  par  ro6. 


Si  l’on  veut  calculer  la  racine  septième  de  ^ , la  divi- 

sion de  26,2247751  par  7 donnera  un  quotient  qui  surpassera 


naire  ; de  sorte  que , si  l’on  cherche  le  nombre  qui  correspond 
à ce  logarithme  trop  fort , il  faudra  le  diviser  par  une  puis- 
sance de  10  marquée  par  un  exposant  fractionnaire,  et  ce 
diviseur  sera  un  nombre  incoimnensurahle.  Mais  oftévite  cet 
inconvénient  en  augmentant  ou  en  diminuant  le  logarithme 
26,2247751  d’un  nombre  d’unités  tel  que  l’excès  de  ce  loga- 


nue , par  exemple , ce  logarithme  de  2 , la  division  par  7 
donne  un  quotient  qui  est  le  logarithme  de  la  racine  demandée, 
augmenté  de  4-  On  en  déduit  la  valeur  approchée  de  cette 
racine,  comme  dans  l’exemple  précédent. 

4“  Exemple.  Résoudre  réquation  (1,001 25)*:=  *,89625. 


log(o, 89625)=  1,9524292,  log(  1,00 125)  = o,ooo5425 


Si  l’on  veut  avoir  la  valeur  de  x exprimée  en  décimales  , on 
pourra  calculer  par  logarithmes  le  quotient  de  47^708  pat 
5425;  on  trouvera  ainsi  , x = — 87,688t. 


508.  Les  logarithmes  trouvent  leur  application  dans  la 
questions  relatives  à l’intérêt  de  l’argent. 


le  logarithme  de  la  racine  demandée  d’un  nombre  fraction- 


log(o,8g625) 
logf 1,00  125) 


x 


475708 
5425  ’ 


Des  intérêts  simples  et  composés. 
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Soit  r l’intérêt  de  i franc  pour  un  an  ; l’intérêt  de  100  francs 
pour  le  même  temps,  qu’on  nomme  le  taux  de  l’intérêt,  sera 
ioor.  L’intérêt  d’une  somme  a,  pour  un  an,  sera  ar-.  et  l’in- 
térêt de  la  même  somme  pour  un  nombre  d’années,  entier  ou 
fractionnaire,  marqué  par  k,  sera  kxar-,  de  sorte  que,  si 
l’on  représente  par  A ce  que  le  débiteur  devra  rendre  au  bout 
du  temps  ejfprimé  par  k , on  aura 

A = n(t  4*  kr). 

On  conclut  de  là 

A — a , A — a A 

r — j—,  k — , a = — — r-. 

ak  ar  t ■+■  kr 

Ces  quatre  formules  donnent  la  solution  de  toutes  les  ques- 
tions relatives  aux  intérêts  simples. 

La  dernière  formule  fait  connaître  la  valeur  actuelle  d'une 
somme  A qui  ne  doit  être  payée  que  dans  un  nombre  k d’an- 
nées ; car  a est  la  somme  qu’il  faut  placer  actuellement  pour 
recevoir,  au  bout  de  ce  temps,  la  somme  A.  La  valeur  de  a 
donnée  par  cette  formule  est  aussi  la  somme  qu’on  peut  re- 
cevoir d’un  banquier  pour  un  effet  de  commerce  dont  le  mon- 
tant est  A , et  qui  n'est  payable  que  dans  k années.  La  diffé- 
rence A — a , qui  est  la  retenue  que  fait  le  banquier , sè 
nomme  Y escompte  en  dedans  de  la  somme  A ; cet  escompte  - 
est  égal  à l’intérêt  de  la  valeur  actuelle  a , ponr  le  temps  qui 
doit  s’écouler  jusqu’au  paiement  du  billet  L’escompte  en  de- 
hors de  la  somme  A serait  l’intérêt  de  A pour  le  même 
temps , c’est-à-dire  k X Ar  ; de  sorte  qu’un  billet  dont  le 
montantest  A , escompté  en  dehors  , ne  produit  que  A(i — kr). 

306.  On  dit  que  l’intérêt  est  composé,  lorsque  le  prêteur, 
au  lieu  de  retirer  chaque  année  l’intérêt  du  capital  qu’il  a 
avancé  , le  laisse  entre  les  mains  de  l’emprunteur , pour  le 
faire  valoir  conjointement  avec  la  somme  primitive  pendant 
l’année  suivante. 

Le  capital  a devient , après  un  an  , 
a'  = a( i -f-  r). 

2*  Édit.  2 1 
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L«  nouveau  capital  a',  placé  pendant  la  seconde  année,  de- 
vient pareillement , à la  fin  de  cette  année , 

a”  = a'(i  + r)=  a(i  + r)’. 

Si  le  capital  a“  reste  placé  pendant  une  troisième  année , il 
devient , à la  fin  de  cette  année , 

û-  = aB(i  +r)  = a(i  + r)\ 

et  ainsi  de  suite;  de  sotte  que,  après  n années  (n  étant  uu 
nombre  entier) , le  capital  primitif  a devient 

A = a(i  -f-  r)m. 

En  appliquant  les  logarithmes  à cette  formule , on  trouve 
log  A =s=  loga  -+• n log(t 

Au  moyen  de  cette  relation , on  obtient  aisément  la  valeur 
de  l’une  des  quatre  quantités  A , a,  r,  n , lorsque  les  trois 
autres  quantités  sont  connues. 

3Ô7.  Supposons  que  le  prêteur  joigne  chaque  année  au 
capital  une  nouvelle  somme  qui  doit  aussi  produire  des  inté- 
rêts composés  jusqu’au  moment  du  remboursement.  Dési- 
gnons par  a,  b,  c,  d, . . . /,  les  sommes  qu’il  place  au  commen- 
cement de  la  première  année , de  la  seconde,  de  la  troisième, 
de  la  quatrième , etc. , et  par  A la  somme  qu’il  doit  recevoir 
au  bout  de  n années. 

La  somme  a , demeurant  entre  les  mains  de  l’emprunteur 
pendant  n années  , deviendra  0(1  -f-  r)*. 

La  somme  b , qui  ne  sera  placée  que  pendant  n — i années, 
détiendra  b(i  -+-r)*~ 

La  somme  c,  qui  sera  placée  pendant  n — 2 années  , de- 
viendra c(i  + r)*-’  ; ainsi  de  suite. 

Enfin  la  dernière  somme  ne  sera  placée  que  pendant  une 
année , et  donnera  l (1  +r)- 

On  aura  donc 

A=û(i4-r)*4-^(i  4-r),,-,4-c(,  4-r)"-’.  • • ■+■*(•  4*r)- 

Dans  le  cas  particulier  où  l’on  a a~b  = c~d.  . . = / , le 
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second  membre  de  l’équation  précédente  devient  une  pro- 
gression par  quotient  dont  le  premier  terme  est  a(i-f-r),  et 
la  raison  ( i -f-r).  On  a donc  ( n#  455  ) 

A = a(l  +r^(1  +r)"  — «] 


On  peut  calculer  par  les  logarithmes  la  valeur  du  terme 
(i  -f-r)"  ; on  achève  ensuite  aisément  les  calculs. 


508.  Une  annuité  est  un  paiement  qu’un  débiteur  effectue 
chaque  année,  pour  rembourser  en  un  certain  temps  un  capital 
avec  ses  intérêts.  Nommons  A le  capital  qu’il  s’agit  de  rem- 
bourser, et  a la  somme  qu’on  doit  payer  annuellement  pen- 
dant n années.  Les  paiements  effectués  par  le  débiteur  avant 
la  fin  du  remboursement  peuvent  être  considérés  comme  des 
avances  faites  au  prêteur  sur  ce  remboursement , et  dont  la 
valeur  dépend  du  temps  qui  s'écoule  entre  l’une  de  ces  épo- 
ques et  l’autre.  Ainsi  le  premier  paiement  qui  a lieu  n — t 
années  avant  l’expiration  du  dernier  terme , étant  rapporté  à 
cette  époque , vaut  a(t  -f-  r)*“‘  ; le  second  paiement , rapporté 
à la  même  époque,  vaut  a(t  -f-  et  ainsi  des  autres  jus- 

qu’au dernier , qui  vaut  seulement  a ; mais  la  somme  prêtée  A 
vaut  entre  les  mains  de  l’emprunteur,  après  n années, 
A(i  -f-  r)“.  On  doit  donc  avoir 


A(t  -f-  r)*  = a(i  -f-  r)*”*  -f- a(i  -f-  r)*~* . . -f-  a ; 


d’où  l’on  conclut  . 


A(.  +r)»= 


a[(*  ~4~r)"  — O 

r 


Dans  cette  équation  , A est  le  prix  de  l’annuité , parce  que 
c’est  la  somme  qu’elle  représente  ; a est  la  quotité  de  l’annuité  ; 
r est  le  taux  de  l’intérêt  ; enfin  n exprime  la  durée  de  l’annuité. 
On  peut  déterminer  l’une  de  ces  quatre  quantités  quand  on 
connaît  les  trois  autres.  La  détermination  de  r dépendrait 
d’une  équation  du  degré  n.  Pour  trouver  la  valeur  de  « , on  a 


(a—  Ar)(i  -f-r)"  = a,  d’où  (i  + r )■  = ■■■ 

a — A r 

ai . . 
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et  l'on  en  déduit 

loga — log(a — A r) 

” — log  (*  -j-r)  ’ 

509.  Lorsqu’on  veut  comparer  les  valeurs  de  plusieurs 
sommes  payables  à différentes  époques , il  faut  rapporter 
toutes  ces  sommes  à une  même  époque , comme  on  l’a  fait 
dans  la  question  précédente.  Ainsi,  supposons  qu’un  ban- 
quier qui  doit  une  somme  a payable  dans  n années  doune, 
pour  s’acquitter,  un  effet  dont  la  valeur  est  représentée  par  b, 
et  qui  est  payable  dans  p années.  En  rapportant  les  deux 
sommes  a et  b au  moment  où  s’effectue  cette  transaction,  elles 

ne  valent  que  , — — ét  - — — ; car  la  première  somme,  par 

exemple,  doit  être  considérée  comme  la  valeur  primitive  d’un 
capital  qui  devient  a , après  n années.  Il  suit  de  là  que  si  l’on 
prend  la  différence  des  deux  fractions  ci-dessus,  cette  différence 
marquera , suivant  qu’elle  sera  positive  ou  négative , ce  que  le 
banquier  devra  donner  ou  recevoir  en  retour  de  son  échange  ; 
et  si  ce  retour  ne  peut  se  payer  que  dans  un  nombre  q d’an- 
nées , en  désignant  par  c sa  valeur  au  moment  de  l’opération, 
il  deviendra  c(i-f-r)*,  en  sorte  qu’il  sera  équivalent  à 

[(TTÔ-  “ <TT7ÿ]  <■  + *=«<.+  r)--  -»<> +T-- 

Ce  dernier  exemple  est  emprunté  à M.  Lacroix. 
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CHAPITRE  ONZIÈME. 


COMBINAISONS  , ARRANGEMENTS  ET  PERMUTATIONS.  BINOME  DE  NEWTON. 
RACINES  DES  POLYNOMES.  NOMBRES  F1CURÉS  ET  SOMMATION  DES  PILES 
DE  BOULETS. 


Des  combinaisons , des  arrangements  et  des 
permutations. 

310.  On  désigne  sous  le  nom  de  combinaisons  ou  produits 
différents  de  m lettres  n à n,  les  différents  résultats  qu’on  peut 
obtenir  en  écrivant  les  unes  à la  suite  des  autres  n de  ces  m 
lettres , sous  la  condition  qu’il  nr^ait  pas  deux  de  ces  résul- 
tats qui  soient  formés  des  génies  lettres.  Par  exemple , les 
combinaisons  ou  les  produits  tfeùNtàj^Kt' dés  quatre  lettres  a, 

b , c , d,  sont  • « t 

ab , ac , ad,  bc , bd_,  td. 

Les  combinaisons  ou  les  produits  trois  à trois  de  ces  quatre 
lettres  sont 

abc , abd,  acd,  bcd. 

Les  permutations  de  n lettres  sont  les  résultats  que  l’on 
obtient  en  écrivant  ces  n lettres  les  unes  à la  suite  des  autres, 
de  toutes  les  manières  possibles.  Par  exemple,  les  permuta- 
tions des  deux  lettres  a et  b sont  ab,  ba  ; les  permutations  des 
trois  lettres  a , b,  c,  sont 

abc,  acb,  cab,  bac , bca,  cba. 

Les  arrangements  de  m lettres  n à n sont  tous  les  résultats 
que  l’on  peut  obtenir  en  écrivant  n de  ces  m lettres  les  unes 
à la  suite  des  autres  de  toutes  les  manières  possibles.  Ainsi, 
les  arrangements  deux  à deux  des  quatre  lettres  a,  b,  c,  d, 
sont 

ab , ba , ac , ca,  ad,  da , bc , cb  f bd,  db  , cd,  de. 
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Nous  allons  faire  voir  comment  on  peut  trouver  le  nombre 
des  arrangements  de  m lettres  n à n,  le  nombre  des  permuta- 
tions de  n lettres,  et  celui  des  produits  de  m lettres  n & n. 

311.  Si  l’on  avait  à former  les  arrangements  de  m lettres 
prises  deux  à deux,  il  suffirait  évidemment  d’écrire  successi- 
vement à la  suite  de  chaque  lettre , chacune  des  m — i autres 
lettres.  Donc  le  nombre  des  arrangements  de  m lettres  prises 
deux  à deux  est  m(m — r). 

Si  l’on  avait  à former  les  arrangements  de  m lettres  prises 
trois  à trois , il  suffirait  d’écrire  à la  suite  de  chacun  des  arran- 
gements deux  à deux,  chacune  des  m — 2 autres  lettres.  Le 
nombre  des  arrangements  de  m lettres  prises  trois  à trois  est 
donc  m{m  — i)(m — 2). 

On  voit  par  un  raisonnement  semblable  que  le  nombre 
des  arrangements  de  m lettres  prises  quatre  à quatre  est 
m(m  — i)(m  — 2)(m  — 3). 

On  conclut  de  là , par  analogie , que  le  nombre  des  arrange- 
ments de  m lettres  prises  n à n est 

m(m  — i)(m  — 2). . . .(m — n -f- 1). 

On  peut  aussi  parvenir  à cette  formule  sans  induction,  au 
moyen  du  raisonnement  suivant. 

Si  l’on  avait  formé  tous  les  arrangements  de  m lettres  prises 
n — là  n — 1 , ou  obtiendrait  les  arrangements  de  m lettres 
prises  n à n en  écrivant  successivement  à la  suite  de  chaque 
arrangement  de  n — 1 lettres,  les  m — ( n — 1)  autres  lettres. 
Par  conséquent , le  nombre  des  arrangements  de  m lettres  n 
à n est  égal  à celui  des  arrangements  de  m lettres  n — 1 à 
n — 1,  multiplié  par  m — (n  — ■ 1)  ou  m — n -f- 1 . Cela  posé, 
comme  le  nombre  des  arrangements  de  m lettres  prises  une  à 
une  estévidemmentégal  à m,  le  nombre  des  arrangements  de  m 
lettres  deux  à deux  est  m(m — j)  ; donc  le  nombre  des  arrange- 
ments trois  à trois  est  m(m-  i)(m — 2) , ainsi  de  suite  ; donc  le 
nombre  des  arrangements  n à ne  st  m{m — i)(m-2)...(m-n-|-i  ). 

318.  Pour  obtenir  le  nombre  des  permutations  de  n lettres. 
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il  suffit  de  faire  «Uns  la  formule  precedente  msn,  ce  qui 
donne  n(n  — r )(n  — a), . . a X t , ou  , en  renversant  l’ordre 
des  facteurs , .... 

i.a.3...(«-  i)«. 

Ou  peut  aussi  parvenir  à cette  dernière  formule  sans  la  faire 
dépendre  de  celle  qui  exprime  le  nombre  des  arrangements. 
En  effet , deux  lettres  a , A,  ne  donnent  évidemment  que  deux 
permutations  ab , ba.  Pour  former  les  permutations  de  trois 
lettres , il  suffit  d’écrire  à la  suite  de  chacune  de  ces  trois  let- 
tres Les  deux  permatations  des  deux  autres , ce  qui  donne  aX3 
permutations.  Pour  former  les  permutations  de  quatre  lettres, 
il  suffit  d’écrire  à la  suite  de  chacune  de  ces  lettres  les  a X 3 
permutations  des  trois  autres  lettres  , ce  qui  donne  *X3  x4 
permutations.  Comme  on  peut  continuer  ce  raisonnement 
aussi  loin  qu’on  le  veut,  il  en  résulte  évidemment  que  le 
nombre  des  permutations  de  n lettres  est , comme  on  l’a 
trouvé  ci-dessus,  i .a. 3. . . n. 

r • . * • 1* 

313.  Cherchons  enfin  le  nombre  des  combinaisons  ou  des 
produits  différeuts  de  m lettres  prises  n k n.  Désignons  ce 
nombre  par  C,  représentons  par  A le  nombre  des  arrange- 
ments des  m lettres  nk  n,  et  par  P le  nombre  des  permuta- 
tions de  n lettres.  11  est  clair  que,  si  l’on  avait  formé  les 
combinaisons  ou  les  produits  différents  de  m lettres  n à n , ou 
obtiendrait  les  arrangements  de  ces  m lettres  n à n en  faisant, 
dans  chacun  des  produits  différents , toutes  les  permutations 
des  n lettres.  Il  suit  de  là  que  le  nombre  des  arrangements  est 
égal  au  produit  du  nombre  des  combinaisons  par  celui  des 

permutations , de  sorte  q«’o»  * £ x p A , d’w*  G-sw  £ ; et 

en  remplaçant  dans  la  dernière  relation  A et  P par  les  valeurs 
qu’on  a obtenues  précédemment , on  trouve 

m{m  — i)(m — a) . . . (rw — n + i) 

c =33 5 ! — . 

i . 2 . 3 . . , n 

On  peut  aussi  parvenir  à cette  dernière  formule  sans  la  fjùee 
dépendre  de  celles  qui  donnent  le  nombre  des  arrangements 
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et  le  nombre  des  permutations.  A cet  effet , désignons  , avec 
M.  Cauchy,  par  (m)„  , le  nombre  des  combinaisons  de  m 
lettres  a,  b,  c,  d,  etc. , prises  n à n.  Parmi  ces  combinaisons, 
celles  qui  renferment  la  lettre  a sont  évidemment  en  nombre 
égal  au  nombre  des  combinaisons  des  m — i autres  lettres 
prises  n — i à n — i , ou  (m  — . Le  nombre  des  combi- 

naisons qui  renferment  la  lettre  b est  pareillement  ( m — 
et  de  même  pour  chacune  des  autres  lettres.  Mais  en  formant 
toutes  les  combinaisons  qui  renferment  la  lettre  a , puis  celles 
qui  renferment  la  lettre  b,  etc.,  on  obtient  n fois  chaque  combi- 
naison ; car  si  n=  3,  par  exemple,  la  combinaison  abc  se  trouve 
parmi  celles  qui  renferment  a , parmi  celles  qui  renferment  6, 
et  parmi  celles  qui  renferment  c.  Il  suit  de  là  que  l’on  a 

(m)„  = ~{m  0«— <• 

En  remplaçant  successivement  dans  cette  formule  m et  n par 
m — i et  par  n — i , puis  par  m — a et  n — a , etc. , on  trouve 

, > m—  i 

i (/»  -r-  i)«— i — n __  j (m—  2)„_, , 

m — 2 

{m  — 2)„_,  = (m  — 3)._s . 

n — 2 


m — n+2. 

(m  — rc -f-2)*  = (m  — n + i),. 

2 

La  valeur  de  (m)„se  déduit  de  ces  diverses  relations  en  remar- 
quant que  (m  — n -f  i),  est  égal  à m — n + i . 

Développement  des  puissances  entières  et  positives 
dun  binôme } ou  binôme  de  Newton. 

- 514.  Le  développement  d’une  puissance  quelconque  du 

binôme  x+a , quand  l’exposant  est  un  nombre  entier  positif, 
peut  toujours  s’obtenir  par  une  suite  de  multiplications. 
Mais  en  cherchant  à découvrir  la  loi  que  suivent  ces  puis- 
sances, on  parvient  à une  formule  au  moyen  de  laquelle  ou 
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obtient  une  puissance  quelconque  sans  qu’il  soit  nécessaire 
de  passer  par  les  précédentes,  et  qui  est  connue  sous  le  nom 
de  formule  du  binôme  de  Newton  , parce  qu’elle  a été  décou- 
verte par  cet  illustre  géomètre. 

En  calculant  d’abord  par  la  multiplication  les  puissances 
de  i-f  a,  à partir  de  la  seconde , on  trouve 

(x  -f  a)3  — -j-  lax  -f-  <i3, 

(x  -j-  «)5  = x3  -f-  3 axx  + 3a“x  4-  a\ 

(x  4-  a)!-  = x*  -f-  4 ax'  + 6a' x*  + \axx  ~f~  a>  • 

Dans  ces  diverses  puissances,  la  loi  des  exposants  de  a:  et  de  a 
s’aperçoit  immédiatement;  mais  on  ne  peut  pas  reconnaître 
immédiatement  celle  que  suivent  les  coefficients  numériques. 

Pour  rendre  la  composition  des  produits  plus  manifeste  , en 
évitant  les  réductions  qui  donnent  naissance  aux  coefficients, 
il  suffit  de  multiplier  entre  eux  des  binômes  dont  les  seconds 
termes  soient  différents,  comme  on  le  voit  dans  le  tableau  ci- 
dessous  : 

(x-\-a)(x-\-b)=x'-\-a\x-\-ab 

+*| 

(-r4-fl)(x4-£)(^4-c)=x  -|-a  x'-i  ab  x-j-abc 
4 -b  4 ac 

+c  -$-bc 

(x4’<I)(3:4*^)(jr+c)Cr4-<0=:=*44<*|x34'a^  x*-j-abc  x-\-abcd 

4-£>j  4-«c  4 -abd 

4-c|  4 -bc  -\-acd 

-f-d  -\-ad  4 -bcd 

+bd 

4 -cd  - 

Dans  chacun  de  ces  produits , l’exposant  de  x va  en  dimi- 
nuant d’une  unité  depuis  le  premier  terme , où  il  est  égal  au 
nombre  des  facteurs  binômes , jusqu’au  dernier  terme  , où  il 
est  nul.  Le  coefficient  du  premier  terme  est  l’unité,  le  coeffi- 
cient du  second  terme  est  la  somme  des  seconds  termes  des 
binômes  ; celui  du  troisième  terme  est  la  somme  des  produits 
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4e  ces  mêmes  seconds  termes  pris  deux  à deux  ; ainsi  de  suite. 
Le  dernier  terme  est  le  produit  des  seconds  tenues  des  binômes. 

On  peut  de'montrer  que  cette  loi  est  générale  , en  faisant 
voir  que  si  elle  est  vraie  pour  le  produit  de  m binômes, 
m désignant  un  nombre  entier  positif,  elle  sera  vraie  aussi 
pour  le  produit  de  m+i  binômes. 

Supposons  donc  qu’on  ait  formé  le  produit  de  m binômes 
x-\-a,  x + b, . . .x  -\-k.  Désignons  par  S,  la  somme  des  se- 
conds termes  des  binômes , par  S , la  somme  des  produits 
différents  de  ces  seconds  termes  pris  deux  à deux , par  Sj  la 
somme  de  leurs  produits  trois  à trois,  ainsi  de  suite,  enfin 
par  Sm  le  produit  de  tous  ces  seconds  termes  (*),  et  admettons 
que  le  produit  des  binômes  proposes  soit 

X"  ■+■  S,Xm~‘  + SaX*-’  -f  S3X"-3 . . . -f-  Sm. 

En  multipliant  ce  polynôme  par  un  nouveau  binôme  x-\-l, 
on  obtient  le  produit  ci-dçssous  : % 

xT-+1  + S,  1 x"  -f  S,  I x"—  + Ss  x— \..-f  Sm|x 

-f-  / I + /s,  | + 4- ...  I 

La  loi  des  exposants  de  x n’a  pas  changé.  Quant  aux  coeffi- 
cients, celui  du  premier  terme  est  toujours  égal  à l’imité,  et 
celui  du  second  terme  est  évidemment  formé  de  la  somme  des 
seconds  termes  des  m -f- 1 binômes.  Le  coefficient  du  troisième 
terme  se  compose  de  la  somme  des  produits  deux  à deux  des 
seconds  termes  des  m facteurs  binômes  du  premier  produit, 
augmentée  de  la  somme  de  ces  mêmes  seconds  termes  multi- 
pliée par  / ; ce  qui  forme  évidemment  la  somme  des  produits 
différents  des  seconds  termes  des  m-f-  1 binômes  pris  deux  à 
deux.  Le  coefficient  du  quatrième  terme  se  compose  de  la 
somme  des  produits  trois  A trois  des  seconds  termes  des  m 
facteurs  du  premier  produit , augmentée  de  la  somme  des 


(*)  Le»  chiffres  qu'on  place  h droite  et  en  bas  (l’nne  lettre  se  nomment 
indice»  ; ou  les  emploie  pour  remplacer  les  accents , et  il  ne  faut  pas  les 
confondre  avec  le»  exposants. 
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produits  deux  à deux  de  ces  seconds  termes  multipliés  par  l; 
ce  qui  forme  évidemment  la  somme  des  produits  différents 
des  féconds  termes  des  m -J-  « binômes  pris  trois  à trois.  Ainsi 
de  suite.  Enfin  le  dernier  terme  est  égal  au  produit  des  seconds 
termes  des  m premiers  facteurs  binômes  multiplié  par  l ; par 
conséquent  il  est  le  produit  des  seconds  termes  des  m -f-  1 
binômes. 

Il  suit  de  là  que  , si  la  loi  qu’on  a énoncée  précédemment 
est  vraie  pour  le  produit  de  m facteurs , elle  sera  encore  vraie 
pour  le  produit  de  m+i  facteurs  ; or  elle  est  vérifiée  pour 
le  produit  de  deux  facteurs  ; donc  elle  est  générale. 


313.  Supposons  actuellement  que  les  seconds  termes  des  m 
facteurs  binômes  x-{-  a,  x+  b,  x-\-k,  deviennent  tous  égaux 
à a.  Le  produit  de  ces  binômes  deviendra  la  miim<  puissance  de 
x-f -a.  Le  coefficients,  du  second  terme  de  ce  produit  développé, 
sera  égal  à a multiplié  par  le  nombre  m des  facteurs,  c’est-à- 
dire  à ma.  Le  coefficients,  du  troisième  terme,  sera  égalà  a’  pris 
autant  de  fois  qu’on  peut  former  de  produits  différents  deux  à 

deux  avec  m lettres,  c’est-à-dire  à — — a.3.  Le  coefficient  Sj 


i .2 


du  quatrième  terme,  sera  égal  à a3  pris  autant  de  fois  qu’on 
peut  former  de  produits  différents  avec  m lettres  prises  trois  à 

trois,  c’est-à-dire  à — — — 0(m  a3;  ainsi  de  suite.  Enfin 

le  dernier  terme  sera  égal  à am.  On  a donc 


(I+a)«=.T"+raaI•,-l 


t , «(m-0(n.-a) 

1.3  1.3  .3 


316.  Si  l’on  désigne  par  T„+I  le  terme  qui  occupe  le  rang 
n-f-  r dans  le  second  membre  de  la  formule  qu’on  vient  d’é- 
crire , c’est-à-dire  le  terme  qui  en  a n avant  lui , on  aura 

_ _ m(m — i)(to — a)(m — 3) (m— n-f-i) 

1 »-h  — : a > — amxm  *. 

Cette  expression  de  Ta+,  est  appelée  le  terme  général  du  dé- 
veloppement de  (x-f-a)",  parce  qu’on  peut  en  déduire  tous 
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les  termes  de  ce  développement,  en  faisant  successivement 

n = i , n — a , 7i  = 3 , etc. 

Supposons  , par  exemple,  qu’on  demande  le  5e  terme  4e  1* 
12e  puissance  de  x-f-  a,  on  aura  m=i2,  n = 4>  d’où 
77i  — 7i  -{-  i — g , et  la  formule  précédente  donnera  pour  le 

. , 12. 1 i . io. g 

terme  cherche 5 — y 

• ■ I . 2 . 3 .4 

* Il  faut  toutefois  observer  que  l’expression  ci-dessus  du 
terme  général  ne  peut  pas  donner  le  premier  terme  xm  ; car  il 
faudrait  supposer  n—o  , et  l’on  n’aperçoit  pas  ce  que  devient 

771(772 — i)...(m — n-f-t)» 

dans  cette  supposition  le  coefficient  — 

puisqu’on  devrait  entendre  qu’il  ne  faut  plus  prendre  au  nu- 
mérateur et  au  dénominateur  aucun  facteur. 

317.  On  voit  à l’inspection  du  développement  de  (x  •+■  a)a, 
que  le  coefficient  d’un  terme  quelconque  s’obtient  en  multi- 
pliant celui  du  terme  précédent  par  l’exposant  de  x dans  ce 
terme  précédent , et  divisant  le  produit  par  l’exposant  de  a 
dans  le  même  terme , augmenté  d’une  unité , ou  par  le  nombre 
de  termes  qui  précèdent  celui  qu’on  veut  obtenir.  Quant  aux 
exposants , celui  de  x diminue  <f  une  unité  d’un  terme  au  sui- 
vant , et  celui  de  a augmente  cT une  unité. 

Pour  démontrer  cette  règle  d’une  manière  générale  , il  suffit 
de  former  le  terme  qui  en  a ra  — {-  1 avant  lui  ; à cet  effet  ou 
change  71  en  ti  -4-  1 dans  l’expression  de  T,,^.,  , ce  qui  donne 

T m(77I— l)(771-2)..(77.-7»4-l)(772-7l)  -_| 

J"+,— 1 .2.3....  n . (724-1) 

On  voit  par  cette  expression  que  le  terme  Tn+a  se  déduit  de 
Ta+1  suivant  la  règle  qu’il  s’agissait  de  démontrer. 

Au  moyen  de  cette  règle  , on  peut  former  successivement 
tous  les  termes  du  développement  de  (x  -f-  a)m , en  partant 
du  premier  terme  xm  ; et  on  reconnaît  que  le  développement 
est  terminé  quand  on  est  parvenu  au  terme  am  , car  l’expo- 
sant de  x par  lequel  il  faudrait  multiplier  a ”,  pour  avoir  lç 
terme  suivant , est  zéro. 


a'x®,  ou  495a  ’x8. 
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On  trouve  de  cette  manière  que  la  septième  puissance  de 
x -f-  a est 

x7+7axB+2iasx5+35aJx‘-{-35a*xH*2iasx,‘-f-  7 aex-{-a?. 

518.  Les  termes  du  développement  de  (x  -|-  a)m  également 
éloignés  des  extrêmes  ont  les  mêmes  coefficients. 

1”  Démonstration.  Le  terme  qui  en  a n avant  lui  est, 
d’après  ce  qui  précède , 

T _ w(m— i)(m-a)...(m— n+  ,) 

1"  + * “»•.•»  . 3 ....  n **  ’ 


Le  développement  de  (x  a)m  étant  formé  de  m+i  termes, 
le  terme  qui  en  a n après  lui  est  précédé  de  m — n termes  ; 
de  sorte  qu’on  obtiendra  l’expression  de  ce  terme  en  rem- 
plaçant dans  l’expression  ci-dessus  n par  m — n.  En  effec- 
tuant ce  changement,  il  vient 


m(m — 1)  (m  — 2)  . . . (n-j-  1) 
1 .2  . 3 . . . (m  — n) 


am'~nxn. 


Il  est  permis  de  supposer  que  le  terme  Tn4_,  est  moins  éloi- 
gné du  premier  terme  que  Tm_n+I , c’est-à-dire  que  n est 
moindre  que  m — n ; et  au  moyen  de  cette  supposition , on 

peut  écrire  le  coefficient  de  Tm_n+,  comme  il  suit  : 

* 

m(m  — 1 ) (m  — 2)  . . . (m  — n -f-  r)  (m  — n).  . . (n  - 1-  1) 
1.2  . 3 ...  n (n-f-i)...(m — n)  ' 


On  voit  que  les  deux  termes  de  cette  fraction  contiennent 
l’un  et  l’autre,  comme  facteurs,  tous  les  nombres  entiers 
depuis  n -(-  1 jusqu’à  m — n,  et  en  supprimant  ces  facteurs 
communs,  on  obtient  pour  le  coefficient  du  terme  T,,,_a>l 
la  même  expression  que  pour  le  coefficient  de  T,+I. 

2*  Démonstration.  Le  coefficient  du  terme  qui  en  a n avant 
lui  est  le  nombre  des  produits  différens  de  m lettres  prises 
n à n , et  le  coefficient  du  terme  qui  en  a m — n avant  lui  est 
le  nombre  des  produits  de  m lettres  prises  m — n à m — n. 
Or , si  l’on  avait  formé  les  produits  n à n de  m lettres  , on 
obtiendrait  les  produits  m — n à m — n de  ces  m lettres 
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en  divisant  successivement  le;  produit  de  toutes  les  lettres 
par  chacun  des  produits  n à n.  Le  nombre  des  produits 
m — n à m — n est  donc  e'gal  au  nombre  des  produits  n h n. 

3*  Démonstration.  Si  l’on  désigne  par  K le  coefficient  du 
terme  qui  en  a n avant  lui,  ce  terme  sera , Or  le 
binomé  x-fa  ne  changeant  pas  quand  on  échange  entre 
elles  les  lettres  x et  a,  il  faut  qu’il  en  "soit  de  même  du 
développement  de  (x  -f-  a)m  ; ce  développement  doit  donc 
contenir,  avec  le  terme  Kamxm~n,  un  autre  terme  qui  ne 
diffère  de  celui-là  qu'en  ce  que  a y est  remplacé  par  X, 
et,.x  par  a , et  qui  est  en  conséquence  Kx*am~k.  D’ailleurs 
il  est  évident,  d’après  la  loi  des  .exposants  de  x dans  le  dé- 
veloppement de  (x  -j-  a)m,  que  le  terme  Kx"am— * a n termes 
après  lui.  Le  coefficient  du  terme. qui  en  a n après  lui  est 
donc  le  même  que  celui  du  terme  «qui  en  a n avant  lui. 

519.  Pour  obtenir  le  développement  de  (x  — «)",  il  suffit 
de  changera  en  — a,  dans  le  développement  de  (x-| -a)m; 
or  par  ce  changement , les  termes  de  rang  pair  qui  sont  af- 
fectés des  puissances  impaires  de  a prennent  lé  signe  — , et  les 
termes  de  rang  impair  ne  changent  pas  de  signe  ; on  a donc 

+ «c. 

v i.a  i . a . 3 

520.  En  faisant  x=  i et  a— i , dans  les  développements 
de  (x  -f-  a)m  et  de  (x — a)m,  on  parvient  aux  deux  propositions 
suivantes  : 

i°.  La  somme  des  coefficients  du  développement  de  (X'f-a)”, 
en  y comprenant  les  coefficients  des  deux  termes  extrêmes, 
est  égale  A 2*. 

2°.  La  somme  des  coefficients  des  termes  de  rang  impair  est 
égale  à la  somme  des  coefficients  des  termes  de  rang  pair. 

521.  Pour  développer  une  puissance  d’un  binôme  quel- 
conque, on  peut  développer  d’abord  la  puissance  de  même 
degré  de  x -f-  a ou  de  x — a , on  remplace  ensuite  les  lettres 
x et  a par  les  termes  du  binôme  proposé.  Ainsi , pour  ob- 
tenir le  développement  de  (ax3  — 3a*^-)5 , on  fera  d’abord 
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celui  de  ( x — a)5  qui  est 

x5  — 5ax*  ■+■  i oa’.r3  — 1 oa3x*  + 5 a*x  — a5; 

on  remplacera  ensuite  x par  ax3 , et  a par  3 a'y , ce  qui 
donnera 

it1 — 3a,jr)t^r-3‘ix,s — i$oa'yx,,-h';’i6a*y,x9 — i o8oo6y*i8-f-8ioa,^<i> a^3a,•^5• 

On  peut  aussi  disposer  le  calcul  comme  on  le  voit  ci-dessous  : 

5.  4 3 a i 

7 â 3 4 5 

-■  * 

i 5 ' io  io  5 i 

3aar'*  j6af'8  8a»  4*®  ax*  i 

i 3 a*y  g«4,y*  3 ’jaiyi  8ia*j;<  *!(ia'0y* 

3a**‘ — i^aa*yx,%+yiaaiy'x* — io8oa8_)',.x8-f-8ioa,x4x> — a43 a‘*yf. 

La  première  ligne  se  forme  en  écrivant  une  suite  de  frac- 
tions dont  les  numérateurs  sont  les  nombres  naturels  décrois- 
sants , depuis  l’exposant  5 de  la  puissance  que  l’on  veut  for- 
mer jusqu’à  l’unité,  etdontles  dénominateurs  sont  les  nombres 
naturels  croissants  à partir  de  i . 

La  seconde  ligne  contient  les  coefficients  numériques  du 
développement  de  (x  -f-  a)s.  Pour  former  ces  coefficients , on 
écrit  d’abord  le  premier  d’entre  eux  qui  est  i ; on  multi- 
plie ensuite  i par  la  première  fraction  f de  la  première  ligne  ; 
puis  on  multiplie  5 par  la  seconde  fraction  f de  la  première 
ligne  ; ainsi  de  suite. 

La  troisième  ligne  se  forme  en  écrivant  de  droite  à gauche 
les  diverses  puissances  de  2X5 , depuis  la  puissance  dont  l’ex- 
posant est  zéro  et  qui  est4  égale  à i , jusqu’à  la  cinquième 
puissance.  * ■ 

La  quatrième  ligne  se  forme  en  écrivant  de  gauche  à droite 
les  puissances  de  3 a?y , depuis  la  puissance  dont  l’exposant 
est  zéro,  jusqu’à  la  cinquième. 

Ou  obtient  la  cinquième  ligne  qui  est  le  développement 
de  (ax3  — 3a’j")5 , en  multipliant  entre  eux  les  termes  placés 
les  uns  au-dessous  des  autres  dans  les  trois  lignes  précé- 
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ilentes.  On  donne  alternativement  aux  produits  les  signes 
et  — , parce  que  le  second  terme  du  binôme  propose 
a le  signe  — . 

522.  En  appliquant  la  formule  du  binôme  au  développe- 
ment de  la  puissance  m>ime  de  chacune  des  expressions  imagi- 
ginaires  — i , <t  — Q\/ — i , et  en  ayant  égard  à ce  qtfi a 

été  dit  sur  les  puissances  de  — 1 ( n°  209),  on  trouve  les 

deux  formules  ci-après  : 


(«+C1/— t)"  = 


J I . O I . □ . 3 . ,j 


met* 


m'm — iVm  —a) 

-»  : Lam- 


ctc.Jei/^7. 


r rntm — i ) 


(«  — ci/— i)"  — 


■f’4 


— 3) 

i . a . 3 . 4 * 


_ .^-sf.+o,,.]  eyri. 


Extraction  des  racines  des  polynômes. 

525.  On  a vu , en  Arithmétique  , comment  la  composition 
du  carré  et  du  cube  de  la  somme  de  deux  nombres , conduit 
aux  règles  relatives  à l’extraction  de  la  racine  carrée  et  de 
la  racine  cubique  des  nombres.  La  connaissance  des  deux 
premiers  termes  x?'-\-maxm-'  du  développement  de  (x+a)", 
peut  également  servir  à établir  lés  | rocédés  qu’il  faut  suivre 
pour  extraire  les  racines  de  degré  quelconque  des  nombres, 
et  l’on  est  conduit  à des  règles  analogues  à celles  que  l’on 
suit  pour  extraire  la  racine  carrée  et  la  racine  cubique  ; mais 
comme  ces  règles  trouvent  peu  d’applications,  nous  passerons 
immédiatement  à l’extraction  des  racines  des  quantités  lit- 
térales. 

524.  Pour  mieux  faire  concevoir  le  procédé  par  lequel  on 
obtient  une  racine  quelconque  d’un  polynôme , nous  pren- 
drons d’abord  un  exemple  particulier. 
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Supposons  que  l’on  demande  la  racine  cubique  ilu  polynôme 
8 J" 6 — 36QX5  -f-  66a\T*  — 63a3ar3  -f-  33 a'x‘  — gt^x  4-  a6. 

Ce  polynôme , qui  est  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  la  lettre  x , devant  être  le  produit  de  trois 
facteurs  égaux  à la  racine  cubique  cherchée  , il  s’ensuit  que 
si  l’on  suppose  la  racine  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  de  a,  le  premier  terme  du  polynôme 
devra  être  le  cube  du  premier  terme  de  la  racine.  Par  consé- 
quent, pour  obtenir  le  premier  ternie  de  la  racine , il  faut 
prendre  la  racine  cubique  de  8x6,  laquelle  est  ax\ 

Représentons  par  r la  somme  des  termes  de  la  racine , à 
l’exception  du  premier , et  nommons  P le  polynôme  pro- 
posé; ou  aura 

P = (ax*  -J-  r)3  = 8x6  -f-  3 X -f-  3 X 7.x ’r1  -f-  r*  ; 
d'où 

P — 8x®= — 36ox5-f-66aax',-f-etc . =rX  (3 . 4x*  -f-  3 . ax’r-f-  r1) . 

, \ 

On  voit  par  cette  égalité , que  le  second  terme  — 36CX5  du 
polynôme  , est  le  produit  du  premier  terme  de  r,  qui  est  le 
second  terme  de  la  racine  , par  3 X > car,  les  exposants 
de  x dans  r devant  être  moindres  que  2 , les  exposants  de  x 
dans  r’Xre t dans  r J sont  tous  moindres  que  4-  H suit  de 
là  que , si  l’on  divise  — 36ox5  par  3 X 4**  > c’est-à-dire 
par  3 fois  le  carré  du  premier  terme  de  la  racine  , le  quotient 
— 3 ax  sera  le  second  terme  de  la  racine. 

Représentons  par  r l’ensemble  des  termes  de  la  racine,  à 
l'exception  des  deux  premiers  ; on  aura 

P=(2.r’ — 3ox-f-r')J— fax’ — 3ox)34-3(2x3 — 3 axyxr 

-f-3(2x’ — 3ax)Xr,'',-f-r'3 , 

d’où 

P — (ax’ — 3ax)3=r'x[3(2.r1 — 3ax)’-f-3(2x’ — 3ox)Xr'-f  r'*]. 

On  conclut  de  cette  égalité  que  si  l’on  retranche  du  poly- 
nôme P le  cube  de  la  partie  2X* — 3ax  de  la  racine,  le 
premier  terme  du  reste  sera  le  produit  du  premier  terme 
2e  Êdii.  as 
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de  r par  3x4^*  ! car  les  exposants  de  x dans  (2X' — 3ax)Xr  et 
dans  r'’  sont  nécessairement  moindres  que  4 puisque  r'  ne 
peut  plus  contenir  x.  Il  suit  de  là  que  si  Ton  divise  le  premier 
terme  du  reste  par  3 X 4x4i  *>n  aura  le  troisième  terme  de  la 
racine. 

Pour  obtenir  le  reste  P— (2X* — 3ax)3,  il  suffit  de  retrancher 
du  premier  reste,-  trois  fois  le  carré  de  ax*  multiplié  par  — 3ax, 
plus  trois  fois  le  produit  de  ax’  par  le  carré  de  — 3ax,  plus  le 
cube  de  *+-  3 ax.  A cet  effet , on  ajoute  à 3 fois  le  carré  de  2x‘ 
le  produit  de  3 X ax’  par  — 3«x,  et  le  carré  de  — 3 ax  , puis  1 

on  multiplie  la  somme  par  — -3ax.  En  retranchant  le  produit 
ainsi  obtenu  du  premier  reste,  on  a le  deuxième  reste, 
qui  est 

-f-  ma'x*  — 36u3x3  -J-  33a'x’  — ga^x  -f-  a6. 

On  divise  le  premier  terme  de  ce  reste,  -{-12 a’x1,  par  3x4*‘; 
le  quotient  -f-  a1  est  le  troisième  terme  de  la  racine. 

Pour  continuer  l’opération , on  doit  former  le  cube  de 
ax’ — 3ax+a*.  Or  ce  cube  se  compose  du  cube  de  2X‘ — 3ax, 
plus  trois  fois  le  carré  de  2x’  — 3ax  multiplié  par  «* , plus 
trois  fois  le  produit  de1  ix" — 3ax  par  le  carré  de  -j-  a* , plus 
le  cube  de  -+-  a \ Pour  calculer  les  trois  dernières  parties , 
on  ajoute  % 3 fois  le  carré  de  ax* — 3 ax  le  produit  de  3 fois 
2xa — 3ax  par  -f -a*,  et  le  carré  de  -j-a’,  et  Ton  multiplie  U 
somme  par  -f-a\  En  retranchant  du  deuxième  reste  le  produit 
ainsi  obtenu , on  a zéro  pour  reste.  Il  en  résulte  que  le  poly- 
nôme proposé  a pour  racine  cubique  exacte  ax1  — 3ax  -J- a*. 

Voici  le  tableau  des  calculs  : 


\ 
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32iî,  Nous  allons  niainlenaiit  expliquer  comment  on  peut 
obtenir  la  racine  miimt  d’un  polynôme  quelconque  P. 

Le  polynôme  P étant  le  produit  de  m facteurs  égaux  à la  1 
racine  cherchée  , si  l’on  conçoit  que  ce  polynôme  et  la  racine 
soient  ordonnés  par  rapport  aux  puissances  décroissantes 
d’une  lettre  x,  le  premier  terme  du  polynôme  P sera  le 
produit  de  m facteurs  égaux  au  premier  terme  de  la  racine  ; 
par  conséquent , le  premier  terme  de  la  racine  sera  la  racine 
miimr  ju  premier  terme  de  P. 

Pour  éviter  des  répétitions,  supposons  que  l’on  ait  obtenu 
un  nombre  quelconque  de  termes  de  la  racine , et  cherchons 
comment  on  devra  opérer  pour  obtenir  le  terme  suivant. 

Soit  A la  somme  des  termes  qu’on  a obtenus , et  B la 
somme  des  autres  termes  de  la  racine;  on  aura  P = (A4-B)“, 
d’où , en  désignant  par.  R le  reste  P — A", 

P — Am  = R = mAm— ‘B  ■+■  A"- ‘B1  + etc. 

i .2 

Désignons  par  « le  premier  terme  de  la  racine,  et  par  A 
le  terme  de  B qui  contient  le  plus  fort  exposant  de  x , c’est- 
à-dire  le  terme  qu’on  doit  aotuelleinent  chercher.  Le  terme 
affecté  du  plus  haut  exposant  de  x dans  le  produit  77iA“-,B, 
sera  mam— 'A,  et  les  termes  affectés  des  plus  forts  exposants 
de  x dans  les  produits  A"‘~ ’B1 , A"- 3B3,  etc. , seront  «■»—***, 
a"— 3A3,  etc.  Or  l’exposant  de  x dans  «m— ‘A  surpasse  celui 
de  cette  lettre  dans  a*-JA*,  puisque  l’un  des  facteurs  a.  du 
premier  produit  est  remplacé  dans  le  second  par  A qui  con- 
tient x à une  moindre  puissance  que  et.  Par  une  raison  sem- 
blable, l’exposant  de  x dans  «"-3ah  est  moindre  que  dans 

am— . ajngi  suite. 

Il  suit  de  là  que  le  terme  de  R affecté  du  plus  fort  ex- 
posant de  x , doit  être  égal  à ma"-1  a.  Par  conséquent , 
pour  obtenir  le  terme  A,  il  faut  diviser  le  premier  terme 
de  R par  metm~l. 

D’après  ces  explications  , et  eu  observant  qu’elles  ne  chan- 
geraient pas  si  le  polynôme  P et  sa  racine  étaient  ordonués 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  ONZIÈME.  34 r 

par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x , on  est  conduit 
à la  règle  suivante  : 1 — > ' 1 

Pour  extraire  la  racine  in'*"'  d’un  polynôme  P,  ordon- 
nez-le  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  ou  croissantes 

une  lettre.  Prenez  la  racine  mUm‘  du  premier  terme , vous 
aurez  le  premier  terme  de  la  racine.  Divisez  le  2*  terme  de  P 
par  m fois  la  (in  — puissance  du  premier  terme  de  la 

racine,  vous  aurez  le  2'  terme  de  cette  racine.  Retranches  de  P 
la  puissance  de  la  somme  des  deux  termes  trouvés  ,,.et 

divisez  le  premier  terme  du  reste  par  m fois  la  (tn — 1 )(*.*»'■ 
puissance  du  premier  terme  de  la  racine,  vous  aurez  le 
3*  terme.  Ainsi  de  suite. 

*.«•  ..  , *• 

On  voit  sans  peine  que,  lorsque  le  polynôme  proposé  est 
une  puissance  miim‘  exacte  , ces  opérations  conduisent  à un 
reste  nul.  Réciproquement , lorsque  ces  opérations  conduisent 
à un  reste  nul,  le  polynôme  proposé  est  une  puissance  rniim‘ 
exacte  , et  l’ensemble  des  termes  qu’on  a obtenus  est  la  racine 
de  ce  polynôme. 

On  voit  aussi  par  des  raisonnements  semblables  à ceux  que 
nous  avons  faits  au  sujet  de  la  racine  carrée  (u°  179),  que, 
lorsque  le  polynôme  proposé  est  ordonné  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  la  lettre  principale,  on  est  cer- 
tain que  l’opération  ne  se  terminera  jamais , quand  on  est 
conduit  à mettre  à la  racine  un  terme  dans  lequel  l’exposant 
de  cette  lettre  multiplié  par  m donne  un  produit  moindre 
que  l’exposant  de  la  meme  lettre  dans  le  dernier  terme  du 
polynôme. 

Quand  le  polynôme  proposé  est  ordonné  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  la  lettre  principale , on  est  certain 
que  l’opération  ne  se  terminera  pas,  lorsqu’on  est  conduit 
à mettre  à la  racine  un  terme  dans  lequel  l’exposant  de  cette 
lettre  multiplié  par  m donne  un  produit  plus  grand  que  l’ex- 
posant de  la  même  lettre  dans  le  dernier  terme  du  polynôme. 

Dans  le  cas  où  le  polynôme  proposé  ne  contient  aucun 
dénominateur  littéral  ou  numérique  , on  est  encore  assuré 
que  l’opération  ne  se  terminera  pas  lorsqu'on  parvient  à un 
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reste  dont  le  premier  terme  n’est  pas  divisible  par  m fois 

la  (w  — i )iim'  puissance  du  premier  terme  de  la  racine. 

Quand  le  premier  terme  du  polynôme  propose  n est  pas 
une  puissance  exacte  du  degré  m , la  racine  m'im‘  de  ce  poly- 
nôme ne  peut  pas  être  exprimée  par  une  quantité  rationnelle; 
mais  on  peut  encore  appliquer  la  règle  ci-dessus  en  exprimant 
la  racine  mlim‘  du  premier  terme,  soitau  moyen  du  signe  \/  , 

soit  au  moyen  des  exposants  fractionnaires.  On  peut  aussi 
multiplier  le  polynôme  par  un  facteur  a tel  que  le  premier 
terme  devienne  une  puissance  mlin‘  ; si  le  polynôme  qui 
en  résulte  a une  racine  m'imt  exacte  P,  la  racine  m“mt  du 
P 

polynôme  donné  est  — 
i/o 

Des  nombres  figurés,  “ — Sommation  des  piles  dt 

4 boulets. 

896.  Il  existe  entre  les  coefficients  de  deux  puissances 
consécutives  de  * -J-  a , des  relations  dont  on  déduit  plu- 
sieurs conséquences  qu’il  n’est  pas  inutile  de  faire  connaître. 
Supposons  que  la  mi/m‘  puissance  de  x + a soit 

i 

x”  -f-  A axm~‘  -f-  Ba*xm_'  4-  Ca3xm— 3 + etc. 

En  multipliant  ce  polynôme  par  x-f-  a , on  a pour  le  produit 

xm+l  4-  A si"  4-  B a%xm~'  4-  Cu3xm~*  4 r - , • 

./.J  / ox"  4r  Aa*x— * -f  B «»*— » + ... 

On  conclut  de  là  que , pour  obtenir  le  coefficient  d’un  terme 
quelconque  de  ta  (m -f- i)M"'  puissance  de  x-f-a,,  il  suffit 
d'ajouter  au  coefficient  du  terme  de  même  rang,  dans  la 
puissance  mUmt,  celui  du  terme  précédent. 

597.  D'après  cette  règle , on  peut  former  les  coefficients 
des  puissances  successives  dei  + «,  comme  on  le  voit  dam 
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le  tableau  ci-après  : 


f»  t, 

1, 

' » 

1,..  . 

fi  3, 

4> 

5, 

6, 

7> 

8,.... 

«,  3, 

6, 

10, 

«5, 

21, 

28,.... 

1, 

4, 

10, 

20, 

35, 

56,.... 

■ > 

5, 

»5, 

35, 

70,.... 

t» 

6, 

21 , 

56,.... 

7» 

28,  . . 

«, 

8,.... 

!)•••• 


343 


< 


La  première  colonne  de  ce  tableau  est  formée  d’un  seul 
terme  qui  est  1 . La  seconde  colonne  est  formée  du  nombre  1 
écrit  deux  fois.  On  forme  la  troisième  colonne  en  pla- 
çant , à côté  de  chaque  terme  de  la  seconde  colonne , le 
nombre  qu’on  obtient  en  ajoutant  à ce  terme  celui  qui  est 
au-dessus  : on  trouve  ainsi  pour  le  premier  terme  de  la  troi- 
sième colonne  1 + o ou  1 ; le  second  terme  est  1 -j-  1 ou  2 ; 
et  le  troisième  terme  est  o -f  t ou  1.  La  quatrième  colonne  se 
déduit  de  la  troisième  comme  celle-ci  de  la  seconde.  Ainsi 
de  suite.  Les  deux  termes  de  la  seconde  colonne  pouvant  être 
considérés  comme  les  coefficients  de  la  première  puissance 
de  x -f-  a , il  résulte  de  la  règle  ci-dessus  que  les  termes  de 
la  troisième  colonne  sont  les  coefficients  du  développement 
de  (*  -f-  a)' , que  ceux  de  la  quatrième  colonne  sont  les 
coefficients  du  développement  de  (x  -f-  <i)3 , etc. 

Ce  tableau  qu’ou  peut  prolonger  indéfiniment  se  nomme 
le  triangle  arithmétique  de  Pascal. 

588. 11  est  facile  de  voir , d’après  la  composition  du  triangle 
arithmétique,  que  le  piim‘  terme  d’une  ligne  horizontale  quel- 
conque est  la  somme  des  p premiers  termes  de  la  ligne  ho- 
rizontale précédente.  Car  si  l’on  considère,  par  exemple,  le 
terme  56,  qui  est  le  sixième  terme  de  la  quatrième  ligne  , 
çc  terme  a été  formé  en  ajoutant  les  deux  nombres  21  et 
35 , qui  sont  placés  à sa  gauche  dans  la  troisième  ligne  et 
dans  la  quatrième  ; mais  le  second  de  ces  deux  nombres  35  est 
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la  somme  de  i5  et  20;  le  dernier  nombre  20  est  la  somme 
de  10  et  10;  le  dernier  nombre  10  est  la  somme  de  6 et  4 ; 
enfin  4 est  1®  somme  des  deux  nombres  3 et  1 ; on  a donc 
56  = 21  ■+■  i5-f-  io-f-6+3+i. 

529.  Le  principe  qui  sert  de  base  à la  formation  du  triangle 
arithmélique , et  la  propriété  que  nous  venons  de  faire  re- 
marquer dans  le  numéro  précédent,  peuvent  aisément  se 
déduire  de  la  théorie  des  combinaisons.  En  effet,  on  a vu  que 
le  coefficient  du  (n+  terme  de  la  (m  -f-  \)Umt  puissance 

de  x-4 -a  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  m- f-  1 
lettres  prises  n à n.  Or  ces  combinaisons  peuvent  être  consi- 
dérées comme  composées  de  deux  parties,  savoir  : des  com- 
binaisons qui  11e  renferment  pas  une  des  lettres , a par 
exemple,  et  dont  le  nombre  est  celui  des  combinaisons  de 
m lettres  n h n ; et  des  combinaisons  qui  renferment  la  lettre  a , 
et  dont  le  nombre  est  celui  des  combinaisons  de  m lettres 
n — 1 ân — 1.  D’après  cela,  en  faisant  usage  de  la  même 
notation  que  dan  le  n°  515,  on  a 

« 

(1)  (m  + i)«  = (m).  -|-  ; 

cette  égalité  démontre  la  règle  qui  a été  établie  dans  le  n*  526. 

Pour  démontrer  par  la  théorie  des  combinaisons,  que  le 
piim‘  terme  d’une  ligue  horizontale  du  triangle  arithmétique 
est  la  somme  des  p premiers  termes  de  la  ligne  horizontale 
précédente , il  faut  remarquer  que  le  premier  terme  de  la 
( n + ligne  horizontale  du  triangle  arithmétique  appar- 
tenant à la  colonne  verticale,  le  p,im‘  terme  de  la 

(n-|-  i)M"'  ligne  horizontale  est  placé  dans  la  (n  p)iimt  co- 
lonne verticale,  de  sorte  qu’il  est  l’un  des  coefficients  du  déve- 
loppement de  ; et  il  est  le  coefficient  du  (n- 

terme  de  ce  développement,  puisqu’il  occupe  évidemment 
dans  la  colonne  verticale  le  (n  -f  i)Wm'  rang.  Ce  terme  est 
donc  le  nombre  des  combinaisons  de  n-j-p — 1 lettres  prises  n 
à n.  ou  (n  + />—  1),. 

Cela  pose,  si  dans  la  formule  (1)  on  remplace  m par 
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« ~h P — 2*  on  obtient  la  suivante: 

(«  +p  — i).  = (n  +p  — a),  -f-  (n  + p — 2)„_,  ; 

et  en  remplaçant  successivement  dans  celle-ci  p par  p — i, 
par  p — 2, . . . .par  p — ( p — 2)  ou  2 , on  forme  une  suite 
d’égalités  desquelles  on  conclut , eu  observant  que  (n)„  =i , 

(n+p—  i)«=(n+/>— 2)J,_,+(«4-/>— 3)n_,-l-. . .-f(n)»-i+«* 

Cette  égalité  démontre  le  principe  qu’il  s’agissait  d’établir  ; car 
le  pi>mr  terme  de  la  (n-f- i)Mm#  ligne  étant  (n  -(-  p — i)„,  les  p 
premiers  termes  de  la  niimt  ligue  sont , dans  l’ordre  décrois- 
sant, {n+p-ï)n_x,  (n-\-p — 3)._,,  ....1. 

550.  Les  nombres  qui  composent  les  différentes  lignes  du 
triangle  arithmétique  à partir  de  la  2'  ligne,  ont  reçu  le 
nom  de  nombres  figurés.  Les  nombres  de  la  3e  bgne,  ou  les 
nombres  naturels,  sont  les  nombres  figurés  du  1”  ordre; 
les  nombres  de  la  3'  ligne  sont  les  nombres  figurés  du  2* 
ordre;  les  nombres  de  la  4*  ligne  sont  les  nombres  figurés 
du  3*  ordre  ; ainsi  de  suite.  Les  nombres  figurés  du  2*  ordre 
sont  aussi  appelés  nombres  triangulaires  ; et  les  nombres 
figurés  du  3*  ordre  sont  appelés  nombres  pyramidaux  trian- 
gulaires. On  appréciera  bientôt  la  raison  de  ces  dénomi- 
nations. 

D après  ce  qui  a été  dit  ci— dessus , la  somme  des  p pre- 
miers nombres  figurés  de  l’ordre  n est  égale  au  p,imt  nombre 
figuré  de  l’ordre  n + 1 , et  l’expression  de  cette  somme 
se  déduira  de  la  formule  que  nous  avons  obtenue  au  n“  515 
pour  le  nombre  des  combinaisons  n à n de  m lettres , en 
remplaçant  m par  n-\-p  et  n par  n + 1.  Ce  qui  donne 

(2)  0(A>  + 2) (P  + 'O 

1.2  . . 3 . . ( n _}_  i)‘ 

Pour  obtenir  la  somme  des  p premiers  nombres  natu- 
rels 1,  2,  3 p,  on  fera  dans  la  formule  (2)  nz=.  1 ; 

on  trouvera  ainsi  pour  la  somme  demandée  cc  qui 
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s’accorde  avec  ce  que  nous  avons  vu  en  nous  occupant  des 
progressions  par  différence. 

3S1.  Les  piles  de  boulets  sont  composées  d’une  suite  de 
tranches  horizontales  telles  que  les  boulets  de  chaque  tranche 
se  trouvent  placés  au-dessus  des  vides  des  boulets  de  la  tran- 
che immédiatement  inférieure;  tous  les  boulets  se  touchent 
et  sont  de  même  calibre. 

Dans  la  pile  triangulaire,  qui  a la  forme  d’une  pyra- 
mide triangulaire  dont  la  base  est  un  triangle  équilatéral  , 
chaque  tranche  est  formée  d’une  suite  de  files  de  boulets 
telles  que,  à partir  de  l’un  des  sommets  de  la  tranche,  la 
première  file  qui  est  le  sommet  lui-même  , ne  contient  qu’un 
seul  boulet  ; la  seconde  file  en  contient  a ; la  troisième  file 
en  contient  3 , etc.  Il  résulte  de  cette  disposition  des  files  et  de 
la  disposition  des  tranches  horizontales  les  unes  à l'égard  des 
autres  , que  les  nombres  de  boulets  des  différentes  tranches , 
à partir  du  sommet,  sont 

i,  i+a,  i -f  2 + 3,  i+a  + 3 -f- 4,  etc. 

ïH/J  ’ • ' 

Ces  nombres  sont  précisément  ceux  qui  composent  la  3’ 
ligne  du  triangle  arithmétique , ou  les  nombres  triangu- 
laires. Par  conséquent,  si  le  nombre  des  boulets  d’un  des 
côtés  de  la  base  est  représenté  par  p , on  obtiendra  le  nom- 
bre des  boulets  de  la  pile  en  faisant  dans  la  formule  (a)  n=2, 
ce  qui  donne 


La  pile  quadrangulaire  a la  forme  d’une  pyramide  qua- 
drangulaire  dont  la  base  est  un  carré.  Cette  pile  est  com- 
posée, à partir  du  sommet,  d’une  suite  de  tranches  dont 
la  première  contient  un  seul  boulet,  la  seconde  en  contient 
a’,  la  troisième  en  contient  3%  ainsi  de  suite  ; de  sorte  que, 
si  le  nombre  des  boulets  d’un  des  côtés  de  la  base  est  p, 
le  nombre  des  boulets  de  la  pile  est 

. + 2’  + 3>  + 4’  + + P'- 


/ 


/ 
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Pour  obtenir  une  formule  qui  donne  la  valeur  de  la  somme 
ci-dessus,  nous  remarquerons  d’abord  que,  d’après  la  dis- 
position des  boulets  contenus  dans  les  tranches  carrées  et 
triangulaires , on  voit  immédiatement  qu’une  tranche  carrée 
dont  le  côté  contient  n boulets  se  compose  d’autant  de  boulets 
qu’il  s’en  trouve  dans  deux  tranches  triangulaires  dont  l’une 
contient  n boulets  sur  chaque  côté,  et  l’autre  en  contient 
n — i.  C’est  d’ailleurs  ce  qu'on  peut  vérifier  à posteriori;  car 
le  nombre  des  boulets  d’une  tranche  triangulaire  dont  le 
côté  contient  n boulets , ou  le  niim‘  nombre  triangulaire,  est 
n(n  ■+•  i)  , , 

—  , et  en  changeant  dans  cette  expression  n en  n— -■  i, 

on  obtient  celle-ci , — — ; or  la  somme  de  ces  deux  ex- 

2 

pressions  est  égale  à n *. 

Ou  conclut  de  cette  observation  que  la  somme 

. + 2* + 3* est  égale  à la  somme  des  p pre- 
miers termes  de  la  suite  des  nombres  triangulaires , aug- 
mentée de  la  somme  des  p — i premiers  ternies  de  la  même 
suite.  Or  on  vient  de  voir  que  la  somme  des  p premiers  nom- 
bres triangulaires  est  ^ > et  en  changeant 

dans  cette  expression  p en  p — i , on  trouve  celle-ci  : . . 

—  1 \ On  obtiendra  donc  le  nombre  des  bou- 

t.a.3 

lets  de  la  pile  quadrangulaire , en  ajoutant  ces  deux  expres- 
sions, ce  qui  donne 

r/51  0(y + 0 

w T . 2.3" 


La  pile  qu’on  nomme  rectangulaire  a pour  base  un  rec- 
tangle et  se  termine  par  une  file  de  boulets.  Soit  p -f-  « le 
nombre  des  boulets  de  la  file  supérieure.  La  tranche  située 
immédiatement  au-dessous  sera  formée  de  deux  files  conte- 
nant chacune  p -f-  2 boulets , de  sorte  que  le  nombre  des 
boulets  de  cette  tranche  sera  2(/>  -f-  2) , le  nombre  des  bour 
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lels  de  la  tranche  suivante  sera  3(j>-4-3),  ainsi  de  suite. 
Enfin  si  le  nombre  des  boulets  du  petit  côté  de  la  base 
est  n,  le  nombre  des  boulets  de  la  base  sera  n(p  +n).  Le 
nombre  des  boulets  de  la  pile  sera  donc 

P + i + 2(/>  4 a)  + Xp  •+•  3)  + + "(/»  -h  «)• 

Cette  somme  se  compose  de  deux  parties  dont  l’une  est... 
/;(i+2-f-3-K  • • .-4-n) , et  l’autre  est  i+2’-f-3 -f-n’. 

, .,  . p Xnx  (n  + i) 

La  première  partie  a pour  expression  ; et 

d'après  la  formule  (4)  la  seconde  partie  est  exprimée  par 

nin  1)(aw  ~f~  0.  Qn  obtiendra  donc  le  nombre  des  bou- 
2 . 3 

lets  de  la  pile  rectangulaire  en  faisant  la  somme  de  ces  deux 
fractions , ce  qui  donne 

w(n  -f-  i)(3/>  a»  -4-  t) 

1.2.3 

Pour  évaluer  le  nombre  des  boulets  contenus  dans  une 
pile  tronquée , il  faudra  prendre  la  différence  de  deux  piles 
complètes. 

332.  La  dénomination  de  nombres  figurés  ne  s’applique 
pas  seulement  aux  nombres  qui  composent  le  triangle  arith- 
métique de  Pascal  ; elle  a été  étendue  à beaucoup  d’autres 
suites  de  nombres  parmi  lesquelles  sont  comprises  la  suite 
des  carrés  des  nombres  naturels , qu’on  nomme  les  nombres 
carrés , et  la  suite  des  nombres  qui  se  forment  par  l'addi- 
tion de  plusieurs  termes  consécutifs  de  la  suite  des  carrés 
des  nombres  naturels  à partir  de  t.  Mais  la  théorie  de  ces 
diverses  suites  de  nombres  figurés  n’est  qu’un  simple  objet 
de  curiosité , auquel  nous  ne  devons  pas  nous  arrêter. 
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THÉORIE  DD  PI  US  GRAND  COMMUN  DIVISKUR  ALGÉBRIQUE. 


De  la  décomposition  des  quantités  algébriques  en 
facteurs  premiers. 

, <-  • j,v  ; . 1 

555.  On  nomme  quantités  entières  toutes  les  quantités  algé- 
briques rationnelles  qui  ne  contiennent  aucun  dénomina- 
teur numérique  ou  littéral,  et  l’on  dit  qu’une  quantité  entière 
est  ou  n’est  pas  divisible  par  une  autre , suivant  que  le  quo- 
tient de  la  première  quantité  par  la  seconde  est  ou  n’est  pas 
une  quantité  entière. 

Lorsqu’une  quantité  entière  n’est  divisible  par  aucune 
quantité  entière  autre  qu’elle-même  et  l’unité,  on  dit  qu’elle 
est  première.  Ainsi,  a — b%  est  une  quantité  première  ; il  en 
est  de  même  du  trinôme  x * — x 1 , car  ce  trinôme  étant 

équivalent  à (x  — 1 )’  -J-.| , n’admet  pour  diviseur  aucune 
quantité  entière  autre  que  lui-inème.  On  dit  que  deux  quan- 
tités entières  sont  premières  entre  elles , lorsqu’il  n’existe 
aucune  quantité  entière  autre  que  l’unité  qui  les  divise  exac- 
tement l’une  et  l’autre.  Ainsi  les  quantités  a1  — b * et 
sont  premières  entre  elles,  car  a*  — b 4 n’admet  pour  divi- 
seurs que  a~r-b  et  a -f  b , et  aucun  de  ces  deux  facteurs  ne 
divise  a’-q-è’.  i U 

Les  quantités  premières  algébriques  donnent  lieu  à des 
théorèmes  analogues  à ceux  que  nous  avons  exposés  dans  le 
chapitre  VIII  sur  les  nombres  premiers  ( n05  217  et  218). 
Les  démonstrations  de  ces  théorèmes  qui  servent  de  base  à 
la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  , sont 
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dues  à M.  Lefébure  de  Foürcy,  et  il  les  a publiées  pour  U 
première  fois  en  18x7 , dans  un  ouvrage  intitulé  : Traité  sur 
le  plus  grand  commun  diviseur  et  la  théorie  de  l’élimi- 
nation. 

334.  Théorème  i".  Toute  quantité  première  P qui  divise  le 
produit  de  deux  quantités  entières  A et  B , doit  diviser  Y une 
d’elles.  ..  — 

Nous  avons  déjà  démontré  ce  théorème  pour  le  cas  où 
A,  B,  P,  sont  des  nombres  (n°  817).  Supposons  que  ces 
quantités  ne  contiennent  pas  plus  d’une  lettre;  il  y aura 
quatre  cas  à examiner. 

Premier  cas.  A contient  la  lettre  x,  B et  P sont  numériques . 

Soit 

A ==  ox“  -J-  bx&  4-  etc.; 

a , b , etc. , étant  des  nombres  entiers  > ainsi  que  * , /S,  etc. 
En  multipliant  A par  B , on  a 

AB  = Bar*  -1-  Bbx^  -f-  etc. 

Puisque  le  produit  AB  est  divisible  par  le  nombre  P . il  faut 
que  P divise  chacun  des  coefficients  Ba , BA  , etc.  ; par  consé- 
quent si  P , qui  est  un  nombre  premier , ne  divise  pas  B , il 
devra  diviser  chacun  des  nombres  a,  b , etc.  Or,  s’il  divise 
tous  ces  nombres,  il  divise  le  polynôme  A.  Donc  P doit  di* 
viser  A ou  B. 

Second  cas.  A et  B contiennent  x , P est  numérique. 

Supposons  que  P ne  divise  ni  A ni  B.  Nommons  A'  l'en- 
semble de  tous  les  termes  de  A , dont  les  coefficients  sont  des 
multiples  de  P,  et  A"  l'ensemble  de  tous  les  autres  termes  t 
on  aura  A = A'  4 A*.  Décomposons  B de  la  même  manière, 
et  soit  B = B'4-B',  on  aura 

AB  = (A'  + A")(B'  + B")  = A'B'  + A'B"  4-  AnB'  4 A'B' . 

Les  trois  premières  parties  de  ce  produiront  divisibles  par  P ; 
«t  puisque,  suivant  l’énoncé  du  théorème,  P divise  AB,  il 
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faut  que  P divise  A"B",  ce  qui  exige  qu’il  divise  tous  les  termes 
de  À"B".  Soient  ax * et  bx?  les  termes  de  A*  et  de  B"  dans 

lesquels  la  lettre  x a le  plus  haut  exposant,  le  terme  abx 
fera  partie  du  produit  A"B",  et  il  ne  pourra  se  réduire  avec 

aucun  autre  terme  de  ce  produit  ; or  le  terme  abx'+C  n’est 
pas  divisible  par  P,  puisque,  d’après  les  suppositions,  P ne 
divise  ni  a ni  b.  Il  est  donc  impossible  d’admettre  que  P 
divise  AB  et  ne  divise  ni  A ni  B. 

Troisième  cas.  A contient  x , B est  numérique , et  P con- 
tient x . 

Représentons  par  Q le  quotient  de  AB  par  P,  qui,  par 
hypothèse,  est  une  quantité  entière,  et  nommons  F,  F,  F*... , 
les  facteurs  premiers  du  nombre  B ; on  aura 
AFF'FV..  = PQ. 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  étant  divisible  par  F,  le 
produit  PQ  doit  l’être  aussi  ; mais  P est  une  quantité  première 
qui  contient  x ; donc  elle  n’est  divisible  par  aucun  nombre  ; 
donc  Q est  divisible  par  F,  sans  quoi  le  produit  PQ  ne  pourrait 
pas  être  divisible  par  F (a*  cas).  Soit  Q' le  quotient  de  Q 
par  F,  on  aura 

AF'F' . . . = PQ'. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  Q'  doit  être  divisible 
par  F'  ; et , en  nommant  Q*  le  quotient , on  aura 

AF" ...  = PQ". 

En  continuant  ainsi  jusqu’à  ce  que  le  premier  membre  ne 
renferme  plus  que  A , on  arrivera  à une  égalité  telle  que 

A = PQ,; 

et  comme  Q,  sera  encore  une  quantité  entière  , on  conclut  de 
cette  dernière  égalité  que  P divise  A . 

Quatrième  cas.  A , B et  P contiennent  x. 

Supposons  que  P ne  divise  pas  A.  Si  le  degré  de  P ne  surpasse 
pas  celui  de  A , effectuons  la  division  de  A par  P , afin  de 
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parvenir  à un  reste  de  degré  moindre  que  P.  Le  quotient' 
pourra  contenir  des  coefficients  fractionnaires,  mais  il  sera, 
entier  par  rapporta  x.  Représentons  par  M le  nombre  jwr 
lequel  il  faudra  multiplier  ce  quotient  pour  que  tous  les 
dénominateurs  disparaissent,  par  Q le  polynôme  entier  qui 
résultera  de  cette  multiplication,  et  par  A'  le  polynôme 
qu’on  obtiendra  en  multipliant  aussi  par  M le  reste  de  la 
division  ; il  est  clair  que  Q et  A'  seront  le  quotient  et  le 
reste  qu’on  trouverait  si  l’on  divisait  M par  P,  de  sorte 
que  l’on  aura 

MA  = PQ  + A'. 


A'  ne  sera  pas  nul  ; autrement  le  produit  MA  serait  divisible 
par  le  polynôme  premier  P , ce  qui  est  impossible  ( 3e  cas  ) ; 
de  plus  A'  sera  uue  quantité  entière,  puisque  MA  et  PQ  sont 
des  quantités  entières. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l’égalité  ci-dessus  par 
B , et  les  divisant  ensuite  par  P , il  vient 


M^=  BQ  +Ç. 


On  conclut  de  cette  dernière  égalité  que  P,  qui  divise  AB , doit 
diviser  aussi  A'B. 

Supposons  que  A'  soit  algébrique  ; en  divisant  P par  A',  on 
parviendra  à un  reste  de  degré  moindre  que  A',  et  en  repré- 
sentant par  M'  le  nombre  par  lequel  il  faudra  multiplier  le 
quotient  pour  que  les  dénominateurs  disparaissent,  par  Q' le 
polynôme  entier  qui  résultera  de  cette  multiplication,  et 
par  A”  le  produit  qu’on  obtiendra  en  multipliant  aussi  par  M' 
le  reste  de  la  division,  on  aura 

M'P  = A'Q'  + A". 

A”  ne  sera  pas  nul;  car  si  cela  était,  il  faudrait  que  M'P  fût 
divisible  par  chaque  facteur  premier  algébrique  de  A'?  ce  qui 
est  impossible  ; de  plus,  A"  sera  une  quantité  entière,  puisque 
M'P  et  A'Q'  seront  des  quantités  entières. 

Eu  multipliant  les  deux  membres  de  la  dernière  égalité  par 
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B,  et  les  divisant  ensuite  par  P,  on  aura 

m'k  A'Brv  A"R 

MB  = yQ  + -p- 


On  conclut  de  celle-ci  que  P,  qui  divise  A'B,  doit  diviser 
aussi  A"B. 

Si  A"  est  encore  algébrique,  on  divisera  P par  A"  ; il  en  ré- 
sultera une  nouvelle  égalité  semblable  aux  précédentes , 
savoir  : 

M'P  = A'Q'  + A*;  d’où  = 


La  dernière  égalité  montre  que  P,  qui  divise  A"B,  doit  diviser 
aussi  A"rB. 

En  continuant  ainsi , on  parviendra  nécessairement  à un 
reste  numérique  A, , puisque  l’on  ne  saurait  avoir  un  reste  nul 
immédiatement  après  un  reste  fonction  de  x ; et  comme  ou 
voit  par  les  raisonnements  ci-dessus  que  le  produit  A,B  devra 
encore  être  divisible  par  P,  il  s’ensuit  que  P doit  diviser  B 
(3*  cas). 

Si  le  degré  de  P surpassait  celui  de  A,  la  démonstration  se 
ferait  de  la  même  manière;  seulement  on  diviserait  d’abord  P 
par  A , au  lieu  de  diviser  A par  P. 

Si , au  lieu  de  supposer  que  les  quantités  A,  B et  P ne  con- 
tiennent pas  plus  d’une  lettre,  on  suppose  qu’il  peut  y avoir, 
dans  ces  quantités,  deux  lettres  x et  y,  on  aura  encore  quatre 
cas  à examiner  , savoir  : 

► 

Lorsqu’un  seul  des  facteurs  A et  B contient  la  lettre  x , et 
que  P ne  la  contient  point. 

Lorsque  les  deux  facteurs  A et  B contiennent  la  lettre  x , et 
que  P ne  la  contient  point. 

Lorsqu’un  seul  des  facteurs  A et  B contient  la  lettre  x,  et 
que  P la  contient  aussi. 

Enfin , lorsque  les  deux  facteurs  A et  B contiennent  la 
lettre  x , et  que  P la  contient  aussi. 

Les  démonstrations  sont  semblables  à celles  qui  viennent 
d’être  exposées  ; la  seule  différence  consiste  en  ce  que  les 
2*  Édit.  ?.3 
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quantités  qui  précédemment  étaient  supposées  numériques  t 
peuvent  être  ici  des  quantités  algébriques  dépendantes  de  la 
lettre  y. 

De  même  que  les  cas  où  les  quantités  A , B , P,  ne  renfer- 
ment pas  plus  d’une  seule  lettre  , servent  à démontrer  la  pro- 
position pour  les  cas  où  ces  quantités  peuvent  contenir  deux 
lettres  ; de  même  ceux-ci  serviront  à s’élever  aux  cas  où  ces 
quantités  pourraient  contenir  trois  lettres;  et  ainsi  de  suite, 
quel  que  soit  le  nombre  des  lettres.  Le  théorème  général  doit 
donc  être  regardé  comme  démontré. 

538.  Théorème  ii.  line  quantité  littérale  ne  peut  pas  être 
décomposée  en  facteurs  premiers  de  plusieurs  maniérés. 

Soit  ABCD. . . un  produit  de  facteurs  premiers,  et  supposons 
qu’il  soit  égal  à un  autre  produit  abcd. . . , les  facteurs  a , 
b ,c,  d. . . étant  aussi  premiers.  Le  facteur  a divisant  abcd..., 
il  faudra  qu'il  divise  aussi  ABCD. . . Or,  si  la  quantité  pre- 
mière a est  différente  de  chacune  des  quantités  premières  A, 
B,  C,  D,  etc.,  elle  ne  pourra  diviser  aucune  d’elles;  ne 
divisant  ni  A ni  B , d’après  le  théorème  précédent  elle  ne 
divisera  pas  le  produit  AB;  ne  divisant  ni  AB  ni  C,  elle 
ne  divisera  pas  ABC  ; ainsi  de  suite.  Il  faut  donc  que  le  fac- 
teur a soit  égal  à l’un  des  facteurs  A , B , C,  D,  etc.  Supposons 
a = A.  En  divisant  les  deux  produits  par  A,  les  produits  res- 
tants BCD...  et  bcd...  seront  encore  égaux  , et  en  leur  appli- 
quant le  raisonnement  précédent  on  conclura  que  b doit  être 
égal  à l’un  des  facteurs  du  produit  BCD....  Ainsi  de  suite.  Il 
faut  donc  que  les  deux  produits  ABCD. . . et  abcd...  soient 
composés  des  mêmes  facteurs  premiers;  ce  qui  démontre  le 
théorème  énoncé. 

On  doit  remarquer  que  cette  démonstration  ne  diffère  pas 
de  celle  que  nous  avons  donnée  pour  les  nombres  (n“  218). 

Corollaire.  Au  moyen  du  théorème  ci-dessus  , il  est  facile 
de  prouver  la  proposition  que  nous  avons  admise  dans  les 
n°'  180  et  328  : que  la  racine  d'un  degré  quelconque  d une 
quantité  entière  ne  peut  cire  une  quantité  fractionnaire.  La 
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démonstration  est  tout-à-fait  semblable  à celle  qui  a été 
donnée  pour  les  nombres  ( n“  822). 

Du  plus  grand  commun  diviseur  des  quantités 
algébriques  entières.  , 

356.  On  désigne  par  le  nom  de  plus  grand  commun  divi- 
seur de  plusieurs  quantités  entières  algébriques , le  produit  de 
tous  les  facteurs  premiers,  numériques  ou  littéraux  , com- 
muns à ces  quantités. 

337.  Il  résulte  de  cette  définition  que  l'on  obtiendra  le 

plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  monomes , en  cher- 
chant le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  numé- 
riques , et  en  écrivant  à la  suite  de  ée  nombre  chaque  lettre 
commune  à tous  les  mouoines  avec  le  plus  petit  exposant  dont 
elle  est  affectée.  Ainsi , pour  trouver  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  monomes  4 3ua»d’x'’ , , goa^bx' , on 

cherche  d’abord  celui  des  nombres  432»  a^o’etgo;  comme 
ce  plus  grand  commun  diviseur  est  18,  celui  des  monomes 
proposés  est  i8a‘bx‘.  . 

338.  Pour  obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
polynômes  entiers  M et  N,  on  détermine  d’abord  les  facteurs 
monomes  de  chaque  polynôme  » en  cherchant,  comme  il  vient 
d’être  dit,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  termes'de  chacun 
d’eux.  Soit  ale  plus  grand  commun  diviseur  des  termes  de  M, 
et  b le  plus  grand  commun  diviseur  des  termes  de  N.  En  divi- 
sant M par  a et  N par  b , on  aura  des  quotients  entiers  A et  B. 
Il  est  évident , par  la  définition  du  plus  grand  commun  divi- 
seur, que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  M 
et  N sera  le  produit  du  plus  grand  commua  diviseur  des  mo- 
nômes a et  J , par  celui  des  polynômes  A et  B.  • j H 

Soient»  par  exemple  , ....  j.. 

M = — 4 vtjyx6  1 4 a'jx3  — 1 2ayx^  — j 4 ajr'x*, 

N = — - a*.r6  + a3x5  -f-  aa’x*  + d'x3  — 2af.r’. 
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Le  plus  grand  commun  diviseur  des  termes  de  M est  ajx' , le 
plus  grand  commun  diviseur  des  termes  de  N est  a'x2 , et  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  ces  deux  quantités  est  ax2. 
En  divisant  A par  ayx*,  et  B par  , on  trouve  les  quotien» 

A = — 4-  x^ax*  — tzx2 •jayx  + i4^, 

B = — à‘x<>  -f-  ax-  4-  7X2  4-  «’x  — ia\ 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  polyDOines  M et  N sera 
donc  égal  à celui  des  polynômes  A et  B multiplié  par  ax\ 

559.  Cherchons  actuellement  comment  il  faut  opérer,  pour 
obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes 
entiers  A et  1 qui  ne  contiennent  plus  de  facteurs  monorues. 

Supposons  que  l’qn  ait  ordonné  ces  polynômes  par  rap- 
port à une  lettre  x , et  que  le  degré  de  B ne  surpasse  pas 
ceUn  de  A.  U est  clair  que  si  B divisait  exactement  A , le 
polynôme  B serait  lui -même  le  plus  grand  eommun  diviseur; 
on  est  donc,  conduit  à diviser  A par  B-  Supposons  que  la 
division  ne  se  fasse  pas  exactement,  et  que  l’on  obtienne  un 
quotiant  entier  Q,  et  un  reste  R d’un  degré  moindre  que  B 
par  rapport  à r;  on  aura 

A = BQ  -f  R. 

Cette  égalité  montre  que  tous  les  facteurs  communs  à A et  B 
doivent  m trouver  dans  R , et  tous  les  facteurs  communs  à 
B et  R doivent  se  trouver  daua  A ; le  plus  grand  commun 
diviseur  de  A et  fi  sera  donc  le  même  que  celui  de  B et  R. 

Pour  que  cette  conclusion  soit  rigoureuse , il  est  nécessaire 
que  le  quotient  Q soit  entier.  Qr,  dans  le  plus  grand  nombre 
de  cas,  on  ne  pourra  pas  effectuer  la  division  de  A par  B 
de  manière  à parvenir  à un  reste  de  degré  moindre  que  A, 
m..  que  les  multiplicateurs  des  puissances  de  x dans  le 
quotient  soient  fractionnaires;  et  l’on  se  trouvera  arrêté  dès 
la  première  division  partielle,  si  le  multiplicateur  de  la 
plus  haute  puissance  de  x dans  A n’est  pas  exactement  di- 
visible par  celui  de  la  plus  haute  puissance  de  x dans  B. 

On  lèverait  cette  difficulté  en  multipliant  le  dividende 
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A par  le  multiplicateur  de  la  plus  haute  puissance  de  x 
dans  B , ou  par  les  facteurs  premiers  de  ce  multiplicateur 
étrangers  à celui  de  la  plus  haute  puissance  de  x dans  A ; 
mais , pour  que  cette  préparation  puisse  être  employée  sans 
altérer  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  A et  B, 
il  faudra  que  l’on  soit  assuré  que  la  quautité  par  laquelle 
on  multipliera  le  dividende  n’est  point  un  diviseur  exact  de  B. 

Quand  les  polynômes  A et  B ne  contiennent  qu’une  seule 
lettre  x , les  coefficients  des  puissances  de  cette  lettre  dans 
chaque  polynôme  sont  premiers  entre  eux  , puisque  , par 
hypothèse,  on  a supprimé,  dans  chacun  des  polynômes, 
tous  les  facteurs  monomes.  Il  en  résulte  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  polynômes  A et  B,  qui  est  le  produit 
des  facteurs  premiers  communs  à ces  polynômes,  uc  chan- 
gera pas,  si  l’on  multiplie  le  dividende  A par  le  coefficient 
du  premier  terme  de  B ou  par  un  facteur  quelconque  de 
ce  coefficient.  De  cette  manière,  la  première  division  par- 
tielle s’effectuera  sans  fraction  ; et  en  recourant  à une  pré- 
paration semblable,  chaque  fois  que,  dans  le  cours  de  la 
division  de  A par  B , on  parviendra  à un  dividende  partiel 
dans  lequel  le  coefficient  du  premier  ternie  ne  sera  pas  exac- 
tement divisible  par  le  coefficient  du  premier  terme  du  di- 
viseur, on  pourra  pousser  les  calculs  jusqu’à  ce  qu’on  soit 
parvenu  à un  reste  R de  degré  moindre  que  B.  Il  ne  s’agira 
plus  alors  que  de  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  polynômes  B et  R.  A cet  effet,  on  divisera  B par  R, 
en  observant  d’abord  que  s’il  y a daus  R des  facteurs  mo- 
nomes, on  pourra  les  supprimer  puisqu’il  n’en  existe  plus 
de  tels  dans  B.  En  continuant  ces  opérations  , comme  les  de- 
grés des  restes  iront  toujours  en  diminuant , on  parviendra  né- 
cessairement à un  reste  indépendant  de  x.  Quand  ce  reste 
sera  zéro  , le  reste  précédent  sera  le  plus  grand  commun  divi- 
seur des  polynômes  A et  B.  Quand  le  dernier  reste  ne  sera  pas 
nul , les  polynômes  A et  B n’auront  aucun  diviseur  commun  ; 
car  tout  diviseur  commun  à ces  polynômes  devrait  diviser  le 
dernier  reste , par  conséquent  il  ne  pourrait  être  qu’une  quan- 


358  TRAITÉ  ÉLÉMEJN TAIRE  D’ALGÈBRE, 
tité  indépendante  de  x,  c’est-à-dire  un  nombre,  et  par  hypo- 
thèse A et  B n’ont  plus  de  facteurs  numériques. 

Voici  un  exemple  de  ces  operations  : 

A = 3X5  — iox3  + i5x  -f-  8, 

' B = x5  — 2x*  — 6x34-  4x’  4-  i3x  4-  6. 

Première  Division. 

3.x5  — iox3  4-t5x4-8rx5-r2a4-6x34“4^,5-f-t3x4-b 

— 3x54*6x,4-i8x3-i2x1-39x—  i8  ! 3 

4-  6x44*8x3 1 2X* — 2^x — i o 

3x»4-4x3 — 6x’ — 1 2X — 5. 

Avant  de  passer  à la  seconde  division,  on  supprime,  dans 
le  reste  de  la  première , le  facteur  2 , et  Ton  multiplie  le 
polynôme  B par  3. 

Deuxième  Division. 

3x* — 6x* — 1 8x34-  i 2X2  4-  3gx  4- 1 8 ( 3x<4-4x3~6r,-i2x-5 
— 3x® — 4**+  6x34- i 2X*-|-  5x  ix  — 5 

— iox+ — 1 2x’-j-  24x'4-44x4-  ! 8 

— 5x* — 6x34-i2xs 4-22x4-  9 

— i5x* — i8x34-36x’  4-  66x4-27 

-(- 1 5x*4-2ox3 — 3oxJ — 6ox — 25 

4-  2X3-f-  6x’-J-  6x-j-  2 

x3-}-  3xJ4-  3x4-  *■ 

On  a divise'  le  premier  reste  de  cette  deuxième  division 
par  2 ; on  a multiplie'  le  résultat  par  3 , afin  d’obtenir  un 
quotient  entier;  et  Ton  a supprimé,  dans  le  second  reste , le 
facteur  2. 

Troisième  Division. 

3x*4-4x3 — 6x* — 12X — 5 (x34-3x’4-3x4-i 

— 3x< — gx3 — gx* — 3x  (3x — 5 

— 5x  ' — 1 5x'' — i5x — 5 

4-5x34- 1 5x’-f- 1 5x-j-5 
o. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  est  x3  4"  3x*  4-  3x  4.  j , 
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■540.  Avant  de  passer  aux  cas  où  les  polynômes  contiennent 
plusieurs  lettres  , il  faut  montrer  comment  on  peut  trouver 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  quantités , quand 
on  sait  trouver  celui  de  deux  quantités. 

Supposons  que  l’on  demande  le  plus  grand  commun  di- 
viseur de  quatre  quantités  A,  B,  C,  D.  Soit  d le  plus  grand 
commun  diviseur  de  A et  B,  et  celui  de  d et  C,  et  d“  celui 
de  d' et  D.  Le  plus  grand  commun  diviseur  des  quatre  quan- 
tités A,  B,  C,  D,serad";  car  d contenant  tous  les  facteurs 
premiers  communs  à A et  B,  et  et  contenant  tous  les  fac- 
teurs communs  à d et  C , d”  est  le  produit  des  facteurs  pre- 
miers communs  à A,  B et  C;  et  puisque  d’  contient  tous 
les  facteurs  premiers  communs  à d'  et  D,  il  est  le  produit 
de  tous  les  facteurs  premiers  communs  aux  quatre  quantités 

A>  B’  G>  D-  Zu 

341.  Considérons  actuellement  le  cas  où  l'on  veut  trouver 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  M et  N 
qui  contiennent  deux  lettres  x et  jr  ; et  supposons,  confor- 
mément à ce  qui  a été  dit  dans  le  n°  338,  que  ces  polynômes 
aient  été  d’abord  débarrassés  de  leurs  facteurs  monômes. 
Si  l’on  ordonne  les  deux  polynômes  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  d’une  des  deux  lettres,  x par  exemple, 
les  coefficients  de  cette  lettre  pourront  être  des  polynômes, 
mais  ils  ne  contiendront  que  la  seule  lettre  y;  et  tout  di- 
viseur indépendant  de  x de  l*un  des  polynômes  M et  N de- 
vra nécessairement  diviser  les  coefficients  de  toutes  les  puis- 
sances de  x dans  ce  polynôme  (n°  80). 

Nommons  a le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients 
des  diverses  puissances  de  x dans  M , et  b celui  des  coeffi- 
cients des  puissances  de  x dans  N.  En  divisant  M par  a,  et  N 
par  b , on  obtiendra  des  quotients  entiers  A et  B , et  le 
plus  grand  commun  diviseur  demandé  sera  égal  au  plus 
grand  commun  diviseur  des  quantités  a et  b multiplié  par 
celui  des  polynômes  A et  B.  Or  on  pourra  appliquer  aux  po- 
lynômes A et  B tout  ce  que  nous  avons  dit  relativement  à 
deux  polynômes  qui  ne  contiennent  qu’une  seule  lettre , 
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seulement  les  observations  qui  se  rapportaient  aux  coeffi- 
cients numériques,  et  aux  facteurs  numériques  que  l’on  de- 
vait introduire  dans  les  dividendes,  ou  supprimer  dans  les 
restes  successifs,  s’appliqueront  à des  facteurs  algébriques 
qui  pourront  être  des  polynômes  en  y. 

E X E M P L E. 

M=:2(y3—y'À~y+2)xi+3(jr1-~i)x1—(7.y3—y,-2j+ 1) , 
N=3(j-3— 4jr‘+5r— 7 r-f  J )x-(3y3-5y'+y+ 1 ) . 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  des  puis- 
sances de  x dans  M est  a —y*  — i ; le  plus  grand  commun 
diviseur  des  coefficients  des  puissances  de  x dans  N est 
b=xy% — V'-h  1 — (f — 0*»  et  Ie  plus  grand  commun 
diviseur  de  a et  de  b est  y — i. 

On  divise  M par  y*  — i , et  N par  y * — zy  -f-  i , ce  qui 
donne  les  quotients 

A = 2 {y  — 2)x 3 + 3x‘  — (2  y — i), 

B = — »)*’  + -jx  — (3  y + i). 

On  divise  A par  B ; et , afin  de  n’avoir  que  des  quantités  en- 
tières au  quotient,  on  multiplie  d’abord  A par  3.  On  obtient 
de  cette  manière  le  reste 

— 5xa  + 2(3 \y  + i)x  — 3(2 y — i). 

Pour  continuer  la  division  , il  faut  multiplier  ce  second  di- 
vidende partiel  par  3(j-— 2);  on  parvient  alors  à un  reste  du 
premier  degré  par  rapport  à x , qui  est 

(187-’  — 3 oy  a3)x  — (i8ya  — 3 oy  + 23). 

Supprimant  dans  ce  reste  le  facteur  i8y* — 3oy-\-z3,  il  se 
réduit  à 

R = x — 1. 

On  divise  B par  R ; le  reste  de  cette  opération  est  zéro.  Il  en 
résulte  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  A 
et  B est  x — 1 ; par  conséquent  celui  des  polynômes  pro- 
posés M et  N est 

( y — i)(x  —j  ) — yx  — x —y  + 1. 
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342.  De  même  qu’on  passe  du  cas  où  les  polynômes  ne 
contiennent  qu’une  lettre,  à celui  où  ils  en  contiennent  deux, 
de  même  on  s’élèvera , de  ce  second  cas , à celui  des  poly- 
nômes qui  renferment  trois  lettres  ; et  ainsi  de  suite.  Par 
conséquent,  on  pourra  toujours  déterminer  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  plusieurs  polynômes  renfermant  un 
nombre  quelconque  de  lettres. 

343.  Nous  prendrons  pour  dernier  exemple  les  polynômes 
A et  B que  nous  avons  obtenus  dans  le  n°  338  , savoir  : 

A = — -+•  — 12X1  — ytryx  -h 

B = — a\x>  -f-  axs  -J-  2x’  -f-  a3x  — a a2. 

Comme  B ne  contient  pas  y,  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  deux  polynômes  doit  être  indépendant  de  cette  lettre  ; par 
conséquent  il  doit  diviser  les  coefficients  de  A ordonné  par 
rapport  à y,  savoir  ! 

— 4«'x4  "h  i4ax'1  ' — «a*1  et  — iax  •+*  «4- 


On  cherche  donc  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  deux 
derniers  polynômes  , ou,  ce  qui  revient  au  même,  celui  de 


— a «’x*  + 7«x  — 6 et  — ax  - f-  a. 

Ce  plus  grand  commun  diviseur  est  — ax  -f-  a ; et  comme 
il  divise  exactement  B,  il  s’ensuit  que  — ax-f-a  est  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  polynômes  A et  B. 

Nous  proposerons  pour  exercices  les  deux  exemples  suivants  : 

i°.  A=  6x3 — fyx’  -+-  zy^x — qy3, 

B = tax*  — \ 5>yx  -f-  3y* 

Le  plus  grand  commun  diviseur  est  x —y. 


a0.  A — (b  — c)xa  -f-  (a ab  — ?.ac)x  -f-  à1  b — a’c, 

B = ( ab  — ac  bÀ  — bc)x  ■+■  a’c  -f-  ni’  — a' b — abc. 


Le  plus  grand  commun  diviseur  est  b — c. 
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PROPOSITIONS  GÉNÉRALES  SUR  LES  ÉQUATIONS  D’ON  DEGRÉ  QUELCONQUE 
A UNE  SEULE  INCONNUE. 


Explications  préliminaires. 


344.  Une  équation  numérique  du  degré  m,  à une  seule 
inconnue  , peut  toujours  être  ramenée  à la  forme 

xm  4-  Axm~'  4-  Bx"-*  4-  Cx"-3....  4-  K = o, 

A,  B,  C, . . .K  , représentant  des  quantités  numériques  quel- 
conques, positives  ou  négatives,  et  m étant  un  nombre  entier 
positif. 

On  peut  supposer  que  la  plus  haute  puissance  de  l’incon- 
nue a pour  coefficient  l’unité  ; car,  si  elle  était  affectée  d’un 
autre  coefficient,  on  n’altérerait  pas  l’équation  en  divisant 
tous  les  termes  par  ce  coefficient. 

348.  Les  expressions  dans  lesquelles  il  entre  des  quantités 
qui  peuvent  prendre  diverses  valeurs  sont  appelées  des  fonc- 
tions de  ces  quantités.  Ainsi  un  polynôme  qui  contient  des 
inconnues  x,jr,  etc.,  est  une  fonction  de  ces  inconnues.  On 
dit  que  ce  polynôme  est  une  fonction  entière , lorsque  les  in- 
connues x,  j,  etc.  , n’entrent  ni  sous  des  radicaux  ni  dans  des 
dénominateurs  , et  ne  sont  affectées  que  d’exposants  entiers 
positifs,  toutes  les  autres  quantités  pouvant  être  fractionnaires 
et  irrationnelles.  *’ 

Pour  désigner  généralement  les  fonctions  d’une  quantité  x, 
on  emploie  des  notations  telles  que  celles-ci  : f(x),  F(x), 
$>(x) , etc.  On  représente  de  même  les  fonctions  de  deux 
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quantités  x et  y par  f(x  , jr) , F(x,  j') , etc.  La  lettre  que 
l’on  place  devant  les  parenthèses  comme  signe  de  fonction 
doit  être  différente  pour  des  fonctions  différentes  ; mais 
lorsque  la  même  lettre,  employée  de  cette  manière,  se  re- 
produit plusieurs  fois  dans  le  cours  d’un  calcul  ou  d’une 
explication  , elle  indique  des  fonctions  composées  absolument 
de  la  même  manière  : c’est-à-dire  que  , si  une  fonction  a été 
représentée  par  f (x) , la  notation  f(a)  représente  ce  que 
devient  cette  fonction  lorsqu’on  y remplace  x par  a ; fiy — 2) 
exprime  ce  que  devient  la  même  fonction  quand  on  remplace  x 
par  y — 2;  y(3),  ce  qu’elle  devient  quand  on  fait  x = 3. 
Pareillement,  f(x , 3)  représente  ce  que  devient  la  fonction 
f(pc,y)  quand  on  fait  y = Z,  sans  attribuer  aucune  va- 
leur à x. 

546.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  montrer,  par  un  exemple, 
comment  on  peut  obtenir  d’une  manière  fort  simple  la  valeur 
que  prend  un  polynôme  entier  fonction  de  x , lorsque  l’on 
donne  à x une  valeur  numérique.  Soit  le  polynôme 

4 x5  — i3x*  -{-  ôx1  — 4xa  — 8, 

et  supposons  qu’on  veuille  obtenir  la  valeur  de  ce  polynôme, 
quand  on  fait  x = 3;  on  opère  comme  on  le  voit  ci-dessous  : 

4X3—  i3  = — 1,  -ix3  + 5 = +î,  +îx3-4  = + 2.' 

+îX3=+6,  -J- 6 x 3 — 8 = -f-  1 o. 

Le  nombre  10  est  le  résultat  cherché  ; car  d’après  les  opéra- 
tions qui  y ont  conduit,  il  est  évident  que  ce  nombre  est  égal  à 

4X35-  i3x3*  + 5x33-4x  3’  — 8. 

347.  On  appelle  racine  d’une  équatiou  toute  quantité  ou 
toute  expression  imaginaire  qui , mise  à la  place  de  l’inconnue, 
change  cette  équation  en  une  égalité. 

La  résolution  générale  des  équations  consisterait  à trouver, 
pour  toutes  les  équations  d’un  même  degré,  les  expressions 
des  racines  en  fonction  des  coefficients.  Mais  quoique  l’on 
obtienne  aisément  ces  expressions  pour  les  équations  du 
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deuxième  , du  troisième  et  du  quatrième  degré  , on  n’a  pu 
jusqu’à  présent  parvenir  à les  trouver  pour  les  équations  du 
cinquième  degré.  On  a vu  d’ailleurs,  dans  le  chapitre  VII, 
que  les  formules  qui  se  déduisent  de  l’équation  générale  du 
troisième  degré  x3  -f- px  -f-  q — o , sont  telles  qu’il  est  impos- 
sible d’en  tirer  les  valeurs  numériques  des  racines  par  la 
substitution  de  celles  des  coefficients , lorsque  l’on  a entre 
ces  coefficients  la  relation  4 p1  ~h  <[  o ; ce  qui  est  préci- 

sément , comme  on  le  verra  dans  la  suite , le  cas  où  toutes  les 
racines  sont  réelles.  Cette  difficulté  , que  les  analystes  ont 
désignée  par  le  nom  de  cas  irréductible , existe  aussi  pour  les 
équations  du  quatrième  degré  ; et  elle  aurait  lieu  à plus  forte 
raison  dans  les  degrés  supérieurs.  C’est  pourquoi  on  a re- 
noncé à s’occuper  de  la  résolution  générale  des  équations  , 
pour  ne  s’appliquer  qu’à  perfectionner  les  méthodes  par  les- 
quelles ou  peut  calculer  les  racines  d’une  équations  dont  les 
coefficients  sont  numériques.  Nous  allons  exposer  les  pro- 
priétés sur  lesquelles  ces  méthodes  sont  fondées. 

Composition  du  développement  qui  résulte  dû  une 
fonction  entière  de  x,  quand  on  remplace  x 
par  x -f-  y. 

548.  Soit  la  fonction  entière 

Ai”  -f-  Bx”1-'  -f-  Cxm_i  -f-  etc.  ; 
en  écrivant  x +y  au  lieu  de  x , il  vient 


A(x  -hr)m  -f  B(x  -Kr)""-'  + C(x  -f-  etc....  ; 


et  si  l’on  développe  les  puissances  du  binôme  x -f  y , en 
ordonnant  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  on  trouve 


Axm  -f-  rnkxm~'  y + m(m-])AxB_ï 

1 4-  (n* — t )Bxm— * -f-  (m — i )(r7»*-2)Bx*1- 3 

-f  Cx"-* +(m  — 3)C.r— ' 3)  Cxm~« 

-f-  etc. 
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Posons  , ponr  abréger , 

X = Ax"4-Bx"'-,+Cxm—+  etc. , 

X'=  mAim-,+(rn — i)Bxm— — ?.)Cx",_:’  -|-  etc. , 

X"=m(m-i)Ax"-*+(m-i)(m-2)Bxm_1+(m-2)(m-3)Cx*_<+etc., 

etc. 

Alors  le  résultat  précédent  se  trouvera  exprimé  comme  il  suit  : 

x + x>  + £^+  7^3^  + etc- 

X est  le  polynôme  donué  lui-même  ; X'  se  déduit  du  poly- 
nôme X en  multipliant  chaque  terme  par  l'exposant  de  x 
dans  ce  terme,  et  diminuant  l’exposant  d’une  unité  ; et  chacun 
des  polynômes  X*,  X*  , etc. , se  déduit  de  celui  qui  le  précède, 
comme  X'  se  déduit  de  X. 

Le  polynôme  X'  est  appelé  la  fonction  dérivée , ou  simple- 
ment la  dérivée  de  X.  Le  polynôme  X"  est  pareillement  la 
dérivée  de  X'  ; le  polynôme  X",  celle  de  X",  etc.  On  dit  aussi 
que  X*  est  la  dérivée  du  second  ordre  de  X , que  X"  en  est 
la  dérivée  du  troisième  ordre,  etc. 

Quand  une  fonction  a été  désignée  par  ./(. x) , on  représente 
ses  dérivées  successives  par  f\x)  , f"{x) , fm(x) , etc.  Au 
moyen  de  cette  notation,  on  a,  suivant  ce  qui  vient  d’être  dit, 

+j)  = f(x)  -4-  f(x)jr  + /'(x)  Z—  + /*(*)  + etc. 

349.  Comme  le  plus  haut  exposant  de  x diminua  d'une 
unité  en  passant  du  polynôme  donné  à sa  première  dérivée, 
ou  d’une  dérivée  à la  suivante,  un  polynôme  du  degré  m 
fournit  m dérivées  successives,  dont  la  dernière  ne  contient 
plus  x.  Il  est  facile  de  voir  en  outre  que , si  le  premier  terme 
du  polvnome  est  représenté  comme  ci-dessus  par  Axm  , la 
dernière  dérivée  ou  la  dérivée  de  l’ordre  m est 

i X a X 3 ...  m x A. 

v 

Par  conséquent , la  loi  des  termes  qui  composent  le  déve- 
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loppement  de  f(x+j)  donne  alors,  pour  le  dernier  ternie, 
Ajm.  C’est,  en  effet,  ce  que  l’on  voit  immédiatement,  en  écri- 
vant x-f -y  au  lieu  de  x dans  le  polynôme  Ax’n-f-Bx’n~'-f-  etc.  ; 
car  la  quantité  Axm  qui  devient  A(x  , donnera  le  terme 
Aym , et  il  n’y  aura  pas  d’autre  terme  dans  lequel  y soit 
affecté  de  l'exposant  m. 

580.  Pour  appliquer  à un  exemple  ce  qui  vient  d’être  dit 
sur  l’emploi  des  dérivées , soit  le  polynôme 

/(x)  = x5  + 5x*  -f-  x3  — i6x’  — 2ox  — 16. 

Si  l’on  veut  trouver  ce  que  devient  ce  polynôme  quand  on 
remplace  x par  y — i , on  calculera  les  dérivées  successives. 
La  première  dérivée  est 

/'(X)  = 5x*  -f-  20X3  -f-  3xa  — 32X  — 20  ; 

la  seconde  dérivée  divisée  par  2 donne 

f ^ = jox3  + 3ox*  -f-  3x  — 16; 

1 .2 

la  dérivée  de  cette  dernière  fonction , divisée  par  3 , donne 
f"rx ) 

- — ^-5  = ioxa  4-  20X  -f-  ij 

I d 

la  dérivée  de  celle-ci , divisée  par  4 , donne 


et  l’on  a enfin 


/■*(*) 

1 .2.3.4 


5x  -|-  5 ; 


/v(g) 

1 .2. 3. 4. 5 


Én  remplaçant  dans  ces  diverses  fonctions  x par  — 1 , on 
trouve 


/(-!)  = — 9.  /'(—  0 = °,  *^7““,,  77^y  = -9* 


/”(-  0 n /T(— 0 _ 

1.2. 3. 4 ’ 1.2. 3. 4. 5 ~ 
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et  l’on  en  conclut 

/Cr  — 0 = y ~ 9^3  + r%  — 9- 
En  employant  le  même  procédé  pour  trouver  ce  que  devient 
le  polynôme  îz4  — 5*’  -f-3x — 1 , quand  on  y remplace  x 
par  y — 2 , on  parvient  à 2y* — tôy3  + fôy1 — 4 y'- + 5. 

Des  valeurs  que  prend  une  fonction  entière  de  x 
quand  on  donne  à x des  valeurs  très  grandes  , ou 
des  valeurs  très  petites.  — Changements  qu’é- 
prouve la  fonction  quand  x varie  dune  manière 
continue. 


381.  Si  dans  le  polynôme  A\m  -(-  Bx*  -f-  Cx'1  -f-  etc. , les 
exposants  in,  n,  p,  etc.,  étant  des  nombres  entiers  positifs  qui 
vont  en  décroissant , on  attribue  à x des  valeurs  numériques 
suffisamment  grandes , positives  ou  négatives  , les  valeurs  du 
polynôme  auront  le  même  signe  que  celles  du  premier  terme 
Ax“ , et  on  pourra  donner  à x une  valeur  assez  grande  pour 
que  la  valeur  du  polynôme  soit  aussi  grande  qu'on  le  voudra. 
On  peut  écrire  le  polynôme  donné  comine  il  suit  : 

ÀX"(I+r^  + r^  + etc) 

Or , pour  une  valeur  très  grande  de  x , les  fractions  - , 


> etc.  , auront  toutes  des  valeurs  très  petites.  Par  suite 

. j B 1 C 1 . . 

la  somme  des  termes  — . — — —,  — . — — - ,etc.  .dont  le  nombre 
A xm~n  A x m P 


est  nécessairement  limité,  aura  aussi  une  valeur  très  petite  ; 
de  sorte  que , si  l’on  fait  croître  suffisamment  x,  le  polynôme 
renfermé  dans  les  parenthèses  finira  par  prendre  des  valeurs 
très  peu  différentes  de  l’unité  , et  qui  seront  par  conséquent 
positives.  Le  polynôme  donné  prendra  donc  des  valeurs  de 
même  signe  que  celles  du  terme  Axm.  On  voit  de  plus  que  la 
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valeur  du  polynôme  pourra  devenir  aussi  grande  qu’on  le 

voudra  , puisque  le  facteur  Axm  croît  indéfiniment  avec  x. 

382.  Si  dans  le  polynôme  Axm  -+-  Bx®  -f-  Car'’  + etc.  , les 
exposants  m , n , p,  etc.  , étant  des  nombres  entiers  positifs 
qui  vont  en  croissant , sans  pouvoir  toutefois  s’élever  au-delà 
d’ une  certaine  limite  finie , on  attribue  à x une  très  petite 
valeur , positive  ou  négative , le  polynôme  aura  une  valeur 
très  petite  de  meme  signe  que  celle  du  premier  terme  Axm. 

On  peut  écrire  le  polynôme  donné  comme  il  suit  : 

Aar”^i  + ^ .r"-m  + £ xP  + etc.\ 

Or,  pour  une  valeur  très  petite  de  x,  les  quantités  x*~ m, 
x?~m,  etc. , dont  les  exposants  sont  positifs  et  finis , auront 
toutes  des  valeurs  très  petites  ; de  sorte  que  , si  l’on  fait  con- 
verger x vers  zéro  , le  polynôme  renfermé  dans  les  parenthèses 
finira  par  prendre  des  valeurs  très  peu  dilFérentes  de  Tunité, 
et  qui  seront  par  conséquent  positives.  Le  polynôme  donné 
prendra  donc  des  valeurs  de  même  signe  que  celles  du  terme 
Axm.  On  voit  de  plus  que  la  valeur  du  polynôme  pourra 
devenir  aussi  petite  qu’on  le  voudra , puisque  le  facteur  Axm 
décroît  indéfiniment  avec  x. 

385.  Lorsque  dans  une  fonction  entière  de  x,  on  fait  varier  x 
par  degrés  insensibles , la  fonction  varie  aussi  par  degrés 
insensibles. 

Désignons  par  X la  fonction  donnée.  Lorsqu’on  change  x en 
x -J-  h , cette  fonction  devient 

X -f-  X'h  + — A3  -f-  V + etc. 
î .2  1.2.3 

Or , si  Ton  donne  à h une  valeur  très  petite  , chacun  des 
termes  qui  suivent  X aura  une  valeur  très  petite  ; et  comme 
le  nombre  de  ces  termes  est  limité , on  peut  concevoir  que  h 
soit  assez  petit  pour  que  la  somme  de  ces  termes  devienne 
aussi  petite  qu’on  le  veut;  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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Sur  les  caractères  auxquels  on  reconnaît  qu’une 
équation  a une  racine  réelle. 

* \ 

334.  Théorème  i*r.  Lorsque  deux  nombres  * et  6 substitués 
dans  le  premier  membre  et  une  équation  X sse  donnent  des 
résultats  de  signes  contraires , F équation  a au  moins  une  ra- 
cine réelle  comprise  entre  a.  et  Z,  ... 

Concevons  que  l’on  fasse  varier  x par  degrés  insensibles , 
depuis  « jusqu’à  Z ; le  polynôme  X variera  aussi  par  degrés 
insensibles,  en  conservant  constamment  une  valeur  finie;  et 
comme  il  changera  de  signe,  puisque,  par  hypothèse  , 
x=«ctr  =C  donnent  des.  résultats  de  signes  contraires  , il 
y aura  au  moins  une  valeur  de  x comprise  entre  e,  et  Z qui 
le  réduira  à zéro  ; ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Scolie.  Comme  il  est  possible  que  le  polynôme  X passe 
plusieurs  fois  du  positif  au  négatif , ou  du  négatif  au  positif, 
pendant  que  x varie  depuis  a jusqu’à  Z,  l’équation  peut 
avoir  plusieurs  racines  comprises  entre  a et  Z. 

333.  Théorème  ii.  Une  équation  de  degré  impair  a au  moins 
une  racine  réelle  de  signe  contraire  à son  dernier  terme. 

Soit  l’équation 

jb*  •+•  AjC"-"  . . . ±K=so, 

et  supposons  que  m soit  un  nombre  impair. 

Considérons  abord  le  cas  où  le  dernier  terme  est  négatif. 
Si  l’on  fait  x = o dans  le  premier  membre  de  l’équation  , on 
aura  un  résultat  négatif,  puisque  ce  résultat  ne  sera  autre  que 
le  dernier  terme.  Si  l’on  donne  ensuite  à x une  valeur  assez 
grande  pour  que  le  signe  du  premier  membre  soit  le  même 
que  celui  de  son  premier  terme  ( n“  331  ),  on  aura  un  résultat 
positif.  L'équation  aura  donc  au  moins  une  racine  positive. 

Supposons  actuellement  que  le  dernier  terme  soit  positif. 
Eu  faisant  jc  =a  o, on  aura  un  résultat  positif  ; et  ri  l’on  donne 
ensuite  à x une  valeur  négative  suffisamment  grande , on 
2*  Édit,  24 
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aura  un  résultat  négatif  -,  l’équation  aura  donc  au  moins  une 

racine  négative. 

386.  Théorème  ni.  Une  équation  de  degré  pair  dont  le  der- 
nier terme  est  négatif,  a au  moins  une  racine  positive  et  une 
racine  négative. 

Car  en  faisant  x=  o,  on  aura  un  résultat  négatif  ; et  si  l’on 
donne  ensuite  à x une  valeur  suffisamment  grande,  prise  po- 
sitivement ou  négativement , on  aura  un  résultat  positif, 
puisque  ce  résultat  aura  le  signe  du  premier  terme , lequel , 
étant  de  degré  pair,  sera  toujours  positif. 

3 87.  Les  raisonnements  qui  viennent  d’être  employés  pour 
établir  les  théorèmes  i et  n , ne  peuvent  pas  être  appliqués  à 
une  équation  de  degré  pair  dont  le  dernier  terme  est  positif  ; 
une  semblable  équation  peut  en  effet  n’avoir  aucune  racine 
réelle , et  l’on  en  a eu  la  preuve  dans  les  équations  du  se- 
cond degré.  Mais  il  existe  au  sujet  des  racines  des  équations, 
un  théorème  qui  ne  comporte  aucune  restriction  , et  que  nous 
allons  faire  connaître. 

388.  Théorème  iv.  Une  équation  a toujours  une  racine  de  la 
forme  a -f  b V/ — i , a et  b étant  des  quantités  réelles. 

Comme  le  lecteur  peut  admettre  ce  principe  sans  en  étudier 
la  démonstration  qui  offre  quelques  difficultés,  nous  ferons 
de  cette  démonstration  l’objet  d’un  article  séparé. 

% 

Sur  les  racines  imaginaires  des  équations. 

389.  Considérons  d’abord  les  quatre  équations 

xm=+  t , Xm——  I , x“=  + l/^T,  xm  = — \/~\. 

L’équation  x"*  = -j-  i admet  toujours  une  racine  ; car  on  la 
vérifie  , quel  que  soit  m , en  posant  x ==  i . A l’égard  des  trois 
autres  équations , on  sait , par  ce  qui  a été  dit  dans  le  cha- 
pitre VII , que  l’équation  x"  = — i a toujouifS  au  moins  une 
rarine  réelle  ou  imaginaire , et  que  chacune  des  deux  der- 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  TREIZIÈME.  371 

nières,  xm=  + \/—i , xm=  — \/^t,  a des  racines  ima- 
ginaires toutes  les  fois  que  m est  un  nombre  de  la  forme  a*.  Il 
reste  à examiner  le  cas  où , dans  les  deux  dernières  équa- 
tions, m est  un  nombre  impair,  ou  le  produit  d’un  nombre 
impair  quelconque  par  une  puissance  de  2.  A cet  effet , soit 
m=  2*  X n , n étant  un  nombre  impair  ; en  posant  *•>*  =j-, 
on  aura  les  deux  équations 

Jn=+  1/^,  r'  = 

Or  on  a (n°  209) 

« • ) 

( + + V/IT7,  ( = _ y/~  . 

par  suite 

• f . 

( — = + i/ITT, 

Ces  égalités  montrent  que  chacune  des  deux  équations  ci- 
dessus  , dans  lesquelles  n est  un  nombre  impair,  admet  tou- 
jours une  racine  égale  à -f  \/^ï  ou  a — l/^ï.  D’ailleurs,  si 

dans  l’équation  x*k  =jr  on  fait^==-J-l/I-T ou  j= y' i, 

cette  équation  donnera  toujours  pour  x des  valeurs  de  la  forme 
P~\~qV — i*  Il  existe  donc  des  valeurs  imaginaires  de  x qui 
vérifient  les  équations  xm  = -f-  y/  — 7 et  = y/Z^Tf. 

360.  Considérons  actuellement  l’équation 
(i)  x»  + A,x—‘  + A,x”~>. . . -f  A^x  -f-  Am  — o ; 

les  coefficients  A, , A,. . . Am_, , Am>  pouvant  être  des  quantités 
réelles  ou  des  expressions  imaginaires. 

Si  l’on  fait  dans  le  premier  membre  de  cette  équation 
x — p + q V — i , pet  q étant  des  quantités  réelles , on  aura 
pour  résultat  une  expression  imaginaire  P +Q  [/—î,  P et  Q 
étant  des  fonctions  réelles  et  entières  de  p et  q.  Pour  que 
l’équation  soit  satisfaite,  il  fandra  que  l’on  ait  P 3=  o et 
Q = o,  ou,  ce  qui  revient  au  même  , il  faudra  que  l’on  ait 
p»_|_Q*__0  Nous  allons  démontrer  qu’il  existe  toujours 

24.. 
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un  couple  de  valeurs  réelfes  de  p et  q qui  satisfait  à la 
condition  P*+Q*  = o.  Pour  cela,  nous  commencerons  par 
prouver  que  la  plus  petite  valeur  que  peut  recevoir  la  quantité 
PJ  4-  Qa  » lorsqu’on  fait  varier  p et  q,  correspond  à des  va- 
leurs finies  de/>  et  q ; nous  ferons  voir  ensuite  que  cette  plus 
petite  valeur  est  zéro.  Avant  tout,  uous  rappellerons  que  la 
quantité  \/  P“  + Q1  est  ce  qu’on  nomme  le  module  de  l’ex- 
pression imaginaire  P -f-  Q V — 1 ( n°  207). 

Pour  démontrer  que  la  plus  petite  valeur  du  module 
^/p»_j_Q*  correspond  à des  valeurs  finies  de  p et  q,  nous 
prouverons  que  lorsqu’on  fait  croître  indéfiniment  les  quan- 
tités p et  q ou  seulement  l’une  d’elles,  le  module  l/PJ4-Q’ 
croît  indéfiniment.  A cet  effet , écrivons  le  premier  membre 
de  l’équation  sons  cette  forme 


En  posant  x—p-^-  q — i , on  aura 

P + Q = 

,)t'  " + 5+î7= rj=] 


On  a vu  que  le  module  du  produit  de  plusieurs  expres- 
sions imaginaires  est  le  produit  des  modules  des  facteurs 
(n°  208)  , et  l’on  conclut  immédiatement  de  cette  proposition 
que  le  module  du  quotient  de  deux  expressions  imaginaires 
est  le  quotient  du  module  du  dividende  divisé  par  le  module 
du  diviseur. 

Cela  posé , comme  les  modules  des  coefficiente  A, , A, , ...Ai», 
sont  tous  des  quantités  finies , si  l’on  fait  croître  indéfini- 
ment les  deux  quantités  p et  j,  ou  seulement  l’une  d’elles , 


les  modules  des  fractions 


K = 


A, 

G p+qV'zz')* 
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"7=-— > décroîtront  indéfiniment  ; en  d'autres  termes, 

{p+qv  — 0 

ces  fractions  se  réduiront  à des  expressions  imaginaires 

— 1 > <*»+£* v/ — »,  etc. , dans  lesquelles  les  quan- 
tités  etc. , pourront  devenir  toutes  aussi  petites 

qu’on  le  voudra.  Il  suit  de  là  que  la  somme 


A, 


+ 


Aj 


-f-  etc. , se  réduira  à 


p + qV—i  {p  + qV—'T  

une  expression  imaginaire  1 — 1 , dans  laquelle  les 

quantités  y et  t pourront  être  rendues  aussi  petites  qu’on  le 
voudra  ; et  par  conséquent  le  module  de  cette  somme , ou 


la  quantité  [/ (1  +y)‘  -H  aura  une  valeur  très  peu  diffé- 
rente de  l’unité.  Mais  le  module  de(p-{-ql/ — 1)*  croîtra 
indéfiniment.  Par  conséquent  le  module  de  P + Q V — 1 
croîtra  lui-même  indéfiniment;  ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Il  faut  actuellement  prouver  que  la  plus  petite  valeur  du 
module  {/P1  -f-  Q‘  est  zéro  ; or  cette  proposition  sera  démon- 
trée si  l’on  fait  voir  que,  toutes  les  fois  que  le  module  P’-J-Q* 
aura  une  valeur  différente  de  zéro,  on  pourra  assigner  une 
valeur  imaginaire  de  x telle  qu’en  représentant  le  résultat 
de  la  substitution  de  cette  valeur  dans  le  premier  membre  de 
l’équation  par  P'-| -Q'V'/ — 1,  on  aura  P'* -f- Q’’ < Pa  + Q*. 

Désignons  la  valeur  de  x qu’il  s’agira  de  trouver  par 
p+q  l/— 1 + ik,  1 représentant  un  nombre  qu’on  pourra  sup- 
poser aussi  petit  qu’on  le  voudra,  et  u étant  une  indéter- 
minée qui  pourra  recevoir  des  valeurs  réelles  ou  imagi- 
naires. 


Pouvobtenirle  résultât  delà  substitution  de p-bq\/ — î-f-m 
à la  place  de  x dans  le  premier  membre  de  l’équation  (1), 
nous  remplacerons  d’abord  x par  x h ; nous  ferons  ensuite 
x — p q [/ — 1 et  h— tu. 

Le  résultat  de  la  substitution  de  x -f-  h à la  place  de  x 
dans  le  premier  membre  de  l’équation  , peut  être  ex- 
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prime  par 

(a)  Xq-X'Aq-  — q-A«, 

1.2  1.2.3 

■ [ • 

X désigne  alors  le  premier  membre  de  l’équation  , et  X',  X', 
X*,  etc. , sont  les  dérivées  successives  de  ce  polyuorae. 

Quand  on  fait  x=p- \-q  \/ — i , dans  le  polynôme  (a),  le 
premier  ferme  X devient  P -J-  Q y'  — i . 

Quant  aux  coefficients  des  puissances  de  h dans  les  termes 
suivants  , il  peut  arriver  que  quelques-uns  deviennent  nuis  ; 
mais  ils  ne  peuvent  pas  s’évanouir  tous  en  même  temps, 
puisque  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  h est 
l'imité. 

Soit  À*  la  plus  faible  puissance  de  h dont  !e  coefficient  ne 
devient  pas  zéro  quand  on  suppose  x—p-{-q\/ — i.  Ce 

...  - I , 

coefficient  sera  de  la  forme  R q-  S — > , et  l’on  n’aura  pas  en 
même  temps  R = o,  S = o. 

D’après  cela , si  l’on  représente  par  Y q-  Q'  [/  — 1 la  valeur 
que  prend  le  polynôme  (2) , quand  on  y remplace  x par 
p q-  q V — * » et  A par  1 u , on  aura 

(3)  P’  +Q,V/~t  = P + Q |/— ”ï~ q-  (R  + S^— 

q-  ( des  termes  en  i*+1 , i*4-’ . . , im). 

On  peut  attribuer  à u une  valeur  telle  que  l’on  ait  «*=  q-  1 , 
ou  «*  = — 1 (n°  589  ) ; alors  il  vient 

p+QV— 1 =Pq-Q  v/— ^ ± ( R q-  s \/~i  )«• 

q-  ( des  termes  en  i*4-1 , i"4-*. . . «*). 

En  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  , on 
trouve 

Y = P :fc  R»*  -f-  ( des  termes  rèels'en  s*4",  «*4"’. . . i"), 
Q'  =s>  Q dt  S»’  q-  ( des  termes  réels  en  i*4-1,  i*4"’. 
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3,5 


d’où  l’ou  conclut 

P7*  + Q'*  = P*  + Q’  a (PR  + QS)i* 

-+•  ( des  termes  réels  en  i*+l , i,+>.  . . j*").  n . 

I j,  ! , . s.  . ’ ,:l 

Or,  on  peut  prendre  le  nombre  « assez  petit  pour  que  la  somme 
des  termes  affectés  des  diverses  puissances  de  < dans  la  valeur 
de  F*-f-Q’’  ait  le  même  signe  que  le  terme  ±:  a(PR  -f-  QS)*“ 
(n°  582)  ; de  plus,  on  peut  toujours  faire  en  sorte  que  ce 
terme  soit  négatif,  car  il  suffit  de  déterminer  u de  manière 
que  u " soit  égal  à -4*  > ou  à — t , selon  que  la  quantité 
PR  -f  QS  est  négative  ou  positive.  Quand  toutes  ces  conditions 
seront  remplies,  on  aura 

P'»-f  Q'><p>+Q*,  d'où  V/P',-HQr'  < + Q‘. 

Nous  avons  supposé  que  la  quantité  PR-J-QS  n’était  pas 
nulle:  il  faut  donc  encore  examiner  le  cas  où  l’on  aurait 

* 4 r V 

PR  -|-  QS  =r  o.  Alors , au  lieu  de  faire  u*  = ±:  î dans  l’équa- 
tion (3) , on  donnera  à u une  valeur  telle  que  Ton  ait 
u*  = ;fc  y — i ; il  en  résultera 

P' 4.  Q' y/ H7 = R Q »/^T±:(R +S  etc. , 

d’où 

F = P + S.*  + etc. , Q'  = Q db  Ri*  + etc . ; 
et  par  suite 

P'.  Q'.  _ p*  4_  Q*  _ PS),»  + etc.  : 

les  termes  qui  suivent  le  terme  en  ,*  sont  réels , et  ne  contien- 
nent que  des  puissances  de  , dont  l’exposant  est  supérieur  à n. 

Comme  on  a,  par  hypothèse,  PR  -f-QS  = o , on  ne  pourra 
pas  avoir  QR  — PS  = o ; car , si  ces  deux  égalités  subsistaient 
en  même  temps , on  en  conclurait 

(PR  -f-  QS)*  + (QR  — PS)1  = o , ou  (P*-f-  Q*)(R*-t*S*)  = o. 

Par  suite , on  devrait  avoir  P*  -f-Q1  — o,  c’est-à-dire,  P=o , 
Q = o,  ou  bien  R’-f-S*=o,  c’est-à-dire  R = o,  S = o;  ce 
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qui  est  contraire  aux  hypothèses  qui  ont  e'té  précédemment 

établies. 

La  quantité  QR  — PS  n’étant  pas  nulle  , on  pourra  prendre 
le  nombre  t assez  petit  pour  que  la  somme  des  termes  affectés 
des  diverses  puissances  de  e dans  la  valeur  ci-dessus  de 
ait  le  même  signe  que  le  premier  terme  ±2(QR — PS)i\  De 
plus  , on  pourra  faire  en  sorte  que  ce  terme  soit  négatif,  car 
il  suffira  de  déterminer  u de  manière  que  un  soit  égal  à + 1/  — 1 
ou  à — 1 , selon  que  la  quantité  QR — PS  sera  négative 
ou  positive.  Quand  ces  deux  conditions  seront  remplies,  on 

aura  v/P'*4-Q'*  < \/P*-fQa. 

i Des  facteurs  et  des  diviseurs  des  équations. 

301.  Théorème  v.  Si  a est  une  racine  d’une  équation'X.z=.oy 
le  premier  membre  de  l’équation  est  divisible  par  le  binôme 
x — a.  r 

Concevons  que  l’on  divise  le  polynôme  X par  x — a\  le 
diviseur  ne  contenant  x qu’au  premier  degré,  l’opération 
conduira  à un  reste  indépendant  de  x,  et  le  quotient  ne  ren- 
fermera point  x en  dénominateur.  Nommons  Q le  quotient 
et  R le  reste  , on  aura  ■* 

X = (x—  a)  X Q -f-  R_ 

Si  l’on  fait  dans  cette  égalité  x = a,  le  premier  membre 
deviendra  nul , puisque  par  hypothèse  a est  racine  de  l’équa- 
tion X rc  o ; le  produit  (x  — a)  X Q deviendra  aussi  nul , car 
le  facteur  x — a est  réduit  à ■zéro  , et  le  facteur  Q ne  peut  pas 
devenir  infini;  d’ailleurs  le  reste  R ne  changera  pas  , puisqu’il 
est  indépendant  de  x.  Il  résulte  de  là  que  est  nul.  Doue 
le  polynôme  X est  divisible  par  x— a. 

Scolie  i".  Réciproquement , lorsque  le  poÿrnome  X est  divi- 
sible par  le  binôme  x — a , la  quantité  a est  une  racine  de 
ï équation  Kct».  Car  on  a , par  hypothèse,  X =ts(* — o)  X Q, 
le  quotient  Q étant  entier  par  rapport  à x ; or,  si  l'on  fait  dans 
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cette  égalité  x = a , le  second  membre  devient  nul  ; le  pre- 
mier membre  doit  donc  aussi  être  réduit  à zéro. 

Scolie  it.  Quelle  que  soit  la  quantité  a,  lorsqu’on  fait  x=a, 
dans  les  deux  membres  de  l’égalité  ci-dessus  X=(x — a)XQ+R, 
le  produit  (x — a)  X Q est  réduit  à zéro,  elle  reste  R ne 
change  pas.  Il  en  résulte  que  le  reste  R est  égal  à la  valeur  que 
prend  le  polynôme  X lorsqu'on  remplace  x par  a.  Cette  der- 
nière proposition  renferme  évidemment  le  théorème  v ; car, 
lorsque  a est  racine  de  l’équation  X = o,  le  résultat  de  la 
substitution  de  a à la  place  de  x dans  X étant  zéro,  le  reste 
de  la  division  de  X par  x — a doit  être  aussi  égal  è zéro  ; par 
conséquent  le  polynôme  X est  divisible  par  x — a. 

362.  Dans  le  Traité  de  la  résolution  des  équations  numé- 
riques, Lagrange  démontre  le  théorème  v comme  il  suit  : 

Soit  l’équation  générale 

(1)  xm+  A,*™-1  -f-A,!*—*  + . +Am_,x4-  Am  = o. 


Si  a est  une  racine  de  cette  équation,  on  aura  l’égalité 
a-  + A .a—*  + A,a-“*  -f-  . . . -f-  Am_,a  + A„  = o. 


En  tirant  de  cette  égalité  la  valeur  de  Am  et  en  la  reportant 
dans  le  premier  membre  de  l’équation  (<) , ce  polynôme 
devient 

xm  + A,*"-'  + A1x"~,-f-. . . -|-  Ani__|X 
— a"‘  — A — A .a—’  ...  — A_,a, 
o«  bien  / 

. . .+Am_,(x-o). 

Mais  x — a divise  exactement  chacun  des  binômes  x"1 — am, 
x*-1  — o"-1,  etc.  (n*  61).  Le  premier  membre  de  l’équa- 
tion (1)  est  donc  aussi  divisible  par  X — a. 

365.  Pour  obtenir  le  quotient , il  suffit  d’effectuer  la  divi- 
sion de  chacun  des  binômes  x“ — am,  xm~‘  — am~',  «te. , par 
x— a,  et  d’ajouter  ensuite  les  quotients  paTtiels  en  multipliant 
le  second  quotient  partiel  par  A, , le  troisième  par  A, , etc. 
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•n  trouve  ainsi  le  résultat  ci-dessous  î 


x*— 

x*~4. . 

— 1— A,  1 +A,a 

+A,a* 

. . . +A,am— 

-f-A, 

+A  ,a 

. . . +Atam~s 

. , .+A3am~* 

+A„_, 

On  voit  que  l'on  obtient  le  coefficient  de  chaque  terme  du 
quotient,  à partir  du  second,  en  multipliant  le  coefficient  du 
terme  précédent  para,  et  en  ajoutant  au  produit  le  coefficient 
du  terme  qui  occupe  dans  le  polynôme  xm-4-A1x,,-1-f-  etc. 
le  même  rang  que  le  terme  du  quotient  que  l'on  veut  obtenir. 
Le  coefficient  de  xm~ 1 qui  est  celui  de  la  plus  haute  puissance 
de  a:,  est  égal  à l’unité,  ou  plutôt  il  est  le  même  que  celui  du 
premier  ternie  du  polynôme  proposé. 

564.  On  peut  encore  remarquer  que,  quelle  que  soit  la 
quantité  a , le  premier  membre  de  l’équation  (1.)  est  toujours 
équivalent  àTexpression  ci-après  : 

» 

x*1 — <im-}-A1(xm~l-i — am~')  -|-Aa(xm— ■“ — am— ’) . . . -f  A,„_,(x— a) 

+am  -fA +A,a—“ -+-  AB_,a-|-AM. 

Celte  dernière  expression  est  formée  de  deux  parties,  dont 
l’une  est  divisible  par  x — a,  et  l’autre  est  indépendante  de  x; 
celle-ci  exprime  donc  le  reste  de  la  division  du  polynôme 
proposé  par  x — a.  On  est  ainsi  ramené  à la  conséquence  qui 
a été  établie  dans  le  scolie  n ci-dessus. 

Au  reste , on  pourrait  encore  établir  les  divers  principes 
contenus  dans  les  trois  numéros  précédents , eu  effectuant , 

par  les  règles  ordinaires , la  division  du  polynôme 

xm  -f-  A^®-1  -f-  A.x®- “ -f-etc.  par  le  binôme  x — a. 

565.  Théorème  vi.  Une  équation  du  degré  in  a toujours  in 

racines  réelles  ou  imaginaires , et  elle  ne  peut  en  admettre 
davantage.  - 
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Représentons  l’équation  proposée  parX  = o.  Cette  équation 
a nécessairement  une  racine  réelle  ou  imaginaire.  Nommons  a 
cette  racine  ; le  premier  membre  sera  divisible  par  x — a , et  le 
quotient  sera  un  polynôme  du  degré  m — i ; on  aura  donc 

X :=  (x  — a)(x"’~'  + etc.). 

Maintenant,  si  l’on  égale  à zéro  le  polynôme  xw_1  -f-  etc. , on 
obtiendra  une  équation  qui  aura  nécessairement  une  racine. 
Nommons  b cette  racine;  le  polynôme  x1"-1  -f-  etc.  sera  divi- 
sible par  x — b , et  le  quotient  sera  un  polynôme  du  degré 
m — a ; de  sorte  que  l’on  aura  , à cause  del’cgalitc  ci-dessus  , 

X ==  (x — a)(x — i)(x,B“’  + etc.  ). 

Pareillement,  si  l’on  égale  à zéro  le  polynôme  x"-’  -j-  etc.  , il 
en  résultera  une  équation  qui  admettra  une  racine  c ; le  poly- 
nôme xm~s-+- etc.  sera  divisible  par  x — c,  et  le  quotient 
aéra  un  polynôme  du  degré  m — 3 ; on  aura  donc 

X = (x  — a)(x  — b)(x  — c)(xm"3-f  etc.  ). 

On  pourra  continuer  ainsi  jusqu’à  ce  que  le  dernier  quotient 
ne  contienne  x qu’au  premier  degré , et  soit  par  conséquent 
un  binôme  tel  que  x — k.  Alors  le  polynôme  X sera  décom- 
posé en  m facteurs  du  premier  degré  , de  sorte  que  Ton  aura 

X = (x  — a)(x  — b){x  — c)  . . . (x  — k). 

Au  moyen  de  cette  décomposition  , on  voit  que  le  poly- 
nôme X sera  réduit  à zéro  si  Ton  met  à la  place  de  x une  des 
m valeurs  a,  b,  c, . . .k  ; donc  l’équation  X = o a m ra- 
cines. De  plus , si  Ton  donne  à x une  valeur  différente  des 
quantités  a,  b , c,...k , le  produit  des  facteurs  x — a, 
x — A,  x — cy  etc. , aura  une  valeur  différente  de  zéro,  puisqu’un 
produit  de  facteurs  réels  ou  imaginaires  ne  peut  être  nul  que 
dans  le  cas  où  l’un  des  facteurs  est  nul  (n°  208)  ; le  poly- 
nôme X ne  sera  donc  pas  réduit  à zéro;  l’équation  X = o n’a 
donc  pas  plus  de  m racines. 

Scoue.  11  peut  arriver  que  quelques-uns  des  facteurs  x — a. 
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x — b,  x — c , etc. , soient  égaux  ; dans  ce  cas  on  dit  que  l’é- 
quation X =o  a des  racines  égales.  Par  exemple,  si  le  poly- 
nôme X a trois  facteurs  égaux  à x — a , on  dit  que  l’équation 
a trois  racines  égales  à a.  C’est  dans  ce  sens  qu’on  doit  entendre 
qu’une  équation  du  degré  m a toujours  m racines. 

Scolie  u.  Puisque  l’équation  X = o ne  peut  avoir  aucune 
racine  différente  des  quantités  a,  b , c, . . . k , le  polynôme  X 
ne  peut  admettre  aucun  diviseur  du  premier  degré  en  x 
autre  que  les  binômes  x — a,  x — ù , . . . x — k ; car  si  ce 
polynôme  admettait  un  diviseur  x — a différent  de  ces  bi- 
nômes, * devrait  être  une  racine  de  l’équation  X = o.  S’il  y a 
des  facteurs  égaux, en  sorte  que l’onaitX=(x — a)"(x — bye te., 
le  polynôme  X ne  pourra  être  égal  à aucun  autre  produit 
formé  des  mêmes  facteurs  avec  des  exposants  différents.  En 
effet,  soit , s’il  est  possible , 

(x — <j)*(x — by  etc.  = (x — a)m\x — bY  etc. 

Si  l’on  suppose  n > n',  on  pourra  diviser  les  deux  membres 
par  (x  — a )■',  et  il  viendra 

(x  — (x— by  etc.  = (x— A^etc.. 

Or,  le  facteur  x— a divise  le  i*'  membre  de  cette  égalité  , et 
il  ne  divise  pas  le  second  membre;  l’égalité  est  donc  impos- 
sible. Il  suit  de  ces  explications  que  le  polynôme  X ne  peut 
être  décomposé  que  d'une  seule  manière  eu  facteurs  du  pre- 
mier degré. 

366.  On  pourrait  croire  qu’après  avoir  démontré  qu’un  po- 
lynôme peut  être  décomposé  en  facteurs  du  premier  degré  , 
on  est  immédiatement  en  droit  de  conclure  de  la  proposition 
du  n°  333,  que  cette  décomposition  ne  peut  avoir  lieu  que 
d’une  seule  manière.  Mais  il  faut  remarquer  que  la  proposition 
du  n°  533  a seulement  été  établie  pour  le  cas  où  l’on  ne  consi- 
dère que  des  quantités  algébriques  entières  par  rapport  aux 
lettres  et  par  rapport  aux  coefficients  numériques,  en  appelant 
quantités  premières  celles  qui  n’ont  pour  diviseurs  entiers  et 
rationnels  qu’elles-mêmes  et  l’unité  ; tandis  que  la  décom- 


CHAPITRE  TREIZIÈME.  38i 

position  des  polynômes  en  facteurs  du  premier  degré,  envi- 
sagée par  rapport  à la  résolution  des  équations , offre  un  sens 
plus  étendu,  puisque  les  coefficients  des  polynômes  elles  ra- 
cines auxquelles  correspondent  les  facteurs , peuvent  être  des 
quantités  fractionnaires  ou  irrationnelles , et  mètne  des  ex- 
pressions imaginaires.  Au  reste , on  peut  parvenir  à la  propo- 
sition qui  fait  l’objet  du  Mÿlie  /**dessus  par  des  explications 
qui  se  rapprochent  de  celffs  dSfr'n0*  554  et  555,  et  qui  sont 
uniquement  fondées  sur  le  procédé  de  la  division.  C’est  ce 
que  l’on  voit  dans  les  deux  numéros  qui  suivent. 

567.  Théorème  vit.  Si  le  facteur  binôme  x — a divise  le 
oroduit  de  deux  fondions  entières  A et  B , il  divisçjnécessaire- 
ment  une  de  ces  fondions. 

Supposons  que  A ne  soit  pas  divisible  par  x — a ; la  division 
donnera  un  quotient  entier  par  rapport  à x et  un  reste  indé- 
pendant de  x , et  en  nommant  Q le  quotient  et  R le  reste,  on 
aura 

A = (x  — fl)  x Q + R. 


On  conclut  de  cette  égalité,  en  multipliant  les  deux  membres 
par  B , et  les  divisant  ensuite  par  (x  — a) , 


AB 
x — a 


= BxQ-f 


BR 
x — a 


AB 


Par  hypothèse , x_a  «*t  un  polynôme  entier  par  rapport  à x ; 


donc , puisque  R est  une  quantité  indépendante  de  x,  il  faut 

•g 

que  - — - soit  un  polynôme  entier  par  rapport  à x ; donc  si  A 

n’est  pas  divisible  par  x — a,  il  faut  que  x—  a divise  B. 

Corollaire.  Si  le  binôme  x — a divise  le  produit  d’un 
nombre  quelconque  de  fondions  entières  A,  B,  C,  etc.,  il 
divise  nécessairement  l’une  d’elles.  La  démonstration  est  en- 
tièrement semblable  à celle  qui  a été  donnée  pour  les  nombres 
(n°  2*7 , coroll.  i"). 


568.  Théorème  VIH.  Une  fonction  entière  de  x ne  peut  être 
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décomposée  en  facteurs  du  premier  degré  que  dt une  seule 
manière. 

Considérons  un  produit  de  m facteurs  du  premier  degré 
par  rapport  à x , 

(x  — a)(x  — b)(x — e)...(x — k)-,  , 
et  soit  un  autre  produit  ÇN”  façteurs 

(x  — a')(x  — b'){x  — c'). . .(x — k'). 

Si  Von  suppose  que  le  second  produit  soit  égal  au  premier  , il 
faudra  que  le  facteur  x — a',  qui  divise  le  second,  divise  aussi 
le  premier;  et  pour  cela  il  faudra,  d’après  le  corollaire  ci- 
dessus  , qiîfe  x — a'  soit  égal  à l’un  des  facteurs  du  premier 
produit.  Supposons  a.'  — a ; en  divisant  les  deux  produits  par 
x — a,  on  aura  deux  produits  formés  chacun  de  m — i fac- 
teurs, et  qui  devront  être  égaux.  On  en  conclura  que  le  facteur 
x — b'  doit  être  égal  à l’un  des  facteurs  x — b , x — c,  etc.  ; 
et  ainsi  de  suite.  Les  facteurs  des  deux  produits  devront  donc 
être  égaux  chacun  à chacun. 

Il  faut  remarquer  que  la  démonstration  que  nous  venons  de 
donner  ne  devrait  recevoir  aucune  modification  , si  quelques- 
uns  des  facteurs  du  premier  produit  étaient  égaux  entre  eux  ; 
de  sorte  que,  pour  que  les  deux  produits  fussent  égaux  , il 
faudrait  que  le  second  produit  fût  composé  des  mêmes  fac- 
teurs que  le  premier  , affectés  des  mêmes  exposants. 

569.  Au  moyen  des  deux  théorèmes  qui  viennent  d’être 
démontrés  , on  peut  parvenir  à la  proposition  du  n°  368  , en 
établissaut , comine  un  postulalum,  que  toute  équation  a une 
racine,  sans  spécifier  la  forme  de  cette  racine.  La  première 
partie  de  la  proposition,  dans  laquelle  on  fait  voir  qu’une  équa- 
tion du  degré  m k m racines , se  prouve  toujours  de  la  même 
manière  que  dans  le  n°  368.  La  seconde  partie,  dans  laquelle 
on  fait  voir  que  l’équation  n’a  pas  plus^de^m  racines,  se 
déduit  immédiatement  du  théorème  vm  ; car  , en  supposant 
le  premier  membre  de  l’équation  décomposé  en  m facteurs  du 
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premier  degré  , x — a,  x — b , etc. , si  une  quantité  « diffé- 
rente de  chacune  des  quantités  a , b , etc.  , était  racine  de 
l’équation , le  facteur  x — a.  diviserait  le  premier  membre  , ce 
qui  ne  peut  être  admis. 

Quand  on  adopte  en  entier  les  explications  du  n“  368, 
il  est  nécessaire  d’admettre,  conformément  à l’énoncé  du 
théorème  iv , que  toute  équation  a une  racine  de  la  forme 
a +b)/ — i ; car  on  s’appuie  alors,  pour  démontrer  qu’une 
équation  du  degré  m n’a  que  m racines , sur  le  principe 
qu’un  produit  de  plusieurs  facteurs  ne  peut  être  nul  si  l’an 
des  facteurs  n’est  égal  à zéro  ; or , pour  justifier  ce  prin- 
cipe, quand  les  facteurs  sont  imaginaires,  il  faut  une  dé- 
monstration , et  celle  qu’on  a donnée  dans  le  na  608  ne 
concerne  que  les  expressions  de  la  forme  a-\-byr  — i. 


370.  Lorsque  Ton  combine  entre  eux  les  facteurs  du  premier 
degré  d’un  polynôme  X , en  les  multipliant  deux  ;l  deux , trois 
à trois,  etc.,  les  produits  qu’on  obtient  sont  évidemment 
des  diviseurs  de  X.  On  voit  d’ailleurs  par  le  théorème  vnt, 
que  le  polynôme  X n’admet  pas  d’autres  diviseurs  que  ceux 
qui  résultent  de  ces  combinaisons.  Par  conséquent , si  le 
degré  du  polynôme  est  représente  par  m , le  nombre  des  divi- 


seurs du  second  degré  sera  , celui  des  diviseurs  du 

° 1.2 


, , m(m— i)(m— 2) 

troisième  degré  sera 5 -,  etc. 

° 1.2.3 


371.  Il  arrive  quelquefois  que  les  conditions  d’une  question 
font  connaître  que  les  valeurs  de  l’inconnue  doivent  vérifier  à 
la  fois  deux  équations  données  A = o , B=  o.  Dans  ce  cas , il 
faut  que  les  deux  équations  aient  des  racines  communes,  ce 
qui  exige  que  les  polynômes  A et  B aient  des  facteurs  com- 
muns; et  en  nommant  D le  produit  de  ces  facteurs,  les  ra- 
cines communes  sont  données  par  l’équation  D = o. 

Il  est  facile  de  voir  que,  pour  trouver  le  polynôme  D, 
les  opérations  seront  les  mêmes  que  celles  qui  ont  été  pres- 
crites pour  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de 
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deux  polynoiues  entiers.  En  effet , concevons  que  l’on  divise 
d’abord  A par  B , en  supposant  que  le  degré  de  £ ne  surpasse 
pas  celui  de  A ; soit  Q le  quotient  et  R le  reste , R étant 
d’un  degré  moindre  que  B ; on  aura  l’égalité  A=  BQ  -f-  R. 
Or  il  résulte  de  cette  égalité  que  les  racines  communes  à 
A = o et  B = o seront  les  mêmes  que  les  racines  communes 
à B = o et  R=o.  On  devra  donc  opérer  sur  B et  R de  la 
même  manière  que  sur  A et  B , et  ainsi  de  suite.  Quand  on 
sera  parvenu  à un  reste  qui  divisera  exactement  le  précédent , 
ce  reste  sera  le  polynôme  cherché. 

On  pourrait  se  dispenser  dans  ces  opérations  de  faire  subir 
aux  dividendes  les  préparations  nécessaires  pour  que  les  quo- 
tients ne  contiennent  point  de  coefficients  fractionnaires  ; mais 
ces  préparations  rendent  les  calculs  plus  simples , et  d’ailleurs 
elles  n’altèrent  pas  les  racines  de  l’équation  à laquelle  on 
parvient,  puisque  les  racines  d’une  équation  A = o ne  chan- 
gent point  quand  le  premier  membre  est  multiplié  ou  divisé 
par  une  quantité  indépendante  de  l’inconnue. 

572.  Théorème  ix.  Lorsqu'une  équation,  dont  les  coefficients 
sont  réels,  admet  une  racine  imaginaire  «-f-C — i,  elle  a 
aussi  pour  racine  l’ expression  conjuguée  * — — i. 

Concevons  que  l’on  substitue  et-f-Ê^/ — 1 à.  la  place  dex 
dans  le  premier  membre  de  l’équation  ; les  termes  dans  les- 
quels S l/ — i sera  élevé  à une  puissance  paire  seront  délivrés 
du  symbole  imaginaire  \/ — î , tandis  que  ce  symbole  se  con- 
servera dans  tous  les  termes  où  la  même  quantité  S\/ — i 
sera  élevée  à une  puissance  impaire  ; de  sorte  que,  si  l’on  repré- 
sente le  résultat  de  la  substitution  par  P-f-Qv/ — t , P etQ 
seront  des  quantités  réelles , P ne  contiendra  que  des  puis- 
sances paires  de  £,  et  Q ne  contiendra  que  des  puissances 
impaires  de  cette  quantité. 

Si  l’on  remplace  dans  la  même  équation  x par  et  — - S y/  — i , 
le  résultat  ne  différera  du  précédent  qu’eu  ce  que  les  puissances 
impaires  de  S auront  des  signes  contraires  ; par  conséquent  ce 
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résultat  sera  P — Qv/ — i.  Mais  puisque,  par  hypothèse, 

« -h  C V — 1 est  racine  de  l’équation , il  faut  que  l’expression 
P -f-  Q^/ — i soit  zéro , ce  qui  exige  que  l’on  ait  séparément 
P = o , Q = o.  L’expression  P — Q [/  — i sera  donc  aussi  zéro  ; 
a — £ — i sera  donc  une  racine  de  l’équation. 

Corollaire  Ier.  Dans  une  équation  dont  les  coefficients  sont 
réels , les  racines  imaginaires  sont  toujours  en  nombre  pair. 

Corollaire  ii.  Les  facteurs  correspondants  aux  racines  ima- 
ginaires conjuguées  d’une  équation  dont  les  coefficients  sont 
réels  produisent  des  facteurs  réels  du  second  degré  en  x.  Car- 
ies facteurs  correspondants  à deux  racines  imaginaires  conju- 
guées  étant  x — « — C\/ — i et  x — — i , le  pro- 

duit de  ces  deux  facteurs  est 

(jr  — et)2  + C*  ou  x'  — 2 ax  4-  4-  C2. 

On  conclut  de  là  que  le  premier  membre  d’une  équation  de 
degré  pair  dont  les  coefficients  sont  réels  est  toujours  décom- 
posable  en  facteurs  réels  du  second  degré. 

Si  l’équation  est  de  degré  impair,  elle  a nécessairement 
un  facteur  réel  du  premier  degré  ( n°  388  ) , et  en  la  divisant 
par  ce  facteur,  on  n’a  plus  à considérer  qu’une  équation  de 
degré  pair. 

Relations  entre  les  coefficients  d’une  équation  et  les 

racines. 

373.  Théorème  x.  Dans  une  équation  ramenée  à la  forme 
xm-+-Ax’n— ,-f-Bxm-a+Cxm-3-f- . . . K = o ( le  coefficient  de 

la  plus  haute  puissance  de  l’inconnue  étant  l’unité)  , le  coeffi- 
cient du  second  terme  pris  avec  un  signe  contraire  est  égal  à 
la  somme  des  racines.  Le  coefficient  du  troisième  terme  est  égal 
à la  somme  des  produits  des  racines  prises  deux  à deux.  Le 
coefficient  du  quatrième  terme  pris  avec  un  signe  contraire  est 
égal  à la  somme  des  produits  des  racines  prises  trois  à trois  ; 
ainsi  de  suite.  Le  dernier  terme  pris  aveef  son  signe  ou  avec 
2*  Édit.  25 
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le  signe  contraire , suivant  que  le  degré  de  l’équation  est 

pair  ou  impair,  est  égal  au  produit  de  toutes  les  racines. 

Soient  a , b , c . . k , les  m racines  de  l’équation  ; le  pre- 
mier membre  devra  être  identique  avec  le  produit 

( x — a)(x  — b)(x  — c) . . . (x  — k). 

Or  on  a vu  (n*  514  ) que,  dans  le  produit  de  m facteurs 
x 4-  a,  x + £ , x + c,  etc. , le  coefficient  de  x"— 1 est  la 
somme  des  quantités  a,  b,  c , etc.  ; le  coefficient  de  xm-a  est 
la  somme  des  produits  des  memes  quantités  prises  deux  à 
deux  ; celui  de  xm~3  est  la  somme  des  produits  de  ces  quan- 
tités prises  trois  à trois,  etc.  ; et  le  dernier  terme  est  le  pro- 
duit de  toutes  ces  quantités.  D’ailleurs  , pour  passer  du  pro- 
duit des  facteurs  x-f-a,  x-f -b,  etc.,  à celui  des  facteurs 
x — a , x — b , etc.,  il  suffit  de  changer  les  signes  des  quan- 
tités a,  b , e,  etc.  ; et  par  là  les  produits  dans  lesquels  ces  quan- 
tités entrent  en  nombre  impair  changeront  tous  de  signe, 
et  ceux  dans  lesquels  elles  entrent  en  nombre  pair  ne  chan- 
geront pas.  On  en  conclut  évidemment  le  théorème  énoncé. 

Scolie.  La  proposition  qui  vient  d’être  établie  donnant  m 
équations  entre  les  m racines  de  la  proposée  et  les  coeffi- 
cients , on  pourrait  penser  qu’il  y aura  quelque  avantage , 
pour  déterminer  les  racines,  à remplacer  l’équation  proposée 
par  le  système  de  ces  m équations.  Mais  comme  les  racines 
entrent  toutes  de  la  même  manière  dans  ces  équations , en 
sorte  que  celle  que  l’on  a représentée  par  a , par  exemple , 
exprime  indifféremment  l’une  quelconque  d’entre  elles,  il 
faudra  nécessairement  que , si  l’on  parvient  à déduire  des  rela- 
tions dont  il  s’agit  une  équation  qui  ne  contienne  plus  que  a, 
cette  équation  donne  indistinctement  toutes  les  racines;  par 
conséquent,  elle  sera  exactement  semblable  à l’équation  pro- 
posée. 

Ce  que  nous  disons  ici  peut  être  aisément  vérifié  sur  une 
équation  d’un  degré  particulier.  Considérons  à cet  effet  l’é- 
quation du  troisième  degré 

x3  -f  Ax1  -f  Bx  -f-  C = o. 
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Si  l’on  représente  les  trois  racines  par  a,  b,  c,  on  aura  , en 
vertu  de  la  proposition  ci-dessus , les  trois  équations 

— a — b — c = A,  ab  ac -J- 5c  = B , — a6c=C. 

Le  moyen  le  plus  simple  d’éliminer  A et  c entre  ces  équations 
consiste  à les  ajouter  après  avoir  multiplié  la  première  par  a* 
et  la  seconde  par  a.  On  parvient  ainsi  à l’équation 

a*  -f-  Aaa  -j-  B«  + C = o. 

Or  celle-ci  ne  diffère  de  la  proposée  qu’en  ce  que  x est  rem- 
placé par  a.  Il  résulte  d’ailleurs  des  explications  qui  viennent 
d’être  données  qu’on  parviendra  toujours  à la  même  équation, 
quel  que  soit  le  mode  d’élimination  que  l’on  emploie. 

Transformation  des  équations. 

374.  Il  est  souvent  utile,  pour  laciliter  la  détermination 
des  racines  d’une  équation , de  faire  subir  à l’équation  quel- 
que transformation  qui  ait  pour  effet  d’augmenter  ou  de  dimi- 
nuer les  racines  d’une  certaine  quantité , de  les  multiplier  ou 
de  les  diviser  par  une  certaine  quantité,  etc. 

Soit  l’équation 

(i)  xm4-  A**-'  + + .. . -f-K  = o. 

Pour  changer  cette  équation  en  une  autre  dont  les  racines 
soient  égales  à celles  de  la  première  augmentées  d’un  quan- 
tité h. , on  posera 

j-=sx-f-ht  d’où  x = j-  — h; 

la  substitution  de  jr  — h à la  place  de  x dans  l’équation  (i) 
donnera  l’équation  cherchée. 

En  effectuant  la  substitution  , il  vient 

(a)  {y  — h)"+A(jr—  — i)"-...+K=o. 

Il  est  facile  de  s’assurer  à posteriori , que  cette  équation  satis- 
fait à la  condition  proposée  ; car  le  résultat  de  la  substitution 
de  a à la  place  de  x dans  l’équation  (i),  est  le  même  que 
celui  de  la  substitution  de  a -f-  A à la  place  de  y dans  l’équa- 

?5. . 
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tion  (2)  ; par  conséquent  si  a est  une  racine  de  la  première 

équation , a + h sera  une  racine  de  la  seconde. 

On  peut  aussi  parvenir  à cette  conséquence  au  moyen  de  la 
composition  des  équations  ; car  si  o,  b,  c, . . . k sont  les  racines 
de  l’équation  («) , le  premier  membre  devra  être  équivalent 
au  produit 

(X  — a)(x  — b)(x  — c) . . . {x  — k). 

Or,  en  mettant  y — h à la  place  de  a:,  on  change  ce  produit 
dans  le  suivant 

Ky — (a + A)]  o — (i> + ft)]  Lr  — (c + ft)]  • • • [ y — (* + *)]  ; 

les  racines  de  l’équation  en  y formée  par  cette  substitution 
seront  donc  a -{-h,  b -j- h, . . .k h. 

578.  Quand  on  veut  diminuer  toutes  les  racines  de  l’équa- 
tion (1)  d’une  même  quantité  , la  question  ne  diffère  de  celle 
que  nous  venons  de  résoudre  qu’en  ce  que  h doit  être  une 
quantité  négative  ; si  l’on  représente  cette  quantité  par  —h, 
l’équation  transformée  est 

(3)  (y  + hr + act + h)m~'  + • * + K = °‘ 

Au  moyen  de  cette  transformation , on  peut  ramener  une 
équation  à une  autre  qui  ne  contienne  pas  une  puissance  dé- 
signée de  l’inconnue.  A cet  effet , on  développe  les  diverses 
puissances  du  binôme  y + h,  ce  qui  donne 


/ym+mh 

+ A 


(4) 


i)A*  b'm_“ ■+hm 

+(m— i)AA  -f  AAm— 

+ B +BA—‘t=0. 


+ K 

Si  l’on  veut  que  cette  équation  ne  contienne  pas  la  puis- 
sance m—i  de  y,  il  faudra  poser 


mh  + A = o , d 


ou 


m 
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La  relation  x — y -f-  h deviendra  par  là 

A 


Ainsi , pour  transformer  une  équation  en  une  autre  qui 
manque  du  second  terme,  il  faut  remplacer  l’inconnue  x par 
une  autre  inconnue  y augmentée  du  coefficient  A du  se- 
cond terme  dans  l’équation  proposée,  pris  en  signe  contraire 
et  divisé  par  le  degré  de  l’équati.on.  Les  racines  de  l’équation 
transformée  sont  alors  égales  à celles  de  la  proposée  augmen- 

- j A 
tees  de  — . 
m 

Les  propriétés  qui  ont  été  exposées , au  sujet  de  la  compo- 
sition des  coefficients  avec  les  racines,  expliquent  d’une  ma- 
nière fort  simple  la  règle  qui  vient  d’être  donnée.  Car,  lorsque 

les  racines  sont  toutes  augmentées  de  — , leur  somme  est  aug- 

‘ x 

meutée  de  m x — ou  de  A ; mais  cette  somme  était  d’abord 
m 

égale  à — A ; la  somme  des  racines  de  la  nouvelle  équation 
est  donc  égale  à zéro.  Le  coefficient  du  second  terme  doit 
donc  être  nul. 

Si  l'on  voulait  faire  disparaître  le  troisième  terme  de  l’é- 
quation (4),  on  égalerait  le  coefficient  de  ce  terme  à zéro  , ce 
qui  fournirait  une  équation  du  second  degré , d’où  l’on  tire- 
rait deux  valeurs  de  h.  L’évanouissement  du  quatrième  terme 
dépendrait  d’une  équation  du  troisième  degré  , etc.  ; et  si  l’on 
voulait  faire  évanouir  le  dernier  terme , on  aurait  à résoudre 
une  équation  toute  semblable  à la  proposée. 

Il  est  facile  de  s’expliquer  cette  dernière  particularité  ; car, 
lorsque  le  dernier  terme  de  l’équation  (4)  sera  nul , une  des 
racines  de  cette  équation  sera  égale  à zéro  ; or  ces  racines  sont 
celles  de  la  proposée,  diminuées  de  h-,  par  conséquent,  pour 
que  l’une  d’elles  soit  nulle,  il  faut  et  il  suffit  que  h soit  une 
des  racines  de  l’équation  proposée. 

Pour  donner  un  exemple  de  l’évanouissement  du  second 
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terme  , prenons  l’équation 

(5)  x5-j-5x<+x3 — *i6xa — sox — 16=0. 

Il  faudra  remplacer  x par  j'  — i , ce  qui  donnera  l’équation 
transformée 

y*  — 9y3+y'— 9=°- 

On  peut  écrire  cette  équation  comme  il  suit  : 

{y'  — 9)CrJ  + O = o; 

alors  on  voit  qu’elle  se  partage  en  deux  autres , savoir  , 
y'  — 9 = °.  y*  + 1 = o. 

La  première  donne  y = -j-3  et  y = — 3;  quant  à la  seconde, 
elle  donne  (n°  214) 

y——  » » .r=i(i  4V— 3),  ,r=i(«  — l/=3). 

Il  suit  de  là  que  l’équation  (5)  a trois  racines  réelles  et 
deux  racines  imaginaires  ; et  d’après  la  relation  xz=zjr  — 1 , 
ces  racines  sont 

x=2,  x=-4,  x=-a,  x=|(-i  + l/— 3),x=si(-i-v/— 3). 

Dans  l’exemple  que  nous  venons  d’offrir , la  transformée 
ne  manque  pas  seulement  du  terme  en  yt , elle  manque  aussi 
du  terme  en  y.  Mais  on  ne  doit  pas  généralement  compter 
sur  la  possibilité  de  faire  évanouir  à la  fois  plusieurs  termes  ; 
et  même , quand  il  manque  des  termes , si  l’on  fait  évanouir 
un  de  ceux  que  l’équation  contient , il  arrive  le  plus  ordinai- 
rement que  cette  transformation  fait  reparaître  les  termes 
qui  manquaient  d’abord. 

376.  Pour  transformer  une  équation  en  une  autre  dont  les 
racines  soient  égales  à celles  de  la  proposée  multipliées  par  une 

même  quantité  h,  on  posera  jrz=hx,  d’où  x=*£  ; la  substitu- 

h 

y 

tion  de  y à la  place  de  x donnera  l’équation  demandée. 
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Si  les  racines  devaient  être  divisées  par  h,  on  poserait 

Jr=X>  d'où  x=hj. 

577.  Pour  transformer  une  équation  donnée  en  une  autre 
dont  les  racines  soient  égales  à.  celles  de  la  première  prises 
avec  des  signes  contraires , il  faut  remplacer  x par  — y. 

Soit  l’équation 

xm  + Kxm~'  + Bjrm-a  Cxm~s . . . + K «s  o. 

Si  m est  un  nombre  pair , la  substitution  de  — y à la  place 
de  x changera  les  signes  de  tous  les  termes  de  rang  pair,  à 
partir  du  premier,  et  les  termes  de  rang  impair  ne  changeront 
pas.  Si  m est  impair , les  termes  de  rang  impair  changeront 
de  signes,  et  les  termes  de  rang  pair  ne  changeront  pas; 
mais  alors  il  faudra  changer  les  signes  de  tous  les  termes 
dans  l’équation  résultante,  afin  que  le  premier  terme  devienne 
positif.  Ainsi , dans  tous  les  cas , si  l'équation  est  complète  , 
c’est-à-dire  si  elle  renferme  tous  les  termes  que  son  degré 
comporte,  on  changera  les  signes  des  racines  en  changeant 
seulement  les  signes  des  termes  de  rang  pair. 

578.  Lorsqu’une  équation  ramenée  à la  forme  ordinaire  a 
tous  ses  termes  de  même  signe,  elle  ne  peut  admettre  aucune 
racine  positive;  car  la  substitution  d’une  valeur  positive  à la 
place  de  x , dans  le  premier  membre  , donne  une  somme  de 
quantités  positives  qui  ne  peut  être  nulle. 

Cette  observation  et  la  règle  qui  vient  d’être  établie  pour 
changer  les  signes  des  racines  font  voir , qu’une  équation 
complète  dont  les  termes  sont  alternativement  positifs  et 
négatifs  n’a  aucune  racine  négative;  car,  après  le  change- 
ment des  signes  des  termes  de  rang  pair  , tous  les  termes  étant 
positifs  , la  transformée  n’a  pas  de  racines  positives. 

Quand  une  équation  ne  contient  que  des  puissances  paires 
de  l’inconnue , les  racines  ne  diffèrent  deux  à deux  que  par  lès 
signes  ; car  la  substitution  de  — y à la  place  de  x n’apporte 
aucun  changement  dans  l’équation  , il  faut  donc  que  les  ra- 
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cinés  ne  soient  pas  changées  quand  on  les  prend  toutes  avec 
des  signes  contraires,  ce  qui  exige  que,  s’il  y a une  racine  +a, 
il  y ait  aussi  la  racine  — a.  Au  reste,  cette  conséquence 
s’aperçoit  immédiatement  en  remarquant  que , si  l’on  pose 
x'  =y,  l’équation  sera  ramenée  à une  autre  de  degré  sous- 
double,  et  pour  chaque  valeur  d e jr  ou  obtiendra  deux  va- 
leurs de  x qui  différeront  seulement  par  les  signes. 

La  proposiiion  réciproque  est  également  vraie;  c’est-à-dire 
que , lorsque  les  racines  d’une  équation  ne  diffèrent  deux  à 
deux  que  par  les  signes , l’équation  ne  contient  que  des  puis- 
sances paires  de  l’inconnue.  En  effet,  les  racines  peuvent  être 
exprimées  par 

+ a,  — a,  + b,  — b,  +c,  — c,  etc.  ; 

par  conséquent  le  premier  membre  de  l’équation  est  le  pro- 
duit des  facteurs 

x — a,  x-} -a,  x — b,  x-\-b,  x — c,  x + c,  etc. 

Donc  il  est  égal  au  produit  des  facteurs  du  second  degré 
x*  — a1,  x * — b',  x 1 — c1 , etc. 

Mais  comme  ceux-ci  ne  contiennent  que  des  puissances  paires 
de  x,  il  en  est  nécessairement  de  même  de  leur  produit. 

Règle  des  signes  de  Descartes. 

579.  Lorsqu’on  considère  une  suite  de  termes  affectés  des 
signes  -+-  et  — , les  changements  de  signes  qui  ont  lieu  d’un 
terme  au  suivant  se  nomment  variations  ; et  l’on  dit  qu’il  y a 
permanence  toutes  les  fois  que  les  signes  de  deux  termes  con- 
sécutifs sont  les  mêmes.  Ainsi,  dans  l’équation 

x5  — 3x*  — ax3  -)-  x1  — x — i = o , 

il  y a une  variation  du  premier  terme  au  second  , du  troi- 
sième au  quatrième  , et  du  quatrième  au  cinquième.  Il  y a 
au  contraire  une  permanence  du  second  terme  au  troisième  » 
et  du  cinquième  au  sixième. 
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Cela  posé,  la  proposition  connue  sous  le  nom  de  règle  des 
signes  de  Descartes  consiste  dans  le  théorème  ci-après. 

580.  Théorème  xi.  Dans  une  équation  complète  ou  incom- 
plète, le  nombre  des  racines  positives  ne  peut  pas  surpasser  le 
nombre  des  variations  (*). 

Supposons  qu’on  ait  d’abord  formé  le  produit  des  facteurs 
correspondants  aux  racines  imaginaires  et  aux  racines  néga- 
tives de  l’équation  ; il  ne  s’agira  plus , pour  obtenir  le  pre- 
mier membre,  que  de  multiplier  successivement  ce  produit 
par  tous  les  facteurs  correspondants  aux  racines  positives.  Le 
théorème  énoncé  sera  donc  démontré  si  l’on  fait  voir  que, 
lorsqu’on  multiplie  un  polynôme  par  un  facteur  x — a dans 
lequel  a est  positif,  le  produit  contient  au  moins  une  varia- 
tion de  plus  que  le  multiplicande.  Représentons  à cet  effet  le 
multiplicande  comme  on  le  voit  ci-dessous  : 

xm+. . A.xm~n— . . .+Kpxm~r+. . .±A,x— ». . .±Àm, 

et  supposons  que  dans  l’intervalle  des  termes  x”  et — Aaxmm~* 
il  ne  se  trouve  que  des  termes  positifs;  qu’entre  Amx°'~n  et 
•\-A.pXm~r  il  ne  *e  trouve  que  des  termes  négatifs  ; que  dams 
l’intervalle  des  termes  -f-A fxn~*  et  ±A,xm~»,  les  signes 
changent  un  nombre  quelconque  de  fois;  et  que  depuis  le 
terme  ±A?xm-’  jusqu’au  dernier  terme  rfcA,,  , tous  les  termes 
ont  le  même  signe. 

Multiplions  ce  polynôme  par  x — a , comme  cela  est  indi- 


(*)  On  énonçait  habituellement  la  règle  de»  signes  comme  il  suit  : Dans 
toute  équation , le  nombre  des  racines  positives  ne  peut  pas  surpasser  le 
nombre  des  variations , et  le  nombre  des  racines  négatives  ne  peut  pas 
surpasser  le  nombre  des  permanences.  Mais  la  seconde  partie  de  cet 
énoncé  n'est  pas  exacte,  si  l’on  n’ajonte  pas  que  l’équation  est  complète, 
tandis  que  la  première  partie  est  indépendante  d’une  semblable  restriction. 
C’est  pourquoi  il  convient  de  considérer  d’abord  la  première  partie  comme 
une  proposition  distincte. 
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que  tiaus  le  tableau  qui  suit  : 

xm. . .—Anxm~n.  ..+Apxm~P. . ,±A,,xm-i. . . rtAm 
x — a 

xm+' . . . — A(,[x”,-"+,t . . + A(1jx,n_/,+‘ . . . zhA,,  xm~i~*-l,..±:Anx 

' «A„_[l  -j-a-Ap — , ! ——(ïAy — | a A m 

il  est  clair  que  d’après  les  suppositions  ci-dessus  , les  ternies 
qui  sont  écrits  dans  la  seconde  ligne  des  produits  partiels 
auront  tous,  quand  ils  ne  seront  pas  nuis,  des  signes  sem- 
blables à ceux  des  termes  de  la  première  ligne  qui  renferment 
les  mêmes  exposants  de  x. 

Cela  posé,  le  multiplicande  n’a  qu’une  seule  variation 
depuis  le  premier  terme  xm  jusqu’au  terme  — AHx"~m , et 
dans  le  produit  il  y a au  moins  une  variation  depuis  le 
premier  terme  ar"4"  jusqu’au  terme  — (A„4'nAB_,)ar“— *+I. 
De  même , le  multiplicande  n’a  qu’une  seule  variation  depuis 
le  terme  — Auxm~n  jusqu’au  terme  +Al’xm~’’,  et  il  s’en  trouve 
au  moins  une  entre  les  termes  correspondants  du  produit. 
On  voit  par  là  que  le  nombre  des  variations  qui  se  trouvent 
dans  le  produit  jusqu'au  terme  affecté  de  l’exposant  m—q- f-i, 
n’est  pas  moindre  que  le  nombre  des  variations  qui  se  trou- 
vent dans  le  multiplicande  jusqu’au  terme  rtAfr'"~?.  Mais 
à partir  de  ce  terme , le  multiplicande  ne  contient  plus  aucune 
variation , et  il  s’en  trouve  au  moins  une  entre  le  terme  du 
produit  qui  est  affecté  de  l’exposant  m — q-\- 1 et  le  dernier 
terme  z^aAm.  Le  second  polynôme  contient  donc  au  moins 
une  variation  de  plus  que  le  premier. 

11  suit  immédiatement  du  théorème  qui  vient  d’être  établi 
et  de  la  règle  que  Ton  a donnée  pour  changer  les  signes 
des  racines  ( n°377  ) , que  le  nombre  des  racines  négatives 
d’une  équation  ne  peut  surpasser  le  nombre  des  variations  de 
l'équation  transformée  qui  résulte  du  changement  de  x en  — x. 

Corollaire  t,r.  Lorsque  le  nombre  total  des  variations  con- 
tenues dans  l’équation  proposée,  et  dans  l’équation  trans- 
formée qui  résulte  du  changement  de  x en  — x , est  moindre 
que  le  degré  de  l’équation,  il  y a nécessairement  des  racines 
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imaginaires.  Soit,  par  exemple,  l’équation  xb — ax’  4- 1 =0. 
Comme  elle  a seulement  deux  variations , elle  a an  plus  deux 
racines  positives;  si  l’on  change  ren-r.ona  l’équation 
x5  -f-  2X*  — i = o ; et  comme  celle-ci  a seulement  une  varia- 
tion , la  première  a au  plus  une  racine  négative  j elle  a donc 
au  moins  deux  racines  imaginaires. 

Corollaire  h.  Quand  il  ne  manque  aucun  terme  dans  une 
équation,  le  changement  de  * en  — x s’effectue  en  chan- 
geant les  signes  des  termes  de  rang  pair,  ce  qui  transforme 
les  variations  en  permanences,  et  vice  versA.  Par  consé- 
quent dans  une  équation  complète , le  nombre  des  racines 
négatives  est  au  plus  égal  au  nombre  des  permanences. 

Lorsqu  une  équation  complète  a toutes  ses  racines  réelles  , 
le  nombre  des  racines  positives  est  égal  au  nombre  des  varia- 
tions , et  le  nombre  des  racines  négatives  est  égal  au  nombre 
des  permanences.  En  effet,  nommons  v le  nombre  des  varia- 
tions , p celui  des  permanences , P le  nombre  des  racines  posi- 
tives, N celui  des  racines  négatives,  et  soit  m le  degré  de 
1 équation.  Puisque  l’équation  est  complète  on  aura  v-è-p=m, 
et  puisque  tontes  les  racines  sont  réelles,  on  aura  aussi 

^ **  = m ’ ^0DC  **  +P  = N + P.  D’après  cette  égalité  , 

si  l’on  avait  P<>,  il  faudrait  que  l’on  eût  N >p , ce  qui 
est  impossible  ; on  doit  donc  avoir  P=  v et  N — p_ 

Scolie  Ier.  Lorsqu’il  manque  des  termes  dans  l’équation,  le 
nombre  des  racines  négatives  peut  surpasser  celui  des  perma- 
nences ; on  en  voit  un  exemple  dans  l’équation  x5 ax’-f-i=so, 

car  cette  équation  n’a  pas  de  permanences , et  elle  a nécessai- 
rement une  racine  négative  fn°  3ÜJS)  . mais  il  n’en  sera  plus  de 
même  si  l’on  commence  par  rétablir  les  termes  qui  manquent 
en  leur  donnant  pour  coefficient  zéro , et  les  affectant  indiffé- 
remment du  signe  -j-  ou  du  signe  — . L’équation  devient  alors 

xb  =h  ox»  ± ox1  — 7.X'  ±o.r-f-  t =0; 

«le  cette  maniéré  elle  contient  toujours  une  permanence, 
quels  que  soient  les  signes  que  l’on  adopte. 

u.  Pour  apprécier  l’effet  du  rétablissement  des  termes,  on 
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remarquera  d’abord  que , quels  que  soient  les  signes  dont  on 
affectera  ces  termes,  le  nombre  des  variations  ne  sera  pas 
moindre  qu’il  n’était  auparavant  ; et  l’on  pourra  disposer  de 
ces  signes  de  manière  que  le  nombre  des  variations  ne  soit 
pas  augmenté , car  il  suffira  pour  cela  de  donner  à tous  les 
termes  qu'on  rétablira  à la  suite  d’un  terme  quelconque  le 
signe  de  ce  terme. 

On  remarquera  en  outre  qu’après  le  rétablissement  des 
termes , quelques  signes  qu’on  leur  donne , le  nombre  des 
permanences  ne  sera  pas  moindre  que  celui  des  variations  de 
la  transformée  produite  par  le  changement  de  a:  en — x;  et  l’on 
pourra  disposer  des  signes  des  termes  dont  les  coefficients  seront 
zéro,  de  manière  que  ces  deux  nombres  soient  égaux.  En  effet, 
nommons  P le  premier  membre  de  l’équation  incomplète , P' 
le  polynôme  qu’on  obtient  en  rétablissant  les  termes  qui  man- 
quent , Q ce  que  devient  P quand  on  change  x en  — x , et  Q' 
ce  que  devient  P'  par  le  même  changement.  Le  nombre  des 
variations  de  Q'  sera  toujours  au  moins  égal  au  nombre  des 
variations  de  Q , et  il  ne  le  surpassera  pas  si  l’on  donne  des 
signes  convenables  aux  termes  dont  le  coefficient  est  zéro  ; or, 
le  nombre  des  variations  de  Q'  est  celui  des  permanences  de  P/  ; 
par  conséquent  le  nombre  des  permanences  de  P'  sera  toujours 
au  moins  égal  au  nombre  des  variations  de  Q , et  il  ne  le  sur- 
passera pas  si  l’on  choisit  convenablement  les  signes  indé- 
terminés. 

Il  suit  immédiatement  de  ces  deux  observations  que , lors- 
qu’on rétablit  les  termes  qui  manquent,  on  peut  prendre, 
pour  les  limites  du  nombre  des  racines  positives  et  du 
nombre  des  racines  négatives,  le  nombre  des  variations  et  le 
nombre  des  permanences  que  l’on  obtient  quand  on  prend 
d’abord  les  signes  qui  donnent  le  moins  de  variations  , et  en- 
suite ceux  qui  donnent  le  moins  de  permanences. 

m.  Soient  v et  v les  nombres  des  variations  que  présente 
l’équation  , lorsqu’on  choisit  les  signes  indéterminés  de  ma- 
nière que  le  nombre  des  variations  soit  le  plus  grand  possible, 
et  ensuite  de  manière  qu’il  soit  le  plus  petit  possible , et 
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soit  m le  degré  de  l’équation.  Le  plus  petit  nombre  de  perma- 
nences sera  évidemment  m — v , d’où  il  suit  que  l’équation 
aura  au  plus  m — v racines  négatives , et  comme  elle  aura  au 
plus  v racines  positives , la  limite  du  nombre  des  racines 
réelles  sera  m — v-f-f'  ou  m — (v — *»')  ; il  y aura  donc  au 
moins  v — v racines  imaginaires. 

îv.  La  différence  v — v , qui  ne  peut  jamais  être  négative, 
est  toujours  un  nombre  pair  ; car  on  peut  supposer  qu’au  lieu 
de  faire  à la  fois  tous  les  changements  de  signes  nécessaires 
pour  passer  du  cas  où  le  nombre  des  variations  est  v à celui 
où  il  est  v,  on  a changé  les  signes  un  à un  et  successivement. 
Or,  quand  on  change  un  signe  entre  deux  signes  contraires  , 
on  a toujours  le  même  nombre  de  variations  ; et  quand  on 
change  un  signe  entre  deux  signes  semblables , il  y a deux 
variations  qui  deviennent  des  permanences,  ou  deux  per- 
manences qui  deviennent  des  variations. 

v.  Lorsqu’il  manque  plusieurs  termes  consécutifs,  ou  lors- 
qu’il manque  seulement  un  terme  entre  deux  termes  de  même 
signe , la  différence  e — v n’est  pas  nulle  ; par  conséquent 
l’équation  a des  racines  imaginaires.  Mais  la  même  conclu- 
sion n’a  plus  lieu  lorsqu’il  manque  seulement  un  terme  entre 
deux  termes  de  signes  contraires. 

vi.  La  différence  entre  le  nombre  des  racines  positives  et  le 
nombre  des  variations,  est  toujours  un  nombre  pair;  car, 
d’après  un  principe  qui  sera  démontré  plus  loin  ( n°  408), 
lorsque  le  dernier  terme  de  l’équation  est  positif,  le  nombre 
des  racines  positives  est  pair  , et  lorsque  le  dernier  terme  est 
négatif,  le  nombre  des  racines  positives  est  impair;  d’un  autre 
côté,  quand  le  dernier  terme  est  positif,  le  nombre  des  varia- 
tions est  pair,  et  quand  le  dernier  terme  est  négatif,  le  nombre 
des  variations  est  impair. 

vii.  Tout  ce  qui  vient  d’être  dit  sur  la  règle  des  signes  et 
ses  diverses  conséquences  suppose  que  l’équation  n’a  pas  de 
racines  nulles. 
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RECHERCHE  DES  RACINES  RÉELLES  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES 
A UNE  INCONNUE.  , 


Des  limites  des  racines. 

38i.  Les  méthodes  par  lesquelles  ori  détermine  les  racines 
réelles  d’une  équation  ne  sont  à proprement  parler  qu’une 
suite  de  tâtonnements  bien  dirigés , et  la  première  question 
qui  se  présente , pour  restreindre  ces  tâtonnements , est  de 
trouver  des  nombres  entre  lesquels  on  soit  assuré  que  toutes 
les  racines  sont  comprises  ; ces  nombres  sont  appelés  les  li- 
mites des  racines.  On  a vu  (n°  381)  qu’il  existe  toujours  un 
nombre  tel  que  tontes  les  valeurs  de  l’inconnue  plus  grandes 
que  ce  nombre  font  prendre  au  premier  membre  de  l'équa- 
tion des  valeurs  de  même  signe  que  le  premier  terme  ; il  est 
clair  que  ce  nombre  est  nécessairement  une  limite  supérieure 
des  racines  de  l’équation.  Pour  montrer  comment  on  peut 
trouver  cette  limite,  nous  commencerons  par  prouver  que 
lorsque  le  premier  terme  d’une  équation , que  nous  supposons 
toujours  positif,  est  plus  grand  que  la  somme  des  termes 
négatifs  , pour  une  certaine  valeur  de  x , la  même  chose  a 
lieu  encore  pour  une  valeur  plus  grande  de  x.  En  effet , en 
laissant  de  côté  tous  les  termes  positifs  de  l’équation  , à l’ex- 
ception du  premier  terme , on  a un  polynôme  tel  que  le 
suivant  : 

xm  — Axm~m  — Bx"- ' * — Cxm~i  — etc. 

Or,  en  posant  l’inégalité 

xm  > Axm~n  4-  B.rm~?  + Cxm_<  4-  etc. , 
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on  voit  que  cette  inégalité'  sera  vérifiée  si  l’on  a la  suivante 


1 > — -f-  — -f  — + etc. 
xnxPxi 


Mais , dans  celle-ci , le  second  membre  est  d’autant  plus 
petit  que  la  valeur  de  x est  plus  grande,  et  le  premier 
membre  est  constant  ; donc  , si  elle  est  vérifiée  pour  une 
valeur  L de  r,  elle  le  sera  encore  à plus  forte  raison  pour 
toute  valeur  plus  grande. 

On  peut  même  s’assurer  que  , si  l’on  donnait  à x des 
valeurs  croissantes  à partir  de  x=L , le  premier  membre  de 
l’équation  prendrait  aussi  des  valeurs  croissantes  ; car  le 
polynôme  x" — Axm~n  — Bx“,-f’  — Cxm~i  — etc. , est  la  même 

chose  que  xm^i  — — — — — — etc.^  ; or,  si  l’on  donne 

à x des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes , à partir  de  x = L , 
le  facteur  xm  augmentera  , la  quantité  qui  est  dans  les  paren- 
thèses-augmentera  aussi , et  s’il  y a des  termes  positifs  dans 
l’équation,  chacun  d’eux  augmentera  avec  X;  la  valeur  du 
premier  membre  ira  donc  en  augmentant. 

582.  Dans  un  grand  nombre  d’occasions  on  découvre  sans 
peine , par  quelques  essais , une  valeur  de  x propre  à rendre  le 
premier  terme  d’une  équation  plus  grand  que  la  somme  des 
V termes  négatifs  ; on  a ainsi  une  limite  supérieure  des  racines 
positives.  Mais  on  peut  aussi  donner  à ce  sujet  une  règle 
d’après  laquelle  la  limite  s’aperçoit  à la  seule  inspection  de 
l'équation. 

Pour  établir  cette  règle , considérons  l’équation 
xm  ± Arm~‘  ± B xm~ 2 ± Cx"’-3 . . . ± K — o. 

Nous  mettons  le  double  signe  devant  chacun  des  termes , à 
l’exception  du  premier , afin  de  mieux  faire  comprendre  que 
ces  termes  peuvent  être  indifféremment  positifs  ou  négatifs. 

Désignons  par  N la  valeur  absolue  du  plus  grand  coefficient 
négatif,  et  posons  l’inégalité 

xffl  > Nxm- > + Nxm"®  4-  . . . -f-  Nx  4-  N . 
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Il  est  clair  qu’une  valeur  de  x qui  satisfera  à cette  inégalité 
rendra  , à plus  forte  raison , le  premier  terme  x"  supérieur 
à la  somme  de  tous  les  termes  négatifs  de  l’équation. 

Pour  trouver  la  valeur  de  x dont  il  s’agit , nous  remar- 
querons que  le  polynôme  Nxm-,-l-Nxm-* -f-Nx-f  N 

étant  la  même  chose  que  N(xm_1  r"-1. . . -f-  x + i) , ou 

N(xm  i)  ^ pj^galité  ci-dessus  peut  s’écrire  comme  il  suit  : 


xm  > 


N(x“ — i) 
™"  • 
x — i 


Si  l’on  ne  cherche  la  valeur  de  x que  parmi  les  nombres 
plus  grands  que  i , ce  qui  est  permis  par  la  nature  de  la 
question  , il  suffira  que  l’on  ait 

Nxm 

xm  — ou  ~> ; 

x — 1 

d’où  l’on  tire 

x — i =ou>  K,  et  x=ou>i-|-N. 

11  suit  de  là  que , dans  toute  équation,  on  a une  limite  su- 
périeure des  racines  positives,  en  ajoutant  l'unité  à la  valeur 
absolue  du  plus  grand  coefficient  négatif. 

385.  Quand  les  termes  négatifs  ne  commencent  pas  immé- 
diatement après  le  premier  terme,  on  peut  obtenir  une  limite 
moindre  que  la  précédente. 

Pour  le  montrer,  prenons  l’équation 

x"1. . . — Fxm~,‘  ±:Gxm~',_l . . . ±l  K = o, 


le  terme  — Fx“-"  étant  le  premier  terme  négatif , et  les 
termes  suivants  pouvant  être  indifféremment  positifs  ou  né- 
gatifs. 

Désignons  encore  par  N la  valeur  absolue  du  plus  grand 
coefficient  négatif,  et  posons  l’inégalité 

xm  > Nxm“"  -f-  Nxm~n~' . . . -f-  Nx  -f-  N. 


\ 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  QUATORZIÈME.  4<>i 

Toute  valeur  de  x qui  vérifiera  cette  inégalité  rendra  à plus 
forte  raison  le  premier  terme  xm  plus  grand  que  la  somme 
de  tous  les  termes  négatifs  de  l’équation.  Or  cette  inégalité 
revient  à la  suivante 


ar™  > N 


xm' 


X — I 


et  si  l’on  ne  cherche  la  valeur  de  x que  parmi  les  nombres  plus 
grands  que  i , il  suffira  que  l’on  ait 
IV  T~m — 

xm  > ou  — i)>M. 

X I 

D’ailleurs , la  dernière  condition  sera  évidemment  remplie  si 
l’on  a 


(x — i)*~'(x  — i)  = ou  > N ou  bien  (x — i)“  = ou>  JN  ; 
d’où  l’on  tire  enfin 

n 

x = ou  > i+^/N. 

Il  suit  de  là  que  Yon  a encore  une  limite  supérieure  des  ra- 
cines positives  en  ajoutant  l’unité  à la  racine  de  la  valeur 
absolue  du  plus  grand  coefficient  négatif , dont  l’indice  est  la 
différence  entre  le  degré  de  l'équation  et  l’exposant  du  premier 
terme  négatif. 

On  doit  observer  toutefois  que , si  le  coefficient  N était  plus 
petit  que  l’unité , la  limite  i ■+■  N serait  préférable  à celle  qui 
résulte  de  la  règle  ci-dessus. 

384.  On  peut  souvent  obtenir  des  limites  moindres , en 
faisant  usage  de  quelques  transformations  qu’un  peu  d’habi- 
tude fait  aisément  découvrir.  Par  exemple,  si  l’on  a l’équaiion 

x8  — 4x7  •+■ 1 3-r*  — — i8x^  -j-  3x*  — ï oox  -f-  i ooo  = o , 

on  l’écrira  comme  il  suit  : 

x\x  - 4)  + * 3x4(x*  — r^x  — -ff)  + 3[(x  — 4-^]  = o. 

De  cette  manière  on  voit  que  le  premier  membre  aura  néces- 
cessairement  une  valeur  positive  si  l’on  suppose  x=4  ou 
x f>  4 ; car  alors  le  binôme  x — 4 sera  positif , d’ailleurs  le 
a*  Édit.  26 
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trinôme  x* — -pj  x — ff  est  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
qui  surpassent  et  la  quantité  ( x — ^ )’  -J-  est 

positive  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x.  Par  conséquent 
le  nombre  4 est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de 
l’équation.  La  règle  du  n°  582  donnerait  pour  limite  ioi. 

On  peut  encore  employer  pour  la  détermination  des  limites 
un  autre  procédé  qui  a été  indiqué  par  Newton  , et  qui  est 
rapporté  dans  Y Algèbre  de  M.  Bourdon  et  dans  celle  de 
M.  Lefébure  de  Fourcy. 


588.  Quand  on  veut  obtenir  une  limite  inférieure  des 
racines  positives , on  remplace  dans  l’équation  x par  : si 
L est  une  limite  supérieure  des  racines  de  l’équation  en  y,  il 
est  clair  que  p est  une  limite  inférieure  des  racines  de  l’équa- 

J J 


tion  en  ar. 

En  effectuant  cette  transformation  sur  une  équation  litté- 
rale , on  reconnaît  que  l’on  peut  toujours  prendre  pour  limite 
inférieure  des  racines  positives  , la  valeur  absolue  du  dernier 
terme  divisée  par  la  somme  qu’on  obtient  en  ajoutant  à la 
valeur  absolue  du  dernier  terme  celle  du  plus  grand  coeffi- 
cient de  signe  contraire  au  signe  du  dernier  terme. 

Les  limites  des  racines  négatives  s’obtiennent  au  moyen 
des  mêmes  règles , en  transformant  d’abord  l’équation  pro- 
posée en  une  autre  par  le  changement  de  x en  — x. 


i Méthode  des  racines  commensurables. 


386.  Nous  supposerons  que  l’équation  proposée  ne  contient 
que  des  coefficients  rationnels  ; dans  ce  cas  , si  l’on  fait  dispa- 
raître les  dénominateurs , les  coefficients  deviennent  des  nom- 
bres entiers , celui  du  premier  terme  pouvant  être  différent 
de  l’unité. 

387.  Les  racines  commensurables  peuvent  être  des  nombres 
entiers  ou  des  fractions.  Nous  allons  d’abord  nous  occuper  de 
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la  recherche  des  racines  entières  ; et  pour  rendre  les  explica- 
tions plus  faciles , nous  considérerons  seulement  l’équation 
du  4*  degré 

Ax>  -f  BxJ  -|-  Cx*  -f-  Dx  -f-  E = o. 

Soit  a une  racine  entière  de  cette  équation , on  aura 
A<r*  + Bn3  -J-  C à'  -f-  Do  -(-  E = o. 

On  déduit  de  là 


— An3  — B«’—  Ca  — D; 
a 

le  second  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  entier  ; il 
faut  donc  que  a soit  un  diviseur  exact  de  E. 

E 

Posons  - = E'  ; on  tirera  de  l’égalité  précédente 


E'  + D 


= — A o’  — B<s—  C, 


ce  qui  montre  que  a devra  être  un  diviseur  exact  de  E'  -f-  D. 

Soit  ^ ^ = D'  : on  trouvera  — — - = — A a — B, 

a a 

ce  qui  montre  que  a devra  être  aussi  un  diviseur  exact  de 
D'+C. 

D'+C  C'  4.  B 

Soit = C ; on  trouvera  = — A. 


Lorsque  toutes  ces  conditions  sont  remplies , le  nombre  a 
est  racine  de  l’équation.  Car  en  éliminant  les  quantités  E', 

D'  et  C',  entre  les  relations  -=E',  P ~^  = C', 

a a a 

| jj 

— — — = — A , on  parvient  à l’égalité 

ka * -J-  B a3  + Ca*  -f-  Dn  + E = o. 


Ainsi,  pour  qu’une  quantité  entière  a soit  racine  d’uue 
équation , il  faut  et  il  suffit 

26.. 
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Que  celte  quantité  soit  un  diviseur  du  dernier  terme  ; 

Que , si  au  quotient  du  dernier  terme  par  a on  ajoute  le 
coefficient  du  terme  eux,  la  somme  divisée  par  a don’ te  pour 
quotient  un  nombre  entier; 

Que,  si  l’on  ajoute  à ce  second  quotient  le  coefficient  du 
terme  en  x“,  la  somme  divisée  par  a donne  pour  quotient  un 
nombre  entier  ; 

Ainsi  de  suite; 

Enfin  que , lorsqu’on  est  ainsi  parvenu  à un  quotient  en 
nombre  entier  auquel  on  doit  ajouter  le  coefficient  de  la  puis- 
sance de  x immédiatement  inférieure  au  degré  de  Véqualion, 
la  somme  divisée  par  a donne  un  quotient  égal  au  coefficient 
du  premier  terme  pris  en  signe  contraire. 

388.  Pour  appliquer  commodément  les  caractères  qui  vien- 
nent d’être  établis , on  dispose  les  calculs  comme  on  le  voit 
dans  l’exemple  qui  suit.  Soit  l’équation 

x5  4 5x*  4 x3  — i6x’  — aox  — 16  = o. 

Voici  le  tableau  des  opérations  : 

4-16,4-  8,4  4,4  2,4  », — »,—  2, — 4» — 8, — 16, 

— 1,—  2,—  4,—  8, — i6,4»6,4  8,4  4,4  2,4-  1, 

— 21 , — 22, — 24, — 28, — 36, — 4» — » 2 , — 16, — 18, — 19, 

» » — 6,  — 14, “36, 4 4ï4-  6,4  4 M » 

— 22, — 3o,—- 52, — 12, — 10, — 12, 

» — 15, — 52,4*2,4  5,4  3, 

— »4> — 51,4*3,4  6,4  4, 

— 7, — 5i , — 13, — 3,—  1, 

— 2, — 45» — 8,4  2,4  4, 

— t,— 46,4  8,—  1. 

On  écrit  d’abord  sur  une  même  ligne  tous  les  diviseurs  du 
dernier  terme  , tant  avec  le  signe  4 qu’avec  le  signe  — , et 
en  les  rangeant  par  ordre  de  grandeur. 

On  place  au-dessous , dans  une  autre  ligne , les  quotients 
que  Ton  obtient  en  divisant  le  dernier  terme  — «6  par  chacun 
de  ces  diviseurs. 
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On  forme  la  troisième  ligne  en  ajoutant  à chacun  des  quo- 
tients contenus  dans  la  ligne  précédente  le  coefficient  du  terme 
en  x , qui  est  — 20. 

On  obtient  les  termes  de  la  quatrième  ligne  en  divisant 
chaque  terme  de  la  ligne  précédente  par  celui  de  la  première 
ligne  qui  est  au-dessus , quand  la  division  peut  être  faite 
exactement. 

Les  autres  lignes  se  forment  de  la  même  manière. 

Les  diviseurs  -f-  2 , — 2 , — 4 * <lu'  donnent  dans  la  dernière 
ligne  un  quotient  égal  au  coefficient  du  premier  terme  de 
l’équation  pris  en  signe  contraire , sont  des  racines  de  l’é- 
quation. 

La  division  du  premier  membre  par  le  produit  des  facteurs 
x — 2,  x + 2 et  x — 4>  donne  le  quotient  x’  -1-  x -f-  1 ; 
ainsi  l’on  aura  les  deux  autres  racines  en  résolvant  l’équation 
x*  -}-x  -f-  1 =0.  Ces  deux  racines  sont  imaginaires. 

On  omet  ordinairement  dans  le  tableau  des  opérations  les 
diviseurs  -f-  t et  — 1 , parce  qu’il  est  plus  simple  de  les  subs- 
tituer immédiatement  dans  l’équation.  Pour  abréger  les  cal- 
culs , on  détermine  d’abord  les  limites  des  racines , et  l’on 
n’essaie  que  les  diviseurs  compris  entre  ces  limites.  Dans 
l’exemple  ci-dessus  , la  limite  des  racines  positives  , calculée 

3 

par  la  règle  du  n°  385  , est  3 + 1/16,  qui  est  un  nombre 
moindre  que  4-  Pour  obtenir  une  limite  des  racines  néga- 
tives , on  change  x en  — x , ce  qui  conduit  à l’équation 

x*  — 5x*  -f-  x3  -+■  t6x*  — 20X  -f-  16  = 0. 

Cette  équation  pouvant  se  mettre  sous  cette  forme 

x*(x — 5)  + x3  + i6x(x  — _{_  16  — o, 

le  premier  membre  aura  une  valeur  positive  pour  x=5 , et 
pour  toute  valeur  de  x plus  grande  que  5 ; par  conséquent 
— 5 est  une  limite  des  racines  négatives  de  la  proposée.  Les 
deux  limites  + 4 et  — 5 montrent  qu’il  était  inutile  d’essayer 
les  diviseurs  -f-  16,  -j-  8,  -+•  4,  — 8 et  — 16. 
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589.  Soit  encore  l’équation 

2x3  — 53a:  -f-  i o5  = o. 

On  reconnaît  aisément  que  + i et  — i ne  sont  point  racines. 
Les  limites  des  racines  étant  + et  — (t  + l/  -T4)  > on 

a seulement  à essayer  les  diviseurs  de  io5  compris  entre  +6 
et  — 9 , lesquels  sont  3,  5,  — 3,  — 5 et  — 7 . On  forme  alors 
le  tableau  ci-dessons  : 

+ 5,  -f-  3,  — 3,  — 5,  — 'j , 

+21,  +35,  — 35,  — ai,  — 15, 

——32,  — 18,  —88,  — *— G8, 

» — 6 » » » 

— 2. 

Après  avoir  obtenu  la  troisième  ligne,  on  voit  qu’il  n’y  a 
plus  lieu  de  continuer  les  opérations  que  pour  le  diviseur  +3. 
On  doit  ajouter  au  quotient  — 6 le  coefficient  du  terme  en  x“  ; 
or  ce  terme  manque  , ainsi  son  coefficient  est  égal  à zéro  ; il 
faut  donc  diviser  — 6 par  +3.  Le  quotient  étant  égal  au  coef- 
ficient du  premier  terme  de  l’équation , pris  en  signe  con- 
traire , — 3 est  une  racine. 

Le  quotient  de  zx3 — 53x+  io5  parx — 3,  étant  2x*+6x — 35, 
on  trouvera  les  deux  autres  racines  en  résolvant  l’équation 
2x’ +6x — 35  = o.  Ces  racines  sont  incommensurables. 

590.  Lorsque  les  coefficients  dune  équation  sont  des  nom- 
bres entiers , si  celui  du  premier  terme  est  V unité,  V équation 
n’a  pas  de  racines  fractionnaires. 

Soit  l’équation 

xm  + Axm— ' -f-  B*1"-’  -f-  . . . -f-  Hx  -f-  K = o, 


les  coefficients  A,  B , etc. , étant  tous  des  nombres  entiers.  Si 
l’une  des  racines  était  une  fraction  , en  supposant  cette  frac- 
tion réduite  à ses  moindres  termes,  et  la  représentant  par  ^ , 
on  aurait 
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407 

On  déduit  de  là 

/Jm 

7-  = — Aam_l  — B am~'b  . . . — Wabm~^  — Ki’"-'. 

O 

Le  second  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  entier  , et 
comme  b est  premier  avec  a , a “ n’est  pas  divisible  par  b ; 
l’égalité  est  donc  impossible. 

391.  On  peut  toujours  transformer  une  équation  donnée  en 
une  autre  telle  que  le  coefficient  du  premier  terme  soit  l’unité, 
et  les  autres  coefficients  soient  des  nombres  entiers. 

En  effet , si  l’on  commence  par  faire  disparaître  les  dénomi- 
nateurs , l’équation  se  présentera  sous  la  forme 

Ax”  -f-  Bxm— 1 -j-  Cxm— * . . . -f-  Hx  -j-  K = o. 


Y 

Posons  x=^r,  h désignant  une  quantité  indéterminée,  l’é- 
quation transformée  en  j-  sera 


ytn  1 

A 'F  +Bl^:r 


h™-' 


+H  ^ + K = o, 


et  en  multipliant  tous  les  termes  par  hm“l , il  viendra 
A 

T + B hjm-'  + C h* y*-*  ...  + H hm~'r  + Khm-'  = o. 

h 

Si , dans  cette  dernière  équation  , on  pose  h = A , le  coeffi- 
cient du  premier  terme  se  réduira  à l’unité,  et  les  autres 
coefficients  seront  des  nombres  entiers. 

Cette  transformation  donne  le  moyen  de  déterminer  les 
racines  fractionnaires  d’une  équation  ; car  les  racines  comraen- 
surables  de  l’équation  transformée  11e  pouvant  être  que  des 
nombres  entiers,  on  les  obtient  au  moyen  de  ce  qui  a été  dit 
dans  les  n°'  387  et  388,  et  en  divisant  ces  racines  par  le  nombre 
entier  h , on  obtient  toutes  les  racines  commensurables  en- 
tières et  fractionnaires  de  l’équation  proposée. 

392.  Au  lieu  de  faire  disparaître  les  dénominateurs  et  de 
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remplacer  ensuite  l’inconnue  x par  une  nouvelle  inconnue  je 
divisée  par  le  coefficient  du  premier  terme,  il  est  souvent 

Y 

préférable  de  remplacer  x par  après  avoir  divisé  tous  les 

termes  de  l’équation  par  le  coefficient  du  premier  terme  ; 
on  détermine  ensuite  aisément  la  plus  petite  valeur  de  A 
pour  laquelle  tous  les  coefficients  deviennent  des  nombres 
entiers.  Soit , par  exemple  , l’équation 

jx*  + 2X'  — §X—  iy=0. 

Si  l’on  faisait  disparaître  les  dénominateurs,  le  coefficient 
du  premier  terme  serait  216 , et  d’après  ce  qui  a été  dit  dans 

V 

——7*.  Mais  en 
210 

posant  d’abord  x — , on  obtient  l’équation 

. £_7-T_I£ 

A4  3 A3  ' h?  8 A 27  ’ 

en  multipliant  tous  les  termes  par  A* , il  vient 


le  numéro  précédent , il  faudrait  faire  x = 


1 4*  3 I J.,  a 7&J  IO  A4 

^ + ïh'jr'  — Lg-jr—  — - = 0 ; 


de  cette  manière  on  voit  que  les  dénominateurs  disparaîtront 
si  l’on  pose  A =6. 

Au  moyen  de  cette  valeur  de  A l’équation  en  je  devient 

• , 4 

JT* — Çr3  73J'-1  — 1897-  — 480  =0. 


Cette  équation  n’ayant  qu’une  seule  racine  entière  qui  est  5, 
on  en  conclut  que  la  proposée  n’a  qu’une  seule  racine  cora- 
mensurabte  qui  est  f . . . \ 

593.  Quand  on  a déterminé  les  racines  entières  d’une  équa- 
tion , comme  il  a été  dit  dans  les  n°*  387  et  388  , il  faut  exa- 
miner si  quelques-unes  de  ces  racines  ne  se  trouvent  pas  répé- 
tées plusieurs  fois.  A cet  effet,  on  divise  l’équation  par  le 
produit  des  facteurs  correspondants  aux  racines  que  l’on  a 
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obtenues , et  l’on  opère  sur  l'équation  qui  en  résulte  comme 
on  a opéré  sur  la  première , en  observant  que  les  racines 
commensurables  de  cette  équation  ne  peuvent  être  différentes 
de  celles  qu’on  a supprimées.  En  continuant  ainsi , on  voit 
combien  de  fois  chaque  racine  entière  est  répétée  dans  l’équa- 
tion proposée  ; et  on  parvient  à une  dernière  équation  qui 
n’a  plus  aucune  racine  entière. 

Voici  deux  exemples  sur  lesquels  le  lecteur  pourra  s’exercer. 

x6  — 1 1 x5  -f-  45x*  — 80a:1  -f-  45x*  -f-  27X  — 27  —0. 

6x6  — igx5  -f-  r3x*  — aox3  -f*  48x*  — 16  = o. 

On  devra  trouver  pour  la  première  équation  la  racine  1 , et 
la  racine  3 répétée  trois  fois;  les  deux  autres  racines  sont 
incommensurables. 

La  seconde  équation  a la  racine  2 répétée  deux  fois,  et  les 
deux  racines  -J  et  — j;  les  deux  autres  racines  sont  imagi- 
naires. Pour  trouver  à la  fois  les  quatre  racines  commensu- 
rables , il  faut  faire  disparaître  le  coefficient  du  premier 
terme  , au  moyen  de  la  transformation  qui  a été  expliquée 
dans  les  n°*  39i  et  395  ; mais  on  peut  chercher  d’abord  les 
racines  entières , afiu  de  11e  transformer  l’équation  qu’après 
l’avoir  simplifiée  par  la  suppression  des  facteurs  correspon- 
dants à ces  racines. 

394.  Quand  le  dernier  terme  de  l’équation  a un  grand 
nombre  de  diviseurs,  on  peut  diminuer  le  nombre  des  divi- 
seurs à essayer,  au  moyen  du  principe  qui  suit. 

Lorsqu’un  nombre  entier  a est  racine  d’une  équation  dont 
tous  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers  , si  l’on  désigne 
par  h un  nombre  entier  quelconque , positif  ou  négatif,  le 
résultat  de  la  substitution  de  h dans  le  premier  membre  de 
l’équation  proposée  est  exactement  divisible  par  a — h. 

Pour  démontrer  ce  principe,  représentons  le  premier 
membre  de  l’équation  par  f(x).  Le  nombre  a étant  une 
racine  de  l’équation  , x — a divisera  exactement  f(x) , et  les 
coefficients  du  quotient  seront  des  nombres  entiers  , puisque 
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les  coefficients  de  f(x)  et  la  racine  a sont  des  nombres  entiers. 
Désignons  le  quotient  par  tp(x) , on  aura  f(x)  — (x — a ) tp(x). 
En  faisant  dans  cette  égalité  x=A,  on  trouve  f(h)z=(h-a)ç(h) , 
ou  , ce  qui  revient  au  même  , f(h)z=  — (a  — h)ç(h);  or  ç(A) 
est  nécessairement  un  nombre  entier  ; donc  f (h)  est  divi- 
sible par  a — h. 

Afin  de  rendre  les  calculs  plus  simples  , on  ne  prend  ordi- 
nairement pour  h.  que  les  deux  nombres  + i et  — i.  Soit , 
par  exemple , l’équation 

x3 — 5xJ — 18x4-73  = 0. 

Les  diviseurs  de  72 , en  omettant  les  diviseurs  -{-  1 et  — i , 
et  ceux  qui  ne  sont  pas  compris  entre  les  limites  des  racines 
sont  2,  3,  4>  6,  8,  g,  12,  18,  —2,  — 3,  —4»  ~ 6,  — 8,  — g. 

L’hypothèse  x — — 1 réduit  le  premier  membre  de  l’équa- 
tion à 84 , et  l’hypothèse  x = 1 le  réduit  à 5o.  En  consé- 
quence , on  cherche  quels  sont  les  diviseurs  ci-dessus  qui, 
augmentés  de  1 , divisent  84,  et  qui , diminués  de  1 , divi- 
sent 5o.  On  reconnaît  ainsi  que  les  racines  entières  de  l’équa- 
tion ne  peuvent  se  trouver  que  parmi  les  diviseurs  3,  3,  6 et 
— 4-  En  appliquant  alors  à ces  quatre  nombres  les  mêmes 
opérations  que  dans  le  n°  588,  ou  voit  qu’il  faut  rejeter  le 
nombre  2 , et  que  les  trois  autres  nombres  sont  racines  de 
l’équation. 

Méthode  des  racines  égales. 

508.  Lorsque  les  racines  réelles  d’une  équation  sont  in- 
commensurables, on  ne  peut  parvenir  à les  évaluer  que  dans 
le  cas  où  elles  sont  différentes.  Il  est  donc  nécessaire  d’exa- 
miner à quel  caractère  on  connaît  que  cette  condition  est 
remplie  , et  comment  on  peut,  quand  elle  ne  l’est  pas  , ra- 
mener l’équation  à d’autres  équations  dans  lesquelles  chaque 
racine  n’entre  qu’une  seule  fois. 

506.  Considérons  l’équation  générale 

xm  + A.xm~'  4-  Bx"— * 4-  Cx"-3 .. . +Hx4-K  = o. 
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Si  cette  équation  a plusieurs  racines  égales  à a,  il  faudra 
que  le  quotient  du  premier  membre  par  x — a soit  réduit 
à zéro  par  l’hypothèse  x = a.  On  a vu  ( n°  563  ) que  ce  quo- 
tient est 


xm~‘-j-a 

x"-a-f  a1 

am~' 

+A 

-f-A  a 

-f  A na 

4-A  a"— 

+ « 

-f-  Ba 

4-B  a"-3 

+ C 

4-C am~* 

+H 


Si  l’on  fait  dans  ce  polynôme  x = a , il  vient 

mam~ 1 4-  (m  — i)A am-3-|-(m — 2)Bam-3 . . . +H. 

Or,  ce  résultat  est  ce  que  devient  la  fonction  dérivée  du  premier 
membre  de  l’équation,  quand  on  y remplace  x par  a ; et  puis- 
qu’il doit  être  nul,  il  s’ensuit  que  la  fonction  dérivée  est  divi- 
sible parx — a.  Le  facteur  x— a est  donc  un  diviseur  commun 
au  premier  membre  de  l’équation  et  à la  fonction  dérivée. 

Réciproquement,  si  le  premier  membre  de  l’équation  et  sa 
fonction  dérivée  sont  divisibles  par  x — a , l'équation  a au 
moins  deux  racines  égales  à a ; car  la  dérivée  étant  alors  ré- 
duite à zéro  par  l’hypothèse  x = n,  le  quotient  du  premier 
membre  de  l’équation  par  x — a est  aussi  réduit  à zéro 
par  la  même  hypothèse. 

Donc , pour  qu’une  équation  ait  des  racines  égales,  il  faut 
et  il  suffit  que  le  premier  membre  de  t équation  et  sa  fonction 
dérivée  aient  un  commun  diviseur  en  x. 

397.  Pour  reconnaître  de  quelle  manière  le  plus  grand 
commun  diviseur  du  premier  membre  de  l’équation  et  de  sa 
fonction  dérivée  est  composé  avec  les  facteurs  correspondants 
aux  racines  égales,  nous  chercherons  d’abord  comment  la  fonc- 
tion dérivée  est  formée  avec  les  facteurs  du  premier  degré 
de  l’équation.  On  a vu  que  cette  fonction  est  le  coefficient  de 
la  première  puissance  de  y dans  le  résultat  que  l’on  obtient 
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en  remplaçant  x par  x-f-y  dans  le  premier  membre  de  l’é- 
quation. Représentons  le  premier  membre  de  l’équation  par 
f(x)  , la  fonction  dérivée  par  f'(x) , et  soit 

/(x)  = (X  — a)(x  — b){x  — C) ...  (X  — k)  ; 

on  aura 


f(x+jr)=(jr+x—a){y+x—b){y+x—c) . ..(j+x—k). 

On  peut  regarder  le  second  membre  de  la  dernière  égalité 
comme  le  produit  de  m facteurs  binômes  qui  ont  pour  premier 
terme  y,  et  dont  les  seconds  termes  sont  x — a,  x — b , etc. 
Il  en  résulte  que  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  y 
dans  f (x+y)  est  égal  à la  somme  des  produits  des  quantités 
x — a,  x — b , etc.  , prises  m — 1 à m — i.  D’ailleurs,  pour 
former  ces  produits , il  suffit  de  diviser  successivement  f{x) 
par  chacun  des  facteurs  x — a,  x — b,  etc.  On  a donc 


J 1 x — a x—b  x — c 


/(*) 
x — k' 


Soit  maintenant 

f (x)  = (x  — o)"(x  — b)f(x  — c)i  etc. 

On  pourra  toujours  calculer  la  fonction  dérivée  au  moyen  de 
ce  qui  vient  d’étre  dit , mais  il  faudra  remarquer  que , dans 
la  somme  des  quotients  qu’on  formera  en  divisant  successive- 
ment /(x)  par  chacun  de  ses  facteurs,  le  quotient  de  f (x) 
par  x — a sera  répété  «fois,  celui  de  f(x)  par  x — b sera 
répété  p fois  , celui  de  f{x)  par  x — c sera  répété  q fois  , etc. 
Il  suit  de  là  que  l’on  aura 

/'(x)  = n(x  — a)*-'(x  — by[x  — cy  etc. 

4-  p(x  — a)"(*  — by~‘(x  — c)i  etc. 

+ q(x  — û)"(x  — a.y(x  — cy~‘  etc. 

-|-  etc. 

En  comparant  les  expressions  de  f(x)  et  de  f'(x),  on  re- 
connaît que  ces  quantités  sont  l’une  et  l’autre  divisibles  par 
le  produit 

(x  — fl)*_,(x — by-'(x  — t-)f— 'etc. 


t 
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De  plas  , ce  produit  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
polynômes  f(x)  et  f'(x)\  autrement,  il  faudrait  que  l’un  des 
facteurs  de  f(x)  pût  diviser  encore  le  quotient  de  f(x)  par  le 
produit  ci-dessus , savoir , 

n(x-b)(x-c)  etc.  + p{x-a){x-c)  etc.  -f-<y(x-n)(x-é)etc.-l-etc.  ; 

or,  chacun  des  facteurs  x — a , x — b , etc. , divise  toutes  les 
parties  de  cette  somme , à l’exception  d’une  seule  ; la  somme 
n’est  donc  divisible  par  aucun  de  ces  facteurs. 

Il  est  démontré  par  là  que,  lorsqu’une  équation  a des  racines 
égales,  le  premier  membre  de  l’équation  et  sa  fonction  dérivée 
ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  le  produit  de  tous  les 
facteurs  correspondant»  aux  racines  égales  de  V équation , 
élevés  chacun  à une  puissance 1 moindre  d’une  unité. 

On  voit  en  même  temps  que  , lorsque  l’équation  n’a  pas 
de  racines  égales , le  premier  membre  et  sa  fonction  dérivée 
n’ont  aucun  diviseur  commun  algébrique  ; car  les  exposants  n, 
p,  q , étant  alors  égaux  à l’unité  , l’expression  du  plus  grand 
commun  diviseur  de  f(x)  et  f'{x)  se  réduit  à un  nombre. 

598.  Les  deux  propositions  qui  viennent  d’être  établies  en 
dernier  lieu  renferment  évidemment  celle  que  l’on  a conclue 
de  la  démonstration  du  n°  596;  ainsi  cette  démonstration  ne 
doit  pas  être  regardée  comme  essentielle.  Si  nous  l’avons 
rapportée , c’est  seulement  parce  qu’elle  montre  d’une  ma- 
nière simple  comment  on  a pu  découvrir  que  la  détermina- 
tion des  racines  égales  dépendait  des  propriétés  des  fonctions 
dérivées. 

599.  Supposons  actuellement  que  l’on  veuille  trouver  les 
racines  égales  d’une  équation  f (x)  — o.  On  cherchera  le  plus 
grand  commun  diviseur  du  polynôme  f(x)  et  de  sa  fonction 
dérivée  /'(x).  Si  le  plus  grand  commun  diviseur  est  un  . 
nombre  , l’équation  a toutes  ses  racines  différentes.  Si  le  plus 
grand  commun  diviseur  contient  x,  et  s’il  est  du  premier 
degré  , il  fera  connaître  une  racine  double  de  l’équation  ; 
toutes  les  autres  racines  seront  inégales.  Si  ce  plus  grand 
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commun  diviseur  est  du  second  degré , on  L’e'galera  à zéro  , et 
l’on  aura  ainsi  une  équation  qui  pourra  avoir  deux  racines 
différentes  , ou  bien  deux  racines  égales.  Dans  le  premier 
cas  , chacune  des  deux  racines  entrera  deux  fois  dans  l’équa- 
tion y(a :)  = o;  dans  le  second  cas,  la  valeur  qu’on  aura 
trouvée  pour  x sera  une  racine  triple  de  la  proposée. 

-500.  Expliquons  la  marche  qu’il  faut  suivre  quand  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  f (x)  et  de  f'(x)  est  un  poly- 
nôme d’un  degré  supérieur  au  second. 

Désignons  par  X,  le  produit  des  facteurs  simples  du  poly- 
nôme f(x)  , par  Xa  le  produit  des  premières  puissances  des 
facteurs  doubles  , par  X3  le  produit  des  premières  puissances 
des  facteurs  triples,  par  X4  le  produit  des  premières  puis- 
sances des  facteurs  quadruples  ; et  supposons  qu’il  n’y  ait 
point  de  facteurs  à un  degré  de  multiplicité  plus  élevé.  On 
aura 

m = x.xix^x:. 

Si  l’on  désigne  par  D,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  f(x) 
et  de  f\x) , on  aura 

D,  = X,X»XÏ. 

En  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  D,  de  D,  et  de 
sa  fonction  dérivée , on  aura 

t 

d,  = x3x:. 

En  cherchant  pareillement  le  plus  grand  commun  diviseur  D3 
de  D,  et  de  sa  fonction  dérivée , on  aura 

D3  = X4. 

Le  polynôme  X4  ne  contenant  que  des  facteurs  inégaux  , D3 
sera  premier  avec  sa  dérivée. 

En  divisant  chacune  des  égalités  ci-dessus  par  la  suivante  , 
et  en  nommant  Q,  le  quotient  de  f(pc)  par  D,,  Q,  celui  de 
D,  par  D, , Q3  celui  de  D,  par  D3 , on  trouve 

Q,  = X.X.XsX^  Q.  = X,XSX4 , Q,  = X,X4. 
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En  divisant  encore  chaque  égalité  par  la  suivante , et  la 
dernière  par  D3  = X4 , on  obtient 


Après  ces  opérations  qui  déterminent  les  facteurs  X,,  X,, 
X„  X4,  on  trouvera  toutes  les  racines  de  l’équation  f[x)— o, 
en  résolvant  séparément  les  quatre  équations 

X,  — o,  Xj  — o , X3  — o,  X4  = o. 

La  première  équation  fera  connaître  les  racines  simples  de  l’é- 
quation proposée,  la  seconde  donnera  les  racines  doubles, 
la  suivante  donnera  les  racines  triples;  enfin  la  dernière 
donnera  les  racines  quadruples. 

Si  l’un  des  polynômes  X, , X, , X3  est  numérique , on 
en  conclura  qu’il  n’y  a pas  de  racines  du  degré  de  multipli- 
cité correspondant  au  rang  de  ce  polynôme. 

401.  Pour  appliquer  cette  méthode  , prenons  l'équation 
xt~’jx7-2xli-{-i 1 8a:5-25gx<-  83x3  -J-  6 1 ix'- 1 o8ar-  43a  = o. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  membre  de  l’é- 
quation et  de  sa  fonction  dérivée  est 

3+  — 7X3  -4-  i3x’  -4-  3x  — 18. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  ce  polynôme  et  de  sa 
fonction  dérivée  est  x — 3. 

Comme  cette  dernière  quantité  ne  contient  x qu’au  premier 
degré , elle  ne  peut  avoir  aucun  facteur  commun  avec  sa  déri- 
vée ; et  il  en  résulte  que  l’équation  proposée  ne  contient  pas 
de  facteurs  qui  soient  élevés  à des  puissances  supérieures 
à la  troisième. 

En  conservant  aux  lettres  X,  , X, , X3 , le  même  sens  que 
précédemment , on  a 

X,X*X|  = x*  — <]x}  — 2X6  + 11 8;^  etc. 

X,X3  = x*  — - 7X3  -f-  1 3x“  etc. 

X3  = x — 3. 
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En  divisant  chacune  de  ces  égalités  par  la  suivante,  on  trouve 

X,X,X3  = x*  — 1 5x’  -f-  i ox  » 

xax3.=  x3  — 4a:’  -f-  x -f-  6. 

En  divisant  de  nouveau  la  première  égalité  par  la  seconde  , et 
celle-ci  par  X3  = x — 3 , on  obtient 

X,  = x -f-  4 , X,  = x7  — x — 2. 

Les  équations  à résoudre  sont  donc 

x + 4 = o,  x'1  — x — 2=0,  x — 3 = o. 

par  la  première  on  a la  racine  — 4>  Tu*  n’entre  qu’une  fois 
dans  l’équation  proposée  ; par  la  seconde  on  a les  racines  — i 
et  2 , qui  entrent  chacune  deux  fois  dans  l’équation  ; et 
par  la  troisième  on  a la  racine  3 , qui  est  une  racine  triple. 
Soit  encore  l’équation 

xS-f  2x8+x7+6x5-j-’jx3 — 2x*-f-3x3-f-  2X* — 12X — 8=o. 


En  opérant  comme  pour  l’exemple  précédent,  on  obtiendra 
deux  racines  simples,  deux  racines  doubles,  et  une  racine 
triple.  Les  racines  simples  sont  — 2 et  -f- 1 ; les  racines 


doubles  sont 


i -4- 


1/: 


et 


i—  V—'i 


; la  racine  triple  est 


— i. 


402.  Si  l’on  voulait  avoir  une  équation  qui  renfermât  toutes 
les  racines  égales  et  inégales  de  l’équâtion  donnée , prises  seu- 
lement une  fois  chacune,  on  chercherait  comme  ci-dessus  le 
plus  grand  commun  diviseur  D,  du  polynôme  f(x)  et  de  sa 
fonction  dérivée,  et  l’on  diviserait  f{x)  par  D,  ; le  quotient 
égalé  à zéro  donnera  l’équation  cherchée , car  ce  quotient, 
que  nous  avons  désigné  par  Q,  , est  égal  à X,X,X3X4. 

On  peut  aussi  parvenir  à deux  équations  dont  l’une  ne  ren- 
ferme que  les  racines  inégales  et  l’autre  renferme  toutes  les 
racines  égales  prises  seulement  une  fois  chacune,  A cet  effet , 
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après  avoir  obtenu  le  quotient  Q, , ou  cherche  le  plus  grand 
commun  diviseur  d des  polynômes  D,  etQ,  ; on  a </=aX,X3X4, 

et  par  suite  = X,  ; ainsi  les  équations  cherchées  sont 

^ =o  et  d=z  o. 
d 

403.  Lorsque  la  division  du  premier  membre  de  l'équation 
proposée  par  sa  fonction  dérivée  couduit  à un  reste  nul , l’é- 
quation proposée  n’a  qu’une  seule  racine  qui  est  répétée  m fois 
( m désignant  le  degré  de  l’équation  ) , et  la  valeur  de  cette 
racine  est  déterminée  par  l’équation  du  premier  degré  qu’on 
obtient  en  égalant  à zéro  le  quotient  du  premier  membre  de 
l’équation  proposée  par  sa  fonction  dérivée.  Car  le  plus  grand 
commun  diviseur  du  premier  membre  de  l’équation  et  de  sa 
fonction  dérivée  étant  alors  égal  à cette  fonction , ou  n’en 
différant  que  par  un  facteur  numérique,  il  résulte  de  ce  qui  a 
été  dit  dans  le  numéro  précédent , que  le  quotient  de  ces 
polynômes  égalé  à zéro  , doit  déterminer  toutes  les  racines 
de  l’équation. 

Soit,  par  exemple,  l’équation 

x ♦ — 8-r3  -f-  a/jx’  — 3zr  -f-  16  = o. 

r 

La  fonction  dérivée  du  premier  membre  est 
4(*'<  — 6jt’  -f-  i ix  — 8). 

Si  l’on  divise  x * — 8x'-f-24x’ — 3ax-f-i6  par  x-' — 6r',+i  ix — 8, 
on  trouve  que  la  division  se  fait  exactement,  et  le  quotient 
est  x — a.  On  en  conclut  que  l’équation  n’a  que  la  seule 
racine  2 , qui  est  répétée  quatre  fois. 

404.  Lorsque  tous  les  coefficients  numériques  d’une  équa- 
tion sont  commensurables,  les  polynômes  que  nous  avons 
désignés  par  X,,  X,,  X3  etc.,  ne  contiennent  aussi  que  des 
coefficients  commensurables  ; car  les  opérations  par  lesquelles 
on  les  obtient  ne  peuvent  pas  introduire  de  quantités  irra- 
tionnelles. Par  conséquent,  si  l’une  des  racines  de  l’équation 
est  répétée  n fois , et  si  toutes  les  autres  racines  ont  des  degrés 
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de  multiplicité  différents,  celle  racine  sera  nécessairement 
comntensurable.  Ou  conclut  de  cette  observation  que  les  équa- 
tions du  troisième  degré  et  du  cinquième  degré  qui  n’ont 
pas  de  racines  commensurables , ne  peuvent  pas  avoir  de 
racines  égales.  Quant  à l’équation  du  quatrième  degré,  si  elle 
a des  racines  égales  incommensurables , il  faudra  qu’elle  ait 
deux  racines  doubles;  et  dans  ce  cas,  son  premier  membre 
sera  un  carré.  On  peut  donc  éviter  l’emploi  de  la  méthode 
des  racines  égales  pour  toutes  les  équations  qui  ne  surpassent 
pas  le  cinquième  degré. 

405.  Quand  on  connaît  une  racine  a d’une  équation  , ou 
peut  déterminer  le  degré  de  multiplicité  de  cette  racine  en  la 
substituant  dans  les  dérivées  successives  du  premier  membre 
de  l’équation  ; car  il  résulte  du  principe  qui  a été  établi  dans 
le  n°  597,  que,  si  le  premier  membre  de  l’équation  est  divi- 
sible par  ( x — a)*  , la  dérivée  du  premier  ordre  sera  divisible 
par  ( x — a)*-1 , celle  du  second  ordre  sera  divisible  par 
(jr — a)*~ 1 , ainsi  de  suite,  enfin  la  dérivée  de  l’ordre  n — I 
sera  divisible  par  x — a,  et  la  dérivée  suivante  ne  contiendra 
pas  le  facteur  x — a;  la  racine  a devra  donc  réduire  à zéro 
les  dérivées  successives  du  premier  membre  jusqu’à  celle  de 
l’ordre  n — i,  sans  réduire  à zéro  la  dérivée  suivante. 

Séparation  des  racines  incommensurables. 

406.  La  recherche  des  raciaes  incommensurables  offre  deux 
parties  distinctes  : on  s’occupe  d’abord  de  déterminer  deux 
limites  de  chaque  racine , l’une  plus  petite , l’autre  plus 
grande  , et  qui  soient  assez  rapprochées  pour  ne  comprendre 
qu’une  seule  racine  ; c’est  ce  qu’on  appelle  séparer  les  racines. 
On  cherche  ensuite  séparément  la  valeur  de  chaque  racine 
avec  le  degré  d’approximation  que  la  question  exige. 

407.  On  a déjà  prouvé  que  lorsque  deux  quantités  substi- 
tuées dans  le  premier  membre  d’une  équation  donnent  des 
résultats  de  signes  contraires  , l’équation  a au  moins  une 
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racine  réelle  comprise  entre  ces  quantités.  Voici  maintenant 
une  autre  proposition  qu’il  est  essentiel  de  connaître  pour  par- 
venir à la  séparation  des  racines  : 

Théorème.  Si  l’on  substitue  successivement  dans  le  pre~ 
mier  membre  d’une  équation  deux  quantités  qui  comprennent 
une  racine  réelle , ou  qui  en  comprennent  un  nombre  impair  , 
on  obtiendra  deux  résultats  de  signes  contraires  ; et  si  les 
quantités  substituées  ne  comprennent  aucune  racine , ou  si 
elles  en  comprennent  un  nombre  pair , les  deux  résultats  au  - 
ront  le  meme  signe. 

Représentons  l’équation  proposée  par  f{x)i=x  o,  désignons 
par  a et  G deux  quantités  réelles  quelconques,  et  supposons 
-<£■ 

S’il  u’y  a aucune  racine  de  l’équation  comprise  entre  « et  G, 
les  résultats  qu’on  obtiendra  en  substituant  successivement 
ces  quantités  à la  place  de  x detront  atoir  le  même  signe  ; 
puisque  s’ils  avaient  des  signes  contraires , On  devrait  en 
conclure  que  les  quantités  « et  G comprennent  une  racine. 
(n°  5*4). 

Examinons  le  cas  où  il  y a des  racines  comprises  entre  « 
et  G.  Soient  a,  b,  e,t . .k  ces  racines.  Le  polynôme  f(x ) sera 
divisible  par  le  produit  des  facteurs  x — a,  x — b , . . . x — k} 
et  si  l’on  représente  le  quotient  par  tp(x ) , on  aura 

f{x)  = (x—  a)(x—b)(x  — c)...(x  — k)  X <p(x). 

En  faisant  successivement  dans  les  deux  membres  de  cette 
égalité  x = a et  x=G,  on  trouve 

f(»)  = («-«)(.-,!) («  — k)  X tp(»), 

f{G)  = (C  - «)(•  - b).  ...(£-  k)  x *(£). 

Or,  les  racines  a , b, . . . .k  étant  comprises  entre  a et  G , les 
facteurs  » — a,  m — bi...m  — k sont  tous  négatifs,  et  les 
facteurs  G — a,  G — b,. . G — k sont  tous  positifs.  Il  suit  de  là 
que  le  produit  des  facteurs  » — a,  » — b,  etc.  ,•  a le  ntcine 
signe  que  celui  des  facteurs  G—  a , G — b , etc. , ou  bien  Un 
signe  contraire,  suivant  que  les  racines  a,b,...k  sont  eu 
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nombre  pair  ou  en  nombre  impair.  D’ailleurs  , et  $(»)  ont 
le  meme  signe  ; car  si  ces  quantités  avaient  des  signes  con- 
traires, l’équation  ç(x)  = o aurait  une  racine  entre  et  et  C ; 
donc  a,  b, . . .k  ne  seraient  pas  les  seules  racines  de  f{x)  — o 
comprises  entre  « et  S , ce  qui  est  contre  l’hypothèse.  Donc, 
si  le  nombre  des  racines  a,  b ,... k est  pair , les  résultats  f{ *) 
et  /(O  ont  le  même  signe;  et  si  le  nombre  de  ces  racines  est 
impair,  les  résultats f[»)  et f(Z)  ont  des  signes  contraires. 

On  déduit  immédiatement  du  théorème  précédent  la  propo- 
sition réciproque  , savoir  : 

Si  deux  quantités  substituées  dans  le  premier  membre  d'une 
équation  donnent  des  résultats  de  signes  contraires,  elles  ne 
comprennent  qu'une  racine , ou  elles  en  comprennent  un 
nombre  impair  ; et  si  deux  quantités  donnent  des  résultats  de 
même  signe , elles  ne  comprennent  pas  de  racine  ou  elles  en 
comprennent  un  nombre  pair. 

Remarque.  La  démonstration  ci-dessus  n’exige  pas  que  les 
racines  a,  b , ...  k soient  toutes  différentes;  de  sorte  que  si 
les  quantités  a et  6 comprenaient  une  racine  qui  fut  répétée 
un  nombre  pair  de  fois  dans  l’équation,  sans  en  comprendre 
aucune  autre,  il  faudrait  considérer  ces  quantités  comme 
comprenant  un  nombre  pair  de  racines. 

408.  Lorsque  le  dernier  terme  d’une  équation  est  positif, 
l’équation  n’a  pas  de  racines  positives,  ou  elle  en  a un  nombre 
pair  ; car  en  substituant  successivement,  à la  place  de  x,  zéro 
et  la  limite  supérieure  des  racines  positives,  on  a des  résultats 
de  même  signe.  Quand  le  dernier  terme  est  négatif,  le  nombre 
des  racines  positives  est  impair;  car  en  substituant  zéro  et  la 
la  limite  supérieure  des  racines  positives , on  a des  résultats 
de  signes  contraires. 

409.  Supposons  actuellement  que  l’on  veuille  séparer  les 
racines  incommensurables  d’une  équation  qui  ne  contient  pas 
de  racines  égales. 

On  pourra  substituer  d’abord  tous  les  nombres  entiers 
compris  entre  la  limite  supérieure  des  racines  négatives 
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et  la  limite  supérieure  des  racines  positives.  Si  la  suite  des 
résultats  présente  autant  de  changements  de  signes  qu’il 
y a d’unités  dans  le  degré  de  l’équation,  il  ne  se  trou- 
vera pas  plus  d’une  racine  entre  deux  nombres  consécutifs 
qui  auront  donné  des  résultats  de  signes  contraires , et  il 
ne  s’en  trouvera  aucune  entre  deux  nombres  consécutifs  qui 
auront  douné  des  résultats  de  même  signe  ; autrement , il 
faudrait  que  le  nombre  des  racines  surpassât  le  degré  de  l’é- 
quation. La  séparation  sera  donc  effectuée. 

410.  Quand  on  connaît  exactement  le  nombre  des  racines 
réelles,  on  peut  toujours  parvenir  à les  séparer,  en  substituant 
des  nombres  de  plus  en  plus  rapprochés,  jusqu’à  ce  que  la  suite 
des  résultats  présente  autant  de  changements  de  signes  qu’il 
y a de  racines  réelles.  Mais  lorsque  le  nombre  des  racines 
réelles  n’est  pas  connu , il  faut  pouvoir  assigner  une  quantité 
telle  qu’en  la  prenant  pour  l’intervalle  des  substitutions,  on 
soit  assuré  qu’il  ne  tombera  pas  plus  d’une  racine  entre  deux 
substitutions  successives.  A cet  effet,  on  forme  d’abord  uue 
équation  dont  les  racines  soient  les  différences  des  racines  de 
l’équation  donnée,  prises  deux  à deux,  et  qu’on  appelle  l’é- 
quation aux  différences  ( on  verra  plus  loin  comment  on  peut 
calculer  cette  équation).  On  détermine  ensuite  une  limite 
inférieure  des  racines  de  l’équation  aux  différences  ; cette 
limite  est  la  quantité  cherchée. 

La  limite  inférieure  des  racines  de  l’équation  aux  différences 
étant  ordinairement  plus  petite  que  l’unité  , on  est  conduit 
à substituer  dans  l’équation  proposée  des  nombres  fraction- 
naires. Mais  en  désignant  par  a et  b deux  racines  quelcon- 
ques de  l’équation,  et  par  J'  la  limite  inférieure  des  racines 
de  l’équation  aux  différences , puisque  a — b > / , on  a 

^ i.  Ou  voit  donc  que,  si  l’on  change  l’équation  proposée 

en  une  autre  dont  les  racines  soient  etc.,  ce  qui  se  fera 

en  posant  x = iy , les  racines  de  la  nouvelle  équation  différe- 
ront les  unes  des  autres  de  plus  d’une  unité  ; de  sorte  qu’on 
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pourra  les  séparer  eu  ne  substituant  que  les  nombres  entiers 

consécutifs  compris  entre  les  limites. 

La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  avait  été  indiquée  par 
Waring  ; mais  elle  resta  ignorée,  jusqu’au  moment  où  elle 
fut  proposée  par  Lagrange,  qui  y parvint  sans  connaître  cette 
partie  des  travaux  de  TVaring.  Cette  méthode  ne  laisse  rien  à 
désirer  sous  le  rapport  de  la  rigueur;  mais  elle  devient  en 
quelque  sorte  impraticable  quand  le  degré  de  l’équation  à 
résoudre  est  un  peu  élevé,  à cause  de  la  longueur  des  calculs 
qu’il  faut  effectuer  pour  obtenir  l’équation  aux  différences.  On 
peut  actuellement  éviter  l’emploi  de  cette  équation  au  moyeu 
d’un  théorème  remarquable  découvert  par  M.  Sturm,  et  qui 
n’avait  point  encore  été  introduit  dans  les  Éléments  d’Al- 
gèbre  , au  moment  où  il  fut  inséré  dans  la  première  édition 
de  ce  Traité. 

» • «7 

Théorème  de  M.  Stukm.  — Usage  de  ce  Théorème 
pour  la  recherche  des  racines  réelles. 

411.  Soit  Y = o une  équation  d’un  degré  quelconque  dout 
toutes  les  racines  sont  inégales  , et  soit  V,  la  fonction  dérivée 
de  Y.  On  opérera  comme  s’il  s’agissait  de  trouver  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  V et  V, , avec  cette  seule  diffé- 
rence qu’il  faudra  changer  les  signes  de  tous  les  restes  , à 
mesure  qu’ils  serviront  de  diviseurs.  Ce  changement  de  sigues, 
qui  serait  indifférent  si  l’on  n’avait  pour  but  que  de  trouver 
le  plus  grand  commun  diviseur , est  nécessaire  dans  la  mé- 
thode que  nous  exposons.  Désignons  par  Q,  le  quotient  de 
la  division  4e  Y par  V, , et  par  — V,  le  reste  correspondant, 
on  aura 

V = V,Q(  - V,. 

Divisant  V,  par  V,,  c’est-à-dire  par  le  reste  de  la  première 
opération  pris  en  signe  contraire  , et  désignant  par  Q*  le  quo- 
tient , par  — V3  le  reste  correspondant,  on  aura  encore 

V,  = VaQ»  - V,. 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  QUATORZIÈME.  4*3 

Eu  continuant  ainsi,  et  en  observant  qu’on  arrivera  né- 
cessairement à ün  reste  numérique  — V,,  puisque  nous  avons 
supposé  que  l’équation  V -o  s’a  pas  de  racines  égalera0 397), 
on  aura  cette  suite  de  relations  : X.' 


(>) 


■V 

V. 

V, 


=V, 

—V, 

=v3 


Q, 

Q, 

Qî 


— V. 

-y3 

-v* 


V._,=v„  Q.  -V. 


. Vr_t— Vr_,Q,_, — V,  (*). 


Cela  posé  , la  considération  des  fonctions  V,  V, , V, , etc  , 
a conduit  M.  Sturm  au  théorème  suivant  : 

419.  Théorème.  Lorsqu'on  substitue  à la  place  de  x , dans 
la  suite  des  fonctions 

V,  V,.  v„....vr_,,  V,, 

•4  ' \ 

deux  nombres  quelconques  a et  fi  positifs  ou  négatifs , si  et  est 
plus  petit  que  fi , le  nombre  des  racines  réelles  de  V équation 
V = o comprises  entre  et  et  Q est  égal  à T excès  du  nombre 
des  variations  contenues  dans  la  suite  des  signes  des  fonc- 
tions V,  V, , V, . . . Vr  pour  x = a , sur  le  nombre  des  varia- 
tions de  leurs  signes  pour  x = /S. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  faut  examiner  comment  le 
nombre  des  variations  formées  par  les  signes  des  fonctions  V, 
V, , V, . . . V,  disposées  dans  l’ordre  indiqué , pour  une  valeur 
quelconque  de  x , peut  s'altérer , quand  x passe  par  différents 
états  de  grandeur.  Or , il  ne  peut  arriver  de  changement  dans 
cette  suite  des  signes , à mesure  qu’on  fait  croître  x , qu’au- 
tant  qu’une  des  fonctions  V,  V, , V» , etc.  change  de  signe , et 
par  conséquent  devient  nulle. 


(*)  On  peut  éviter , dans  les  divisions  successives,  les  coefficients  frac* 
tioanairas,  en  multipliant  chaque  dividende  par  un  facteur  numérique 
convenable;  mais  les  facteurs  qu’on  introduit  doivent  être  positifs,  afin  qus 
les  signes  des  restes  ne  soient  pas  altérés. 
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Il  se  présente  donc  deux  cas  à examiner , suivant  qae  la 
fonction  qui  s’annulle  est  la  première  V,  ou  qu’elle  est  une 
des  intermédiaires  V, , V, , etc.  ; car  ce  n’est  pas  la  dernière 
fonction  Yr  qui  peut  devenir  nulle,  puisque  Vrest  un  nombre. 

Ier  cas.  Nous  allons  examiner  le  changement  qui  a lieu  dans 
la  suite  des  signes,  quand  x,  croissant  par  degrés  insensibles, 
atteint  et  dépasse  une  valeur  qui  rend  V égal  à zéro.  Si  l’on 
substitue  cette  valeur  de  x , que  nous  désignerons  par  a,  dans 
la  fonction  dérivée  V,  , cette  fonction  deviendra  un  nombre 
positif  ou  négatif,  puisque,  par  hypothèse  , l’équation  V=o 
n’a  pas  de  racines  égales.  Représentons  par  u une  quantité 
positive  aussi  petite  que  l’on  voudra  , Y,  conservera  le  même 
signe  quand  on  y fera  x =.  a — u,  x = a,  x z=-  a-{-u  ; car  on 
peut  prendre  u assez  petit  pour  que  l’équation  V,  = o n’ait 
pas  de  racine  comprise  entre  a — u et  a -f-  u. 

Cela  posé  , désignons  pour  un  moment  V par  f{x)  et  V,  par 
f'(x) , on  aura  (u°  548) , en  observant  que  f(a)  = o, 

f{a  — u)  r=  — ^ /'(a)  + f"(a)  — /»  -f  etc. 

••  » » u ‘ \ : \ „ «,  \\  • .*• 

Comme  rien  ne  limite  la  petitesse  de  u , on  pourra  rendre  u 
tellement  petit  que  le  signe  du  développement  de  f(a — u) 
ne  dépende  que  du  signe  de  son  premier  terme  ( n°  352)  ; 
ainsi  f{a — u)  aura  le  même  signe  que  — u f\a ),  et  par  con- 
séquent il  aura  un  signe  contraire  à celui  de  f'{a)  ; or,  f (a) 
et  f\a — u)  ont  le  même  signe;  donc  f{a  — u)  et  f\a  — u) 
ont  des  signes  contraires.  Donc  Y et  Y,  sont  de  signes  con- 
traires pour  x= a — u. 

En  changeant  — u en  -f -u  dans  le  développement  précé- 
dent , on  a 

7 r.  * « ^ ' I 

/(a  + «)  = “ f\a)  + ^ f"(a)  + /»  -f-  etc.  ; 

et  l’on  voit  de  même  que  f(a-\~ü)  aura  le  même  signe  que 
/'(a) , et  par  suite  le  même  signe  que  /'(a-f  u).  Donc  V et  V, 
ont  le  même  signe  pour  x= a -j-  u. 
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Donc  , si  pour  x—a  le  signe  de  f\t)  ou  de  V,  est  -f-  > le 
signe  de  V sera  — pour  x=za — u,  et  il  sera  + pour  x=a+u. 
Si , au  contraire , le  signe  de  V,  est  — pour  x =a,  celui  de  V 
sera  4-  pour  x = a — u,  et  — pour  x = a +u.  C’est  ce 
qu’indique  le  tableau  suivant  : 

V V,  ‘ V V, 

Îx  = a — u h H 

x = a,  v o -f-  ou  bien  o — 
x a + u ++  

Par  conséquent , lorsque  a est  une  racine  de  l’équation 
V = o , le  signe  de  V forme  avec  le  signe  de  V,  une  variation 
avant  que  x atteigne  la  valeur  a,  et  cette  variation  est  changée 
en  une  permanence  après  que  a:  a dépassé  cette  valeur. 

Quant  aux  autres  fonctions  V,  , V3,  etc. , chacune  d'elles 
aura  , comme  V,  , soit  pour  x=a  — u,  soit  pour  x — a-\-u, 
le  même  signe  qu’elle  a pour  x = a , si  toutefois  aucune  ne 
s’évanouit  pourx  = u,  en  même  temps  que  V.  Nous  allons 
examiner  ce  qui  arrive,  lorsqu’une  de  ces  fonctions  s’évanouit. 

a'  cas.  Soit  V„  la  fonction  intermédiaire  qui  s’annulle 
quand  x devient  égal  à b.  Cette  valeur  de  x ne  peut  réduire  à 
zéro  , ni  la  fonction  V._,  qui  précède  V,  , ni  la  fonction  Y,+, 
qui  la  suit  immédiatement;  car  si  cela  était,  le  facteur  x — b 
diviserait  en  même  temps  deux  restes  consécutifs  V,_,  et  YB, 
ou  V„  et  V,^.,  ; par  conséquent  x — b serait  un  facteur  mul- 
tiple du  polynôme  V,  ce  qui  est  impossible,  puisque  nous 
avons  supposé  que  l’équation  V = o n’a  pas  de  racines  égales  ; 
ainsi  l’hypothèse  x=b  réduira  V,_,  et  Va+I  à deux  nombres 
qui  seront  toujours  de  signes  contraires , comme  il  est  aisé 
de  s’en  assurer  à l’inspection  de  l’équation 

v„_,  = vbq.  - va+, 

qui  est  une  des  équations  (1)  du  n°  441  ; car  cette  équation 
donne  V,_,  = — V,^.,  lorsqu’on  a V,  = o. 

Cela  posé  , substituons  à la  place  de  x deux  nombres  6-— 1* 
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et  b ■+•  “ très  peu  différents  de  b ; les  fonctions  V„_,  et 
auront  pour  ces  deux  valeurs  de  x les  mêmes  signes  qu’elles 
ont  pour  x = b , puisqu’on  peut  prendre  u assez  petit  pour 
que  chacune  des  fonctions  V,_,  et  V„+I  ne  change  pas  de 
signe  quand  x croît  dans  l’intervalle  de  b — u à b + u.  Il  suit 
de  là  que  quel  que  soit  le  signe  de  V„  pour  x=b — u , comme 
il  est  placé  entre  les  signes  de  V„_,  et  VB+I  qui  sont  con- 
traires , les  signes  des  trois  fonctions  consécutives  V„_t, 
V„,  V„+l,  quand  on  faitx  = A — u,  formeront  toujours  une 
permanence  et  une  variation  , ou  une  variation  et  une  per- 
manence. On  prouvera  de  la  même  manière  que  quel  que  soit 
le  signe  de  V,  pour  xxxb  + u , les  signes  des  trois  fonctions 
consécutives  VB_, , V„,  Vn+I  , quand  on  fait  x = b -|-  u , ne 
forment  qu’une  variation. 

Ainsi,  la  suite  des  signes  de  toutes  les  fonctions  V,. . .Vr, 
pour  x = b -f-  u , contiendra  précisément  autant  de  varia- 
tions que  la  suite  des  signes  de  ces  fonctions  pour  x — b — u. 
Donc  , quand  une  fonction  intermédiaire  quelconque  passe 
par  zéro , le  nombre  des  variations  dans  la  suite  des  signes 
n’est  pas  changé,  à moins  que  la  valeur  de  x qui  annulle  cette 
fonction  intermédiaire , ne  réduise  aussi  à zéro  la  première 
fonction  V ; dans  ce  cas  , le  changement  de  signe  de  celle-ci 
ferait  disparaître  une  variation  sur  la  gauche  de  la  suite  des 
signes  , ainsi  que  nous  l’avons  prouvé  ( !*'  cas). 

Il  est  clair  que  la  même  conclusion  subsisterait  si  plusieurs 
fonctions  intermédiaires  non  adjacentes  devenaient  nulles 
pour  la  valeur  x=.b. 

Il  est  donc  démontré  que , chaque  fois  que  la  variable  x , 
en  croissant  par  degrés  insensibles  , atteint  et  dépasse  une 
valeur  qui  rend  V égale  à zéro  , la  suite  des  signes  des  fonc- 
tions V,  V, , V, . . . Vr  perd  une  variation  formée  parles  signes 
de  V et  V, , laquelle  est  remplacée  par  une  permanence; 
tandis  que  les  signes  des  fonctions  intermédiaires  V,  , 
V,,. . .Vr_  , ne  peuvent  jamais  ni  augmenter  ni  diminuer  le 
nombre  des  variations  qui  existaient  déjà.  Par  conséquent , s» 
l’on  prend  un  nombre  quelconque  • , positif  ou  négatif,  et  un 
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autre  noiubre  fi  plus  grand  que  a. , et  si  l’on  fait  croître  x de- 
puis « jusqu’à  0,  autant  il  y aura  de  valeurs  de  x comprises 
entre  « et  fi  qui  réduiront  V à séro , autant  la  suite  des  signes 
des  fonctions  V,  V,,  V,  ,..  .V, , pourx=0,  contiendra  de 
variations  de  moins  que  la  suite  des  signes  de  ces  fonctions 
pour  X — *.  La  conséquence  que  nous  venons  d’énoncer  n’est 
autre  «Jbose  que  le  théorème  qu’on  voulait  établir , exprimé 
en  d’autres  termes. 

Scoue.  11  peut  arriver  que  l’une  des  fonctions  V, , V,, 
Va,...Vr_,,  devienne  nulle,  soit  pour  x=«,  soit  pour 
x — C.  Dans  ce  cas , il  suffit  de  considérer  les  variations 
de  la  suite  des  signes  de  toutes  les  fonctions,  sans  avoir  égard 
à celle  qui  s’évanouit.  Car  on  a vu  que  , lorsque  la  fonction 
V.  devient  nulle  pour  x=s  «,  si  l’on  substitue  à la  place  de  x 
une  quantité  très  peu  différente  de  «,  les  signes  des  trois 
fonctions  V,_, , V„,  V„+I , donneront  toujours  une  variation 
et  une  permanence;  or,  la  variation  subsistera  encore  quand 
on  omettra  le  signe  de  V„. 

Corollaire  i".  Au  moyen  du  théorème  ci-dessus,  on  peut 
connaître  immédiatement  le  nombre  des  racines  réelles  d'une 
équation  ; il  suffit  de  prendre , pour  les  nombres  qu’on  subs- 
titue à la  place  de  x , les  deux  limites  supérieures  des  racines 
positives  et  négatives,  ou  des  quantités  numériquement  plus 
grandes.  On  peut  même  se  dispenser  de  toute  substitution  ; car 
lorsque  la  valeur  de  x est  suffisamment  grande,  chacune  des 

fonctions  V,  V,,  V,, V,  a le  signe  de  son  premier  terme 

(n°  581)  ; par  conséquent,  si  l’on  considère  d’abord  les  signes 
des  premiers  ternies  des  fonctions , en  supposant  x remplacé 
par  — x,  et  ensuite  les  signes  de  ces  mêmes  termes  tels  qu’ils 
sont,  l’excès  du  nombre  des  variations  de  la  première  suite 
de  signes  sur  le  notnhre  des  variations  de  la  seconde  suite , 
sera  précisément  le  nombre  des  racines  réelles  de  l’équation. 

Corollaire  ii.  Les  fonctions  auxiliaires  V,,  V,,  V3, V„ 

sont  ordinairement  en  nombre  égal  au  degré  r*  de  l’équa- 
tion V = o ; car,  dans  la  recherche  du  plus  grand  commun 
diviseur  de  V et  V, , chaque  reste  est  ordinairement  d’un 
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degré  inférieur  d’une  seule  unité  à celui  du  reste  précédent. 
Toutes  les  fois  que  les  fonctions  V, , V, , etc. , sont  effective- 
ment en  nombre  égal  à m , on  peut  connaître  le  nombre  des 
racines  imaginaires  de  l’équation  V=o  par  la  simple  inspection 
des  signes  des  premiers  termes  de  ces  fonctions  : l'équation 
V— o a autant  de  couples  de  racines  imaginaires  quil y a de 
variations  dans  la  suite  des  signes  des  premiers  termes  des 
fonctions  auxiliaires  V,,  V,  , etc.,  jusqu’à  la  constante  Vm 
inclusivement.  On  démontre  aisément  cette  règle,  au  moyeu  du 
corollaire  i;  il  suffit  de  remarquer  que  , d’après  l’hypothèse 
actuelle  , deux  fonctions  consécutives  V„_, , V„  sont  l’une  de 
degré  pair,  l’autre  de  degré  impair;  de  sorte  que,  si  les 
signes  de  ces  deux  fonctions  forment  une  permanence  quand  x 
est  positif,  ils  forment  une  variation  quand  x est  négatif,  et 
vice  versd. 

Il  suit  de  là  que,  pour  que  l’équation  V = o ait  toutes  ses 
racines  réelles  , il  faut  et  il  suffit  que  les  premiers  termes  des 
fonctions  V,  , V, , . . . Vm , aient  tous  le  meme  signe. 

415.  Appliquons  maintenant  le  théorème  de  M.  Sturm  à 
quelques  exemples. 

Premier  exemple.  Soit  l’équation  x 5 — ix  — 5 = o. 

On  a 

V = a?3  — ix  — 5, 

V,  = 3x’  — a. 

Pour  calculer  la  fonction  V, , on  divise  V par  V, , et  afin 
d’éviter  les  fractions  , on  multiplie  V par  3 ; on  obtient  ainsi 
le  reste  — \x — i5,  donc 

V,  = ^x  ■+•  i5. 

Pour  calculer  V3,  on  divise  Y,  par  V,;  et  pour  éviter  les 
fractions  , on  multiplie  par  4 la  fonction  V,  , ainsi  que  le  reste 
du  premier  degré.  De  cette  manière  , le  reste  indépendant 

de  x est  643  , donc 

\ 

\ 3 = — 643. 
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Quand  on  attribue  à X une  valeur  négative , les  premiers 
termes  des  fonctions  V , V,  , V,,  V3 , offrent  la  suite  des 
signes 

— -f , 

et  quand  x est  positif , ces  mêmes  termes  offreut  la  suite  de 
signes 

+ + -h  — 

La  première  suite  a deux  variations , et  la  seconde  n’en  a 
qu’une  ; par  conséquent  , l’équation  a une  seule  racine  réelle 
( n°  418,  coroll.  i ).  D’ailleurs  cette  racine  est  positive, 
puisque  le  dernier  terme  est  négatif  (n°  388).  Pour  obtenir 
deux  limites  de  la  racine,  il  est  inutile  de  considérer  les 
fonctions  V, , V, , V3  ; il  suffit  de  substituer  divers  nombres 
dans  la  fonction  V.  Si  l’on  suppose  d’abord  x — o,  cette 
fonction  est  négative;  or,  on  sait  quelle  est  positive  pour 
x = i -H  ( n°  383)  ; donc  la  racine  est  comprise  entre 
zéro  et  4-  L'hypotlièse  x = a conduit  à un  résultat  négatif, 
et  l’hypothèse  x = 3 donne  au  contraire  un  résultat  positif  ; 
ainsi,  la  racine  est  comprise  entre  2 et  3.  On  verra  bientôt 
comment  on  peut  obtenir,  par  des  moyens  plus  rapides,  une 
valeur  aussi  approchée  qu’on  le  veut. 

Comme  le  calcul  des  fonctions  V, , V3  , etc. , ne  peut  jamais 
offrir  de  difficulté , nous  n’entrerons  plus  à cet  égard  dans 
aucun  détail. 

a*  Exemple.  Soit  l’équation  x3  — 7X  7 = o. 

On  a 

V — — 7*  -f  7, 

V,  = 3x*  — 7, 

V»  = ix  — 3, 

Vs  = + .. 

Pour  une  valeur  négative  de  x,  les  premiers  termes  des 
fonctions  V,  Vj  , V,,  V3,  offrent  la  suite  de  signes 

H H» 
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et  pour  une  valeur  positive  de  x , ces  mêmes  termes  offrent  la 

suite  de  signes 

+ 4-  4 4. 

La  première  suite  a trois  variations  ; la  seconde  n’en  a 
aucune  ; par  conséquent  les  trois  racines  de  l’équation  sont 
réelles. 

Pour  effectuer  la  séparation  des  racines,  on  suppose  succes- 
sivement x = — 10,  — i,o,  + i,  -f  io;  les  signes  des  fonc- 
tions V,  V, , V,,  Vj,  pour  ces  valeurs  de  *,  sont  tels  qu’on 
le  voit  dans  le  tableau  ci-dessous  : 


V V,  V.  V3 

(— IO)  ... 

1 h 

(-1)  ... 

4 4 

(0)  ... 

4 4 

(0  ... 

4 4 ' 

(io)  ... 

4 4 4 4 

Ce  tableau  fait  connaître  que  l’équation  proposée  a une 
racine  comprise  entre  — i et  — io  , et  deux  racines  comprises 
entre  i et  io. 

Si  l’on  suppose  r=32,  On  a cette  nouvelle  suite  : 

(a)  ...  + 4 4 4 

La  comparaison  de  cette  suite  avec  celle  qu’on  a trouvée 
pour  x = i , montre  que  les  deux  racines  positives  sont 
entre  i et  2 ; si  l’on  fait  ar=i,5,  la  fonction  V prend  une 
valeur  négative  ; par  conséquent  une  des  racines  positives  est 
entre  i et  1 ,5 , et  l’autre  est  entre  i ,5  et  i. 

Quant  à la  racine  négative  de  l’équation  proposée  , on  en 
obtiendra  deux  limites  aussi  approchées  qu’on  le  voudra  par 
la  substitution  de  divers  nombres  dans  la  seule  fonction  "V . En 
se  bornant  à substituer  des  nombres  entiers  , on  reconnaîtra 
que  la  racine  est  comprise  entre  — 3 et  — 4- 

Si  l’on  substituait  la  valeur  x=  i,5  dans  les  trois  fonctions 
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V,  V,,  V, , on  trouverait  que  la  dernière  devient  nulle,  et 
l’on  aurait  cette  suite  de  signes  : 

(i,5)  ... o + 

En  ne  tenant  pas  compte  , dans  cette  suite , du  signe  o , on  y 
trouve  une  variation  ; ainsi , elle  a une  variation  de  moins  que 
la  suite  qu’on  obtient  pour  *=  t , et  une  variation  de  plus, 
que  la  suite  qu’on  obtient  pour  x = n ; ce  qui  s’accorde  avec 
le  scolie  du  n°  412. 

3*  Exemple.  Soit  l’équation  x*  — 4*1  — 3x  + >3  = o. 

On  a 

V = .**  — 4-r3  — 3x  •+•  a3, 

V,  = 4x3  — la**  — 3, 

V,  = iax’  + 9x  — 89, 

' V3  = — 491*  ■+■  1371, 

V4  = — 7157932; 

et  l’on  forme  le  tableau  des  signes  que  prennent  ces  fonctions, 
pour  diverses  valeurs  de  x , comme  on  le  voit  ci-dessous  : 

V v,vav3v4 
( — *). . . + - 4-  + — 

(o)  ...  H + — 

, (I)  ...  4. + - 

(10)  ...  + + H 

x 

(,)  ...  + + - 

(2)  ...  + h - 

(3)  ... + 

La  première  ligne  contient  les  signes  que  prennent  les  pre- 
miers termes  des  fonctions  V,  V,,  Y*,  V3 , V4 , pour  une 
valeur  négative  de  x. 

On  obtient  la  seconde  ligne,  en  supposant  x=o;  celte 
seconde  ligne  ayant  le  même  nombre  de  variations  que  la  pre- 
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mière , il  en  résulte  que  l’équation  proposée  n’a  pas  de  racines 

négatives.  Ainsi , il  n’y  a pas  lieu  de  substituer  des  nombres 

négatifs. 

On  suppose  ensuite  x = i , et  x — 10 , ce  qui  donne  la  troi- 
sième et  la  quatrième  ligne.  L’inspection  de  ces  lignes  montre 
que  l’équation  a deux  racines  réelles  comprises  entre  i et  io. 

. Comme  la  suite  des  signes  qu’on  obtient  pour  x = io  est 
évidemment  celle  qu’on  trouverait  si  Ton  ne  considérait  que 
les  premiers  termes  des  fonctions,  en  supposant  x positif, 
il  n’y  a pas  lieu  de  substituer  des  nombres  plus  grands  que  10. 
"On  voit , d’ailleurs , que  le  nombre  5 est  une  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  de  l’équation. 

Par  conséquent  l’équation  a deux  racines  réelles  et  deux 
racines  imaginaires. 

On  écrit  de  nouveau  la  suite  des  signes  qu’on  a obtenus 
pour  x — i , et  celles  qu’on  obtient  en  faisant  d’abord  x=i. 
et  ensuite  i=  3.  On  voit  par  là  que  Tune  des  racines  de  l’équa- 
tion est  comprise,  entre  2 et  3 , et  que  l’autre  racine  est  plus 
grande  que  3;  on  pourra  obtenir  des  limites  plus  rapprochées 
de  celle-ci,  en  se  bornant  à considérer  la  seule  fonction  V. 

4'  Exemple.  Soit  proposé  de  trouver  les  conditions  néces- 
saires pour  que  l’équation  x1  -f- px  -f- q = o ait  toutes  ses  ra- 
cines réelles. 

On  a 

V = x3  + \>x  + q, 

V,  = 3 xa  -|-  p, 

V,  = — 2 px  — 3q, 

Ys  = — 4^3  — 27ya. 

Pour  que  l’équation  proposée  ait  ses  trois  racines  réelles, 
il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  les  premiers  termes  des  fonc- 
tions V,  V,,  V,  ,V3,  aient,  pour  une  valeur  négative  de  x , 
des  signes  qui  n’offrent  que  des  variations , et , pour  une 
Valeur  positive  de  x , des  signes  qui  n’offrent  que  des  perma- 
nences. Or,  quand  x est  négatif,  le  premier  terme  de  Y a le 
signe  — , et  celui  de  V,  a le  signe  ■+■  ; donc  il  faut  que  — ypx 
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ait  le  signe  — , et  que  V3 , qui  est  une  quantité  cohstante,  ait 
le  signe  -f*-  On  en  conclut  que  les  conditions  demandées  sont 

P < o,  4p3  4-  27 ?*  < o. 

Ces  conditions  sont  suffisantes  ; car  lorsqu'elles  sont  remplies 
les  signes  des  premiers  termes  des  fonctions  V,  Y,,  V,,  V3, 
pour  une  valeur  positive  de  x,  n’offrent  que  des  permanences, 

Au  reste , la  règle  que  nous  avons  donnée  dans  le  corol- 
laire it  (n°  412)  fait  immédiatement  connaître  que  ces  condi- 
tions sont  nécessaires  et  suffisantes. 

On  doit  d’ailleurs  remarquer  que  la  première  condition  est 
comprise  dans  la  seconde;  car,  le  terme  a^y’  étant  toujours 
positif,  la  quantité  4/,3+  27?‘  ne  Peut  devenir  négative  que 
lorsque  4 p3  est  une  quantité  négative. 

On  pourrait  trouver  de  la  même  manière  les  conditions 
nécessaires  pour  que  l’équation 

x4  -j-  pxl  -f-  qx  -f-  r = o, 

ait  toutes  ses  racines  réelles.  Mais  nous  laisserons  au  lecteur 
le  soin  de  faire  cette  recherche. 

414.  Lorsque  l’on  reconnaît  qu’une  des  fonctions  auxi- 
liaires , telle  que  Va , intermédiaire  entre  V et  Y, , con- 
serve toujours  le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  a et  6 , il  n’est  point  nécessaire  de  considérer 
les  fonctions  qui  suivent  V,  ; il  suffit  de  substituer  les  deux 
nombres  « et  C dans  les  fonctions  des  degrés  supérieurs  V , 
V, , V, , etc. , en  s’arrêtant  à V. , et  d’écfire  les  signes  des 
résultats.  Le  nombre  des  racines  réelles  de  l’équation  V = a 
comprises  entre  m et  6 , est  égal  à l’excès  du  nombre  des  varia • 
tiens  de  la  suite  des  signes  produits  par  la  substitution  de  » 
sur  le  nombre  des  Variations  de  la  suite  des  signes  produits  par 
la  substitution  de  S. 

Pour  se  rendre  compte  de  cette  propriété,  il  suffit  de  remar- 
quer qu'on  peut  appliquer  au  système  partiel  des  foncjions  V, 
V,,  Va,,..  V»,  la  démonstration  que  nous  avons  donnée  plus 
a*  Édit.  28 
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haut  pour  le  système  complet  des  fonctions  V , V,,V,  ..V,* 
Y„+i,  ...  Vr,  dont  la  dernière  était  un  nombre  constant. 
Dans  l’hypotlièse  actuelle  , Y„  conserve  toujours  le  même 
signe , sans  avoir  une  valeur  constante , pour  toutes  les  valeurs 
croissantes  de  x depuis  » jusqu’à  C ; or,  la  suite  des  signes  des 
fonctions  V , V, , V, , . . . Y,  , perd  une  variation  chaque  fois 
que  V devient  nulle  , et  l’évanouissement  des  fonctions  inter- 
médiaires entre  V et  V*  ne  peut  ni  augmenter  ni  diminuer  le 
nombre  des  variations.  Donc,  autant  l’équation  V =o  a de 
racines  comprises  entre  * et  £ , autant  la  suite  des  signes  pro- 
duits par  la  substitution  de  £ a de  variations  de  moins  que  la 
suite  des  signes  produits  par  la  substitution  de  ». 

Le  théorème,  modiGé  comme  on  vient  de  le  voir,  sera 
souvent  d’uue  application  plus  facile.  Ainsi , lorsqu’en  cher- 
chant le  plus  grand  commun  diviseur  de  V et  V,,  on  parvient 
à un  polynôme  V,  (par  exemple  celui  du  second  degré  ) qui 
égalé  à zéro,  ne  donne  que  des  valeurs  imaginaires  de  x, 
il  n’est  pas  nécessaire  de  pousser  plus  loin  les  divisions  ; car 
ce  polynôme  V„  sera  constamment  de  même  signe  que  son 
premier  terme  , pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x ; de  sorte 
qu’on  pourra  le  prendre  pour  la  dernière  des  fonctions  auxi- 
liaires V,,  V,,  etc.  Ou  pourrait  même  s’arrêter  à un  poly- 
nôme Y a qui  s’annullerait  pour  des  valeurs  réelles  de  x, 
pourvu  qu’ou  pût  déterminer  toutes  ces  valeurs.  Car  , en  dé- 
signant par  p,  q , r,  etc.,  celles  de  ces  valeurs  qui  seraient 
comprises  entre  » et  S , et  les  supposant  disposées  par  ordre 
de  graudeur  , en  commençant  par  les  plus  petites,  ou  trouve- 
rait, par  l’applicJtion  du  principe  ci-dessus  , combien  l’équa- 
tion V = o a de  racines  entre  <c  et  p — u,  u étant  une  quantité 
positive  aussi  petite  qu’ou  le  voudrait  on  trouverait  de  même 
combien  V = o a de  racines  entre  p -f-  u et  q — u , c'est-à- 
dire  entre  p et  q , en  prenant  le  nombre  u suffisamment 
petit  ; on  trouverait  de  même  combien  V = o a de  racines 
entre  q et  r t et  ainsi  de  suite.  On  suppose  toutefois  que  les 
valeurs^,  q,  r,  etc.,  qui  anuullent  Y„,  ne  réduisent  pas  en 
même  temps  V à zéro. 
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■SUS.  On  peut  remarquer  que  , lorsque  la  fonction  VB  ne 
change  pas  de  signe  pour  les  valeurs  croissantes  de  x,  depuis  a 
jusqu’à  C,  on  obtiendra  constamment  le  même  nombre  de 
variations  en  substituant  soit  a,  soit  C , soit  tout  autre  nombre 
compris  entre  a et  G dans  la  suite  partielle  des  fonctions  VB, 
VB+I , . . . Vr.  Mais  il  ne  faut  pas  croire  que  , si  les  deux  nom- 
bres a et  G , substitués  dans  ces  fonctions , donnent  le  même 
nombre  de  variations,  V„  conservera  le  même  signe  pour 
toutes  les  valeurs  croissantes  de  x depuis  a jusqu’à  £.  Cette 
proposition  réciproque  n’est  vraie  que  dans  le  cas  où  l’équa- 
tion V = o a toutes  ses  racines  réelles.  On  peut  démontrer 
qu’elle  a toujours  lieu  quand  cette  condition  est  remplie;  mais 
nous  n’entreprendrons  point  de  le  faire. 

416.  Nous  avons  admis  jusqu’à  présent  que  l’équation  pro- 
posée V = o , n’avait  pas  de  racines  égales.  Mais  le  théorème 

du  n°  412  subsiste  également  quand  cette  condition  n’est  pas 
satisfaite. 

Pour  le  faire  voir,  supposons  que,  l’équation  ayant  des 
racines  égales , on  opère  sur  les  polynômes  V et  V,  comme 
on  l’a  dit  dans  le  n°  411.  On  parviendra  alors  à un  reste  Vr, 
fonction  de  x,  qui  divisera  exactement  le  reste  précédent 
V,_,  ; ce  reste  Vr  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  V 
et  de  Y, , et  il  divisera  exactement  chacun  des  restes  successifs 

y.,v3,...  vr_.. 

Concevons  que  l’on  divise  les  fonctions  Y , V, , Va  , . . . Vr, 
par  Vr,  et  représentons  les  quotients  par  T,  T,,  T,, . . ,Tr.  Il 
est  facile  de  reconnaître  que  le  théorème  du  n°  412  aura  lieu 
pour  l’équation  T = o , en  considérant  la  suite  des  fonctions 
T,  Tlf'T.,r..Tr. 

En  effet,  on  voit  d’abord  que  le  dernier  quotient  Tr  sera 
indépendant  de  x,  puisqu’il  sera  égal  à l’unité.  En  second  lieu, 
comme  on  aura  toujours , entre  les  fonctions  V,  V,  ,V,  , etc., 
les  équations  V =Y,Q,  — V, , V,=VaQ, — V3,  etc.,  on  aura 
aussi,  en  divisant  toutes  ces  équations  parVr,  T = T,Q,  — T,, 
T,  = T,Q,  — T3  , etc.;  et  de  là  on  conclura,  comme  dans  le 

28. . 
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n°  412 , que , si  une  valeur  de  x annulle  une  des  fonction» 
T,,  Ta,  T3. . .Tr_, , elle  ne  pourra  annuler  aucune  des  deux 
fonctions  adjacentes,  et  elle  fera  prendre  à ces  deux  fonctions 
des  valeurs  de  signes  contraires. 

Tout  se  réduit  donc  à faire  voir  que , si  a est  une  racine 
de  l’équation  T = o , les  deux  fonctions  T et  T, , dont  la 
seconde  n’est  plus  la  dérivée  de  la  première , auront  néan- 
moins des  signes  contraires  pour  x=a — u et  les  mêmes  signes 
pour  x = a- f-  u.  Soit 

V = [x  — fl)*(x  — b)*\x  — c){x—  d). 


On  aura  (n°  597) 


V,  =(x — a)x-‘(x  — b)m'~'  X 


n (x — b)(x  — c)(x  — d)\ 
+ re'(x — a)(x  — c)(x — d)  ( 
+ (x—  a)(x—  b)(x  — d)  | 
-J- (x  — o)(x — b)(x — c ) J 


et  en  observant  que  V,=  (x  — a)m~‘(x  — b )*'  1 , on  conclura 
des  valeurs  ci-dessus  de  Y et  de  V, 

T = (x — «)(x  — A)(x  — c)(x  — d)  , 


T,  = 


n(x  — b)(x  — c)(x  — d)  + n\x  — à){x  — c)(x  — d} 
+ (x  — a)(x  — b)(x  — d)  -j-  (x — a)(x  — A)(x — c). 


Cela  posé,  si  l'on  fait  x=a  — uf  u étant  une  quantité  très 
petite  , toutes  les  parties  de  T,  qui  contiennent  le  facteur  x — a 
auront  des  valeurs  très  petites  ; par  conséquent  le  signe  de  T, 
sera  le  même  que  celui  du  produit  n(x  — £)(x  — c)(x  — d)  ; 
or  ce  produit  aura  un  signe  contraire  à celui  de  T , puisque  le 
facteur  x — a se  réduira  à. la  quantité  négative  — u ; donc  T 
et  T,  auront  des  signes  contraires.  Si  l’on  fait  au  contraire 
X=a  + u , le  facteur  x — a devenant  + u , T et  T,  auront  le 
même  signe. 

Il  résulte  de  ces  explications  que,  si  T on  donne  successi- 
vement à x , dans  la  suite  des  fonctions  T,  T, , T, , etc. , deux 
valeurs  et  et  C (a.  étant  plus  petit  que  S) , l’excès  du  nombre 
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des  variations  qu’on  trouvera  en  faisant  x=«,  sur  celui  des 
variations  quon  trouvera  pour  x— G,  sera  égal  au  nombre  des 
racines  réelles  de  F équation  T = o , comprises  entre  a.  et  G. 

On  peut  se  dispenser  de  calculer  les  quotients  T,  T,,  T,,  etc.  ; 
car  les  fonctions  V,  V,,  V,,  etc.,  qui  sont  respectivement 
égales  aux  fonctions  T,  T,,  T»,  etc.  multipliées  par  Vr , 
auront  pour  une  valeur  particulière  de  x les  mêmes  signes 
que  les  fonctions  T , T, , T,  , etc. , ou  bien  elles  auront  toutes 
des  signes  contraires,  suivant  que  , pour  cette  valeur  de  x , 
la  fonction  Y,  sera  positive  ou  négative  ; par  conséquent  le 
nombre  des  variations  de  signes  des  fonctions  V,  V, , V, , etc., 
pour  une  valeur  quelconque  de  x , sera  toujours  égal  au 
nombre  des  variations  de  signes  de  la  suite  des  fonctions  T, 
T, , T, , etc. 

Donc  , si  Fon  donne  successivement  à x dans  la  suite  des 
fondions  V,  V, , Y, , . . . V, , deux  valeurs  a.  et  G (a  étant 
moindre  que  G) , l'excès  du  nombre  des  variations  qu’on  ob- 
tiendra en  faisant  x =* , sur  celui  des  variations  qu’on  ob- 
tiendra pour  x — G,  sera  égal  au  nombre  des  racines  réelles 
différentes  de  l’équation  V = o comprises  entre  a.  et  G , abs- 
traction faite  du  degré  de  multiplicité  de  chaque  racine. 

417.  Avant  la  découverte  du  théorème  de  M.  Sturm , plu- 
sieurs géomètres  avaient  cherché  les  moyens  d’effectuer  la 
séparation  des  racines  sans  recourir  açt  calcul  de  l’équation 
aux  différences.  Dans  le  cours  des  années  1796  et  1797,  Fourirr 
avait  développé,  dans  ses  leçons  d’Analyse  à l’École  Polytech- 
nique, avec  plusieurs  propositions  importantes  sur  les  équa- 
tions , un  théorème  par  lequel , au  moyen  des  fonctions  déri- 
vées successives,  on  obtient  une  limite  du  nombre  des  racines 
réelles  comprises  entre  deux  nombres  donnés.  En  i8o3, 
M.  Budan  communiqua  aussi  à l’Institut  une  méthode  fondée 
sur  un  théorème  semblable  à celui  de  Fourier,  et  qu’il  publi^ 
plus  tard  , sous  le  titre  de  Nouvelle  méthode  pour  la  résolu- 
tion des  équations . Pour  lever  l’incertitude  que  laissait  encore 
dans  un  grand  nombre  de  cas  le  the'orème  dont  nous  venons 
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de  parler,  il  restait  à démontrer  une  proposition  que  Fouriei 
avait  énoncée  en  1827.  Mais  les  doutes  qu’on  pouvait  conser- 
ver sur  cette  proposition  ont  été  dissipés  par  une  démonstra- 
tion due  à M.  Vincent  , professeur  au  collège  Saint-Louis  , et 
qu’il  a publiée  en  1834. 

Les  travaux  deFourier  sur  la  résolution  des  équations  sont 
réunis  dans  un  ouvrage  qui  a été  publié  après  la  mort  de  cet 
illustre  académicien  par  les  soins  de  M.  Navier  , sous  le  titre 
d 'Analyse  des  équations  déterminées . 

Méthode  d’approximation  de  Newton. 

418.  Quand  on  sait  qu’une  racine  d’une  équation  est  com- 
prise entre  deux  nombres  m et  £ , et  que  ces  nombres  n’en 
comprennent  qu’une  seule  , le  moyen  le  plus  naturel  d’appro- 
cher de  la  valeur  de  cette  racine  est  de  substituer  successive- 
ment dans  l’équation  d’autres  nombres  compris  entre  les  deux 
premiers.  Concevons,  par  exemple,  que  l’on  substitue  un 
troisième  nombre  y compris  entre  « et  £ , le  signe  du  résultat 
fera  connaître  si  la  racine  est  entre  a.  et  y , ou  entre  £ et  y. 
Supposons  qu’elle  tombe  entre  £ et  y;  ou  substituera  une  quan- 
tité intermédiaire  S',  ce  qui  fera  connaître  si  la  racine  est  entre 
£ et  î ',  ou  bien  entre  y et  î.  En  continuant  de  resserrer  ainsi 
les  limites  de  la  racine  , on  parviendra  à l'évaluer  avec  l’ap- 
proximation que  l’on  voudra.  Mais  quand  on  aura  obtenu  par 
ce  procédé  une  certaine  approximation , il  sera  plus  simple  de 
continuer  les  opérations  par  la  méthode  suivante,  qui  est 
due  à Newton. 

Pour  la  commodité  des  calculs , on  prend  ordinairement 
pour  point  de  départ  une  valeur  qui  diffère  de  la  racine  d’une 
quantité  moindre  qu’un  dixième.  Représentons  par  a cette 
valeur  approchée,  et  désignons  l’équation  par  _/(x)  = o.  Si 
l’on  pose  x = a -f -y,  l’équation  en  y sera 

/(*)  + f\a)y  -h  f"(a)  2-  + /"(a)  -f-  etc.  = o. 

2 2*0 

En  tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  y,  comme  si  les  quau> 
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titésj-1,^3,  etc. , étaient  connues , on  trouve 


/'(i  /'(«)E/  (û)  a r(<3  + e>C0 

**' 

Puisque  la  valeur  de  que  l’on  veut  obtenir  doit  être 
moindre  qu’un  dixième  , y*  est  moindre  qu’uu  centième , y3 
est  moindre  qu’un  millième , etc.  D’après  cela , on  admet 
qu’il  est  permis  de  négliger  dans  l’expression  ci-dessus  de  y 
tous  les  termes  qui  contiennent  ces  puissances.  On  a alors 
simplement 

r--M. 

J ~~  f'W  ’ 


on  effectue  la  division  indiquée  dans  cette  dernière  formule 
en  s’arrêtant  aux  centièmes  „ et  l’on  ajoute  le  résultat  à la 
quantité  a. 

Nommons  b la  valeur  de  x qu’on  obtient  par  cette  correc- 
tion, et  supposons  qu’elle  soit  exacte  à moins  d’un  centième. 
En  opérant  sur  cette  valeur  comme  ou  a opéré  sur  la  précé- 
dente, et  en  nommant  y'  ce  qu’il  faut  ajouter  à b pour  avoir 
la  racine,  on  trouvera 

y = - 

Comme  y'  doit  être  une  quantité  moindre  qu’un  centième  , 
d’où  il  suit  que  ÿ* , y'3,  etc. , seront  des  quantités  toutes 
moindres  qu’un  dix-millième  , on  calculera  la  valeur  de  ÿ 
par  la  formule  ci-dessus,  jusqu’aux  dix-millièmes  ; on  ajou- 
tera ensuite  le  résultat  à b. 

Si  la  valeur  de  x qu’on  obtient  par  cette  seconde  correction 
est  exacte  à moins  d’un  dix-millième  , on  pourra  s’en  servir 
pour  calculer  de  la  même  manière  une  troisième  valeur  encore 
plus  approchée  ; et  cette  fois  on  poussera  l’approximation 
jusqu’à  la  huitième  décimale.  On  pourra  continuer  ainsi,  en 
doublant  chaque  fois  le  nombre  des  décimales  de  la  valeur 
de  x , jusqu’à  ce  qu’on  ait  l’approximation  nécessaire. 

Il  faut  bien  remarquer  que,  dans  la  pratique  de  cetle  mé- 
thode, les  corrections  successives  sont  toutes  données  par 


/(*) 

/w 
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la  même  formule.  Ainsi , en  posant  généralement 


on  remplacera  d'abord  x par  a , on  calculera  la  valeur  de  jr 
jusqu’aux  centièmes,  et  on  l’ajoutera  à a,  ce  qui  donnera  la 
seconde  valeur  b ; on  remplacera  ensuite  x par  b , on  calcu- 
lera la  valeur  de  y jusqu’aux  dix-millièmes,  et  on  l’ajoutera 
h b , ce  qui  donnera  la  troisième  valeur  approchée  ; ainsi  de 
suite. 

419.  Comme  cette  méthode  est  uniquement  fondée  sur  la 
supposition  qu’il  est  permis  de  négliger  dans  l’expression  gé- 
nérale de  y tous  les  termes  qui  contiennent^  à partir  de  la 
deuxième  puissance  , les  corrections  successives  qu’on  obtient 
n’offrent  pas  de  certitude  ; mais  il  est  facile  de  vérifier  après 
chaque  correction  si  toutes  les  décimales  qu’on  a calculées  sont 
exactes. 

Considérons  d’abord  la  valeur  b fournie  par  la  première 
correction , et  qui  est  exprimée  avec  deux  décimales.  On 
substituera  cette  valeur  dans  l’équation,  et  suivant  que 
l’on  connaîtra  par  le  signe  du  résultat , comparé  aux  signes 
des  résultats  des  substitutions  précédentes  , que  la  racine  est 
plus  grande  ou  plus  petite  que  b , on  substituera  b , 

ou  bien  b — Si  le  résultat  de  cette  seconde  substitution  a 
un  signe  contraire  à celui  de  la  première,  on  sera  certain  que 
la  quantité  b ne  différé  pas  de  la  racine  d’un  centième  ; 
mais  si  les  deux  résultats  ont  le  même  signe,  on  en  conclura 
que  la  correction  est  fautive  ou  insuffisante.  Dans  ce  cas  , 
pour  se  servir  de  la  méthode  de  Newton , il  faudra  partir 
d’une  valeur  plus  approchée , qu’on  pourra  obtenir  en  cher- 
chant le  chiffre  des  centièmes  comme  il  a été  dit  au  com- 
mencement du  numéro  précédent. 

On  agira  de  la  même  manière  pour  les  valeurs  qui  résul- 
teront des  autres  corrections.  C’est-à-dire  qu’après  chaque 
opération  , on  substituera  d’abord  la  valeur  qu’on  aura  ob- 
tenue , et  ensuite  cette  valeur  augmentée  ou  diminuée  d’uno 
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unité  du  dernier  ordre.  Si  l’on  trouve  que  la  seconde  correc- 
tion , dans  laquelle  on  prend  quatre  décimales,  ne  fournit  pas 
cependant  une  valeur  approchée  à moins  d’un  dix-millième  , 
on  supprimera  la  dernière  déciiqale  ; et  si  celles  qui  restent 
sont  exactes,  on  passera  à une  autre  correction  qu’on  étendra 
jusqu’aux  millionièmes , sauf  à supprimer  ensuite  une  ou  deux 
décimales. 

Au  reste  , il  n’est  pas  toujours  nécessaire  de  vérifier  immé- 
diatement chaque  correction  ; car  on  voit  dans  les  applications 
que  la  marche  même  des  calculs  suffit  souvent  pour  indiquer 
les  corrections  qui  sont  fautives , ou  pour  rectifier  celles 
qui  sont  insuffisantes  ; de  sorte  que,  lorsqu’on  n’aperçoit  pas 
de  circonstances  contradictoires  dans  les  opérations  succes- 
sives , on  peut  se  borner  à une  seule  vérification  , en  calculant 
d’abord  toutes  les  décimales  nécessaires  à l’approximation 
que  l’on  veut  avoir. 

420.  Passons  maintenant  aux  exemples. 

Soit  l’équation 

xs  — <ix  — 5 = o. 

On  a vu  que  cette  équation  n’a  qu’une  racine  réelle  qui  est 
comprise  entre  a et  3.  En  substituant  2,5,  on  a un  résultat 
positif,  et  comme  2 donne  un  résultat  négatif,  la  racine  est 
comprise  entre  2 et  2,5.  En  substituant  2,2  , on  a encore  un 
résultat  positif.  La  racine  est  donc  2,1  à moins  d’un  dixième. 

Comme  la  dérivée  du  premier  membre  est  Sx' — 2 , la  for- 
mule des  corrections  est 

X3 2X  — 5 

J ~ 3xa — 2 ’ 

On  fait  dans  cette  formule  x = 2,1,  ce  qui  donne 

0,061 

y — — — — 5. 

On  doit  calculer  la  valeur  de  y jusqu’aux  centièmes;  mais  le 
quotient  de  0,061  par  11, 23  est  plus  petit  qu’un  centième. 
Il  en  résulte  que , si  la  méthode  n’est  pas  en  défaut , la  valeur 
2,1  est  déjà  approchée  à moins  d’un  centième;  on  peut  donc 
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pousser  immédiatement  la  correction  jusqu’aux  dix  - mil- 
lièmes. On  trouve  alors  y = — o,oo54  , et  l’on  en  conclut 

x — 2,0946. 

En  substituant  cette  seconde  valeur  dans  la  formule  ci-dessus, 
et  calculant  la  valeur  de  y avec  huit  décimales , on  trouve 
y = — o, oooo485 1 , et  l’on  en  conclut 

*=2,09455149.  * / 

En  continuant  les  calculs , on  pourra  pousser  le  nombre  des 
décimales  aussi  loin  qu’on  le  voudra. 

Pour  procéder  avec  plus  de  certitude,  il  aurait  fallu  s’assurer 
d’abord  que  le  nombre  2,1  exprime  la  valeur  de  la  racine  à 
moins  d’un  centième , et  que  celle  qu’on  en  déduit  ensuite 
est  exacte  à moins  d’un  dix-millième.  Mais  en  laissant  de 
cAté  ces  précautions , et  en  se  bornant  à vérifier  la  dernière 
valeur  , qui  est  exprimée  avec  huit  décimales  , on  voit  qu’elle 
a tous  ses  chiffres  exacts  ; car  en  substituant  cette  valeur,  on 
a un  résultat  positif,  et  en  substituant  2,og455i48,  on  a un 
résultat  négatif. 

4SI.  Soit  encore  l’équation 

6*3 — 141*  -f-  263=  o. 

En  se  reportant  à ce  qui  a été  dit  sur  la  condition  de  réalité 
des  racines  de  l'équation  x3  + px  + q = o (n°  413 , 4”  ex.  ) , 
on  voit  que  dans  l’exemple  actuel  les  trois  racines  sont  réelles. 
On  en  conclut  par  la  règle  des  signes  qu’une  des  racines  est  né- 
gative et  que  les  deux  autres  sont  positives.  On  peut  aussi 
parvenir  autrement  à cette  dernière  conséquence  ; car  le  pro- 
duit des  racines  devant  être  négatif,  il  faut  qu’il  y ait  seule- 
ment une  racine  négative , ou  qu’elles  soient  toutes  trois 
négatives;  or,  la  seconde  supposition  est  inadmissible, 
puisque  la  somme  des  racines  est  nulle  ( n#  373). 

Si  l’on  substitüe  dans  le  premier  membre  de  l’équation  , 
les  nombres  entiers  o,  1 , 2 , 3,  4 > on-  n’obtient  que  des  résul- 
tats positifs;  d’ailleurs  tous  les  nombres  plus  grands  que  4 
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donneraient  aussi  des  résultats  positifs,  car  les  deux  premiers 
termes  reviennent  à 6x(x*  — et  le  nombre  est  plus 
petit  que  le  carré  de  5.  Il  faut  donc  recourir  au  théorème 
de  M;  Sturm , afin  de  savoir  quels  sont  les  deux  nombres  qui 
comprennent  les  racines  positives.  On  trouve  ainsi  qu’elles 
tombent  entre  a et  3 ; et  eii  substituant  dans  le  premier 
membre  de  l’équation  des  nombres  intermédiaires  exprimés 
avec  une  décimale  > on  reconnaît  qu’uue  des  racines  est  com- 
prise entre  2,7  et  2,8 , et  que  l’autre  est  comprise  entre  2,8 
et  2,9. 

Si  l’on  applique  la  méthode  de  Newton  , en  prenant  la 
limite  2,8  , qui  est  commune  aux  deux  racines  , on  trouve 
pour  la  première  correction  0,73 , et  en  ajoutant  ce  nombre 
à 2,8 , on  a pour  somme  3,53  ; or  cette  somme  est  évidem- 
ment plus  éloignée  de  chaque  racine  que  le  nombre  2,8.  La 
correction  est  donc  fautive. 

Il  est  naturel  d’essayer  si  la  méthode  réussira  en  prenant 
les  autres  limites.  Considérons  d’abord  la  plus  petite  racine, 
dont  la  limite  inférieure  est  2,7.  La  première  correction  cal- 
culée au  moyen  de  cette  limite  est  0,04,  ce  qui  donne  2,74 
pour  la  valeur  approchée  de  la  racine.  Si  l’on  calcule  immé- 
diatement une  seconde  correction  en  faisant  usage  de  cette 
valeur,  on  trouve  qu’elle  s’élève  à plus  d’un  centième  ; ce  qui 
donne  lieu  de  penser  que  la  première  correction  est  insuffisante. 

Pour  éviter  toute  incertitude  , il  faut  substituer  2,74  dans 
l’équation  ; ce  nombre  donne  un  résultat  positif  ; or  2,8  a 
donné  un  résultat  négatif  ; la  racine  est  donc  plus  grande 
que  2,74. 

Si  l’on  substitue  2,76,  on  trouve  un  résultat  négatif  ; la 
racine  est  donc  comprise  entre  2,74  et  2,76;  elle  est  donc 
égale  è 2,75,  à moins  de  0,01.  Cette  valeur  est  précisément 
celle  qu’on  obtiendrait  en  calculant  la  seconde  correction 
au  moyen  de  la  valeur  2,74,  et  s’arrêtant  aux  centièmes. 

Si  l’on  continue  les  calculs , on  verra  qu’on  trouve  à chaque 
opération  une  valeur  plus  grande  que  la  précédente  , et  tou- 
jours moindre  que  la  racine;  de  sorte  que  l’approximation 
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augmente  toujours.  Mais  le  nombre  des  décimales  exactes 
croît  moins  rapidement  que  dans  l’exemple  precedent  ; ainsi 
la  valeur  2,^5,  qui  est  exacte  à moins  d’un  centième,  ne 
fournit  qu’une  correction  qui  ne  s’étend  pas  au  - delà  des 
millièmes. 

Si  l'on  calcule  la  plus  grande  racine  positive  , au  moyen  de 
la  limite  2,9,  chaque  opération  fournira  une  valeur  moindre 
que  la  précédente  et  toujours  plus  grande  que  la  racine  , de 
sorte  que  l’approximation  augmentera  touj  ours  ; mais  le 
nombre  des  décimales  exactes  ne  doublera  pas  à chaque  opé- 
ration. 

On  peut  éviter  de  calculer  directement  la  racine  négative  ; 
car  sa  valeur  numérique  est  égale  à la  somme  des  deux  racines 
positives. 

Méthode  d’approximation  de  Lagrange. 

422.  La  méthode  d’approximation  de  Lagrange  n’offre  pas 
le  même  avantage  que  celle  de  Newton,  sous  le  rapport  de  la 
simplicité  des  opérations  , mais  elle  est  entièrement  exempte 
d’incertitude. 

Soient  a et  a -f-  1 deux  nombres  entiers  consécutifs  qui 
comprennent  une  racine  d’une  équation  et  qui  n'en  compren- 
nent qu’une.  Si  l’on  pose  x = a-\-  - , l’équation  résultante 

en  y aura  nécessairement  une  racine  plus  grande  que  1 ; et 
parmi  les  racines  de  cette  équation  en  y,  il  n’y  en  aura  qu’une 
seule  plus  grande  que  1 , autrement  il  y aurait  plusieurs  va- 
leurs de  x comprises  entre  a et  a-\-  1 , ce  qui  est  contre 
l’hypothèse.  On  pourra  donc  déterminer  la  partie  entière  de 
cette  valeur  de  y,  en  substituant  successivement  dans  l’équa- 
tion eu  y les  nombres  entiers  1,  2,  3,  etc.,  jusqu’à  ce  que 
l'on  ait  obtenu  deux  résultats  de  signes  contraires. 

Supposons  que  A et  b -f-  1 soient  les  deux  nombres  qui 
donnent  ces  résultats  de  signes,  contraires.  Si  l’on  pose 
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jr  = & 4-  - , l’équation  résultante  en  z aura  encore  une  seule 

racine  plus  grande  que  i , et  l’on  pourra  déterminer  la  partie 
entière  de  celte  valeur  de  z , en  opérant  de  la  même  manière 
que  pour  la  valeur  dej\ 

Si  c est  la  partie  entière  de  la  valeur  de  z,  on  posera 

z — c 4-  - ; ainsi  de  suite. 
u 

Au  moyen  de  ces  calculs,  on  aura  la  valeur  de  x exprimée 
par  une  fraction  continue 


c + etc. 


485.  On  pourra  calculer  les  transformées  successives  en  y, 
z,  etc.  , au  moyen  des  dérivées  (n°  548).  L’équation  pro- 
posée étant  exprimée  par  f(x)  — o , celle  qu’on  obtiendra 

en  posant  x — a 4-  - sera 


m 4-  /» 


1 , f'{g)  I /»  « 

J-4"  2 JT'  2'3  J* 


4-  etc. 


= O. 


On  chassera  les  dénominateurs  en  multipliant  tous  les  termes 
parj-1",  m étant  le  degré  de . l’équation , ce  qui  donnera 

f{a)y”  4-  4 * + ■L^-jr”-*+etc.=o. 


Si  l’on  représente  le  premier  membre  de  cette  équation  par 
ç(jr}  f la  transformée  suivante  sera 


<p{b)z""+  <(>'(b)zm 


"fi) 


^ fi)  3 _j_  ejc_  o ; 


2.3 


et  de  même  pour  toutes  les  autres. 

# 

424.  Quand  les  nombres  a et  a 4-  i comprennent  plusieurs 


/ 
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racines  de  l’équation  proposée , la  transformée  en  y qu’on 

obtient  en  posant  x = a + ^ a aussi  plusieurs  racines  plus 

grandes  que  i , de  sorte  que  la  substitution  des  nombres 
entiers  t , 2 , 3,  etc.  , à la  place  de^,  peut  ne  plus  suffire 
pour  faire  connaître  les  parties  entières  des  valeurs  de  y ; 
mais  quand  on  a effectué,  par  quelque  méthode  que  ce  soit, 
la  séparation  des  racines  , il  est  toujours  facile  de  voir  par 
quel  nombre  on  doit  multiplier  les  racines  qui  sont  comprises 
entre  les  mêmes  nombres  entiers,  afin  de  les  changer  en  d’au- 
tres dont  les  parties  entières  soient  différentes.  De  cette  manière, 
le  calcul  des  valeurs  approchées  des  racines  par  la  méthode  de 
Lagrange  se  ramène  toujours  à ce  qui  a été  dit  ci-dessus.  Au 
reste , quand  les  différences  des  racines  comprises  entre  deux 
nombres  entiers  consécutifs  a et  a -f-  1 , ne  sont  pas  des 
fractions  très  petites,  on  peut  encore  opérer  directement  sur 
l’équation  proposée , ainsi  qu’on  le  verra  dans  le  deuxième 
exemple  ci-après. 

428.  1"  Exemple,  x3  — ix  — 5 ==  o. 

Cette  équation  n’ayant  qu’une  seule  racine  réelle  qui  est 

comprise  entre  2 et  3 ( n°  4i5  ) , on  pose  x = 2 -f- 

On  trouve 

/ (2)  ==  23  — 2.2  — 5 = — 1, 

/'(2)  ==  3.2-  — 2 = ,o, 

È/'OO  = 3.2  = 6, 

= 1. 

1"  Transformée,  j-3  — 107-*  — Gy  — i~o. 

Il  est  facile  de  voir , sans  faire  aucune  substitution , que 
to  donnerait  un  résultat  négatif,  et  que ys=i  1 donnerait 
un  résultat  positif , puisque  1 1 est  le  plus  grand  coefficient 
augmenté  de  1 unité.  La  valeur  de  y est  donc  comprise  entre 

so  et  1 1 ; il  faut  donc  poser  yxz  10  -f-  — . 
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On  trouve 

ç (io)  = io3  — 10.  io*  — 6.10  — i = — 6i, 

<p'{  10)  = 3.io*  — ao.  io  — 6 c 94, 
j P*(l°)  =3.10  — lO  = 20, 

• ^3^(10)  = 1. 

a'  Transformée.  6iz®  g4 z*  — 20z  — i = o. 

L’hypothèse  z = a donnant  un  résultat  positif , on  en  con- 
clut que  la  valeur  de  z est  comprise  entre  i et  a ; il  faut  donc 
. i 

poser  z — i -j — . 

On  trouve 

♦ » , • ‘ l\ 

4 (i)  = 6i.i3  — 94. t*  — 20.1  — i = — 54, 
4'(i)  =i83.i*  — 188. 1 — 20  =ss  — a5, 

H‘(0  = i83.i  - 94  = 89, 

ïhr(i)  = 6i, 

3e  Transformée.  54«3+25«*  •— 89a — 61  =0. 

Cette  équation  fait  connaître  que  la  valeur  de  u est  com- 
prise entre  1 et  2. 

En  prolongeant  suffisamment  les  opérations , on  trouve 
que  la  racine  est  exprimée  par  la  fraction  continue  ci-dessous  : 


* = 2 -f- 


10-f- 


» + 


1 + 


1 

etc. 


Les  réduites  de  cette  fraction  continue  sont 

2 21  a3  44  111  *55  576  731 

i*  io’  ii’  21’  53’  74  * 278’  349*  etc* 


Digitized  b y Google 


448  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D’ALGÈBRE. 

En  s'arrêtant  à la  fraction  on  a une  valeur  trop  forte 

( n°  244);  mais  l’erreur  est  moindre  que  ■ . =-  ou 

349(349+275) 


-s  ( n°  248  ).  Comme  cette  dernière  fraction  est  plus 

217776  r 

petite  que  o,ooooo5 , on  peut  obtenir , au  moyen  de  la  ré- 
duite , une  valeur  approchée  de  la  racine  avec  cinq  déci- 
males exactes  ; cette  valeur  est  2,09455. 


2e  Exemple,  x3 — 7x  + 7 = o. 

On  a vu  que  cette  équation  a une  racine  négative  comprise 
entre  — 3 et  — 4»  et  deux  racines  positives  comprises  l’une 
entre  1 et  |,  et  l’autre  entre  | et  2 (n°  415).  Pour  obtenir  une 
équation  dont  les  racines  positives  n’aient  pas  la  même  partie 

x' 

entière , il  suffit  de  remplacer  x par  — ; la  transformée  est 


x'3  — 282:'  + 56  = o ; 


et  elle  doit  avoir  une  racine  comprise  entre  2 et  3 , et  une 
autre  entre  3 et  4- 

En  opérant  sur  cette  équation  comme  dans  l’exemple  pré- 
cédent , on  trouve  pour  la  première  racine  la  fraction  con- 
tinue 


2 + 


H 

2 + 


2 + 


4o  + etc.  ; 


et  en  prenant  la  cinquième  réduite , on  en  déduit  une  va- 
leur approchée  de  la  racine  avec  quatre  décimales  exactes  ; 
cette  valeur  est  2,7138. 
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La  racine  comprise  entre  3 et  4 est  exprimée  par 
continue 


449 


la  fraction 


3 + 


1 + 


« + 


« + 


9 + etc. 


Si  l’on  prend  la  septième  réduite  , on  en  déduira  une  valeur 
approchée  de  la  racine  avec  quatre  décimales  exactes  ; cette 
valeur  approchée  est  3,384o. 

Il  suit  de  là  que  les  valeurs  approchées  des  deux  racines 
positives  de  l’équation  proposée,  à moins  d’un  deini-dix- 
inillième , sont  1,356g  et  1,6920. 

Pour  calculer  la  racine  négative,  on  change  a:  en  — x ; 
l’équation  devient 

x3  — 7X  — 7 = o, 

et  l’on  trouve 


x — 3 -J- 


20  -f- 


3 -f-  etc. 


On  peut  d’ailleurs  se  dispenser  de  calculer  directement  cette 
troisième  racine  ; car  la  somme  des  racines  devant  être  nulle, 
il  s’ensuit  que  la  valeur  absolue  de  la  racine  négative  est  égale 
à la  somme  des  deux  racines  positives. 

On  pourrait  calculer  les  deux  racines  positives  sans  faire 
subir  à l’équation  aucune  transformation  ; car,  l’une  de  ces  ra- 

3 3 

dues  étant  comprise  entre  1 et  - , et  l’autre  entre  - et  2 si 

•2  2 ’ 


l’on  pose  x — 1 + -•>  l’inconnue  y aura  seulement  deux  va- 
leurs positives , Tune  plus  grande  que  2 , l’autre  comprise 
entre  1 et  2.  L’équation  qui  résulte  de  la  substitution  de 
2*  Édit.  20 
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i -f-  — à la  place  de  x,  esty3  — for'  + ^y  + i =o.  En  faisant 

y 

y—  i on  a un  résultat  positif  ; y — i donne  un  résultat  né- 
gatif, et,/=3  donne  un  résultat  positif;  ainsi  la  partie  en- 
tière de  la  plus  grande  valeur  de,/  est  i.  En  posant , 

X 

et/=i-|-i,  on  obtiendra  deux  transformées  qui  auront 
chacune  une  seule  racine  plus  grande  que  l’unité. 

426.  Lorsqu’en  calculant  une  racine  par  la  méthode  de 
Lagrange , on  vient  à reconnaître  que  la  fraction  continue  est 
périodique , cette  racine  pçjjt  être  donnée  par  une  équation 
du  second  degré  (n°  261),  et  elle  est  par  conséquent  de  la  forme 
a + \/i.  Or  il  est  facile  de  prouver  que,  si  les  coefficients 
de  'l’équation  proposée  sont  rationnels,  elle  ne  pourra  avoir 
la  racine  a \/b  sans  admettre  aussi  la  racine  a — \/b  , qui 
est  donnée  par  la  même  équation  du  second  degré.  Le  pre- 
mier membre  de  cette  équation  du  second  degré  sera  donc 
un  diviseur  exact  du  premier  membre  de  l’équation  proposée. 
Celle-ci  pourra  donc  être  ramenée  à une  équation  d’un  degré 
moindre  de  deux  unités. 

Toutes  les  fois  que  l’on  est  conduit  à une  transformée 
qui  est  identique  avec  l’une  des  précédentes  , on  a néces- 
sairement une  fraction  continue  périodique;  mais  il  peut 
arriver  que  les  mêmes  quotients  incomplets  se  reproduisent 
dans  le  même  ordre,,  quoique  les  transformées  successives 
soient  toutes  différentes.  Alors  pour  s’assurer  si  la  racine  est 
réellement  exprimée  par  une  fraction  continue  périodique  , il 
suffit  de  former  1 équation  du  second  degré  qui  donnerait  la 
valeur  de  cette  fraction  continue  périodique,  et  de  voir  si 
le  premier  membre  est  un  diviseur  exact  du  premier  membre 
de  l’équation  proposée.  , 

Y«.  t s . ' . . . 

427.  Quand  on  n a pas  supprimé  les  racines  coiumensu— 
râbles  d’une  équatioii , on  peut  les  obtenir  par  la  méthode  de 
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Lagrange  , et  elles  sont  exprimées  par  des  fractions  continuas 
terminées  ; mais  il  y a cet  inconvénient  que  , tant  que  l’on 
n’est  pas  parvenu  à une  transformée  qui  admet  une  racine  en- 
tière , on  ne  peut  décider  si  la  racine  cherchée  est  commensu- 
rable  ou  incommensurable. 

La  méthode  de  Newton  donnerait  également  les  racines 
commensurables  ; ces  racines  seraient  alors  exprimées  par  des 
fractions  décimales  terminées  ou  périodiques.  Mais  si  l’on 
devait  parvenir  à une  fraction  décimale  périodique  , les  cal- 
culs ne  pourraient  que  faire  soupçonner  la  périodicité  ; et  pour 
lever  l’incertitude  , il  faudrait  substituer  dans  l’cquation  la 

fraction  ordinaire  équivalente  fia  fraction  périodique.  »»ioj 

'•  — ■'  ' . 

428.  M.  Sturm  a fait  voir  que  par  l’emploi  des  fractions 
continues , combiné  avec  son  théorème i,  on  peut  calculer 
toutes  les  racines  d’uue  équation  qui  ont  la  même  partie 
entière,  sans  faire  subir  à ces  racines  aucune  transformation. 

Supposons  que  a et  a-f-t  soient  deux  nombres  qui  com- 
prennent plusieurs  racines.  On  fera , selon  la  méthode  de 

Lagrange,  x—a- mais  au  lieu  de  se  borner  à substi- 
tuer a -f-  — à la  place  de  x dans  1 équation  proposée  que 

ï i . i 

nous  représenterons  par  V=o,  on  fera  en  outre  la  même  subs- 
titution dans  les  fonctions  que  nous  avons  désignées  parV,,V„ 
V3,  etc.,  en  s’arrêtant  à la  première  fonction  qui  garde  le 
même  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Si  l’on  substitue 
alors  dans  les  fonctions  résultantes  tn  y les  nombres  entiers 
consécutifs,  la  différence  entre  les  nombres  des  variations 
que  donneront -les  signes  de  ces  fonctions  pour  deux  nombres 
consécutifs  b et  b -f- 1 sera  le.  nombre  des  valeurs  de  com- 
prises entre  b et  b -j- 1 . Car , puisque  l’on  a posé  x = a -f-  -, 
les  résultats  qu’on  obtient  en  substituant  pour  jr  les  nombres 
b et  b -f-  i , sont  ceux  qu’on  aurait  en  substituant  «4-^ 
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et  a -4- 


^ à la  place  de  x dans  les  polynômes  primitifs  V, 

V,,  V»,  etc.  Ainsi  la  différence  entre,  les  deux  nombres  des 
variations  que  présentent  les  signes  de  ces  résultats  est  égale 
au  nombre  des  racines  de  l’équation  V = o comprises  entre 

a -f-  ~ et  a -f-  j , et  auxquelles  répondent  autant  de  va- 
leurs dey  comprises  entre  b et  b -f-  t. 

S’il  y a plusieurs  valeurs  de  y comprises  entre  b et  b- f*  i , 

on  posera  y — b -f  - , et  l’on  remplacera  y par  b + - dans 

toutes  les  fonctions  précédentes  en  y,  on  substituera  ensuite 
pour  s , dans  les  nouvelles  fonctions , les  nombres  entiers 
consécutifs.  Ainsi  dé  suite. 

Quand  une  des  inconnues  successives  y,  s , etc. , n’aura 
qu’une  seule  valeur  comprise  entre  deux  nombres  entiers  con- 
sécutifs , on  continuera  les  calculs  pour  cette  valeur , en  ne 
considérant  plus  que  la  seule  transformée  qui  proviendra  de 
la  fonction  V . 

Comme  on  n’a  besoin  que  de  connaître  les  signes  et  non 
les  valeurs  des  fonctions  de  y pour  chaque  nombre  subs- 
titué à la  plate  de  y,  on  pourra  multiplier  ces  fonctions  par 

des  facteurs  positifs.  Ainsi , après  avoir  mis  a -f-  - à la  place 

de  x dans  la  fonction  V , on  pourra  multiplier  la  fonction 
résultante  par  y"  , ce  qui  reviendra  à prendre  immédiatement 
pour  cette  fonction  celle  qu’on  obtient  en  opérant  comme  il  a 
été  dit  dans  le  n°  425.  Il  en  sera  de  même  des  fonctions  trans- 
formées qui  se  déduiront  des  polynômes  V,,  V,  , etc. , et  de 
toutes  les  fonctions  semblables  que  l’on  aura  a considérer 
dans  la  suite  des  calculs. 
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MÉTHODE  D’ÉLIMINATION  PODH  LA  RÉSOLUTION  DE  DEUX  ÉQUATIONS  DE 
DEGRÉ  QUELCONQUE  A DEUX  INCONNUES.  ÉQUATION  AUX  DIFFÉRENCES 


Sur  la  forme  des  équations  à deux  inconnues. 

429.  Une  équation  du  degré  m à deux  inconnues,  quand 
elle  est  ordonnée  par  rapport  à l’une  des  inconnues  x , peut 
être  représentée  par 

(i)  Aar™  + Bx-"-'  4-Cxm~’...  +Hr  + K = o. 

Puisque  m exprime  le  degré  de  l’équation , il  faut  que  le  coef- 
ficient A soit  uue  quantité  indépendante  (ley,  que  B ne  con- 
tienne aucune  puissance  de  y supérieure  à la  première  ; que  C 
ne  contienne  aucune  puissance  de  j-  supérieure  à la  seconde  ; 
ainsi  de  suite  ; enfin  que  K ne  contienne  que  des  puissances 
de  y dont  l’exposant  ne  surpasse  pas  m.  Il  suit  de  là  que, 
dans  le  cas  où  l’équation  ne  manque  d’aucun  terme  , on  a 
B = b0  4 b, y 

C = co  + c,y  + c*y' , 

K = Â0  -f-  k,y  4 k^y*.  . . 4.  kmym.  , 

Ainsi  l’équation  générale  du  degré  m à deux  inconnues  est 

» AxM  4-  ( ba  4.  b,y)xm~‘  4-  (c„  4 c,y  4 cty')xM~*  ...... 

+K+k,y+kty%....+kmy*z=  0. 

En  supposant  m 2 , on  obtient  l’équation  générale  du 
second  degré  à deux  inconnues 

A*1  + (b„  -f  b,y)x  4r,4  c,y  4.  c,y>  = o. 

430  On  pourrait  croire  que,  puisqu’une  équation  11’est  pas 
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altérée  quand  on  divise  tous  les  termes  par  un  même  nombre, 
il  est  permis  de  supposer  que  le  coefficient  de  l’un  des  ternies 
de  l’équation  (2),  par  exemple  celui  du  premier  terme,  est 
égal  à l’unité.  Mais  en  supposant  A=i,  on  altérerait  la 
généralité  de  l'équation;  car  elle  ne  comprendrait  pins  les 
équations  du  degré  m qui  11e  renfermeraient  pas  la  mUmt  puis- 
sance de  l’inconnue  x. 

«. 

4SI.  Quand  il  faut  déterminer  les  coefficients  d’une  équa- 
tion générale  à deux  inconnues  de  manière  à obtenir  une 
équation  particulière  qui  satisfasse  à des  conditions  indi- 
quées , on  peut  supposer  que  le  coefficient  de  l’un  des  termes 
de  l'équation  à laquelle  on  doit  parvenir  est  égal  à l’unité.  Si 
l’on  ne  fait  pas  cette  supposition  , un  des  coefficients  in- 
connus restera  nécessairement  arbitraire  , et  lorsque  l’on  aura 
trouvé  les  valeurs  de  tous  les  autres  coefficients  exprimées  au 
moyen  de  ce  coefficient  arbitraire,  en  mettant  ces  valeurs  dans 
l’équation  générale , le  coefficient  arbitraire  sera  facteur  dans 
tous  les  ternies , et  on  pourra  le  supprimer. 

On  conclut  de  là  que  le  nombre  des  conditions  nécessaires 
pour  déterminer  une  équation  complète  du  degré  m à deux 
inconnues  est  inférieur  d’une  unité  au  nombre  des  coefficients 
que  renferme  l’équation  (2)  ; par  conséquent  ce  nombre  est 

*+3  + 4 + (M  + 1)  pu  ^m{m4-3). 

Lorsque  l’on  suppose  un  des  coefficients  inconnus  égal  à 
l’unité,  il  faut , pour  qu’on  puisse  obtenir  les  valeurs  des  au- 
tres coefficients  , que  l’équation  demandée  contienne  le  terme 
affecté  du  coefficient  sur  lequel  porte  la  supposition  ; et  si 
cela  n’a  pas  lieu,  l’hypothèse  qu’on  a établie  rend  les  valeurs 
des  autres  coefficients  infinies.  Par  cette  raison , il  est  généra- 
lement préférable  de  ne  point  faire  d’avance  aucune  suppo- 
sition. 
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Observations  préliminaires  sur  la  résolution  de  deux 
équations  à deux  inconnues. 

453.  Lorsqu'on  a à résoudre  deux  équations  à deux  incon- 
nues x et  y , dont  l’une  est  du  premier  degré  par  rapport  à x, 
on  peut  tirer  immédiatement  de  cette  équation  la  valeur  de  x 
exprimée  en  fonction  de  y ; la  substitution  de  cette  valeur 
dans  l’autre  équation  en  fournit  une  qui  ne  contient  plus 
que  y.  Lorsque  les  valeurs  de  y sont  connues  , en  les  mettant 
successivement  dans  la  valeur  de  x exprimée  en  fonction  de  y, 
on  ôbtient  les  valeurs  correspondantes  de  x. 

Ce  procédé  peut  encore  être  appliqué  lorsque  l’une  des 
équations  n’est  que  du  second  degré  par  rapport  à x.  Cette 
équation  fournit  deux  valeurs  de  x qui  peuvent  être  représen- 
tées par  p - f-  ÿ q et  p — q , p et  q désignant  des  fonctions 
rationnelles  de  y.  En  substituant  successivement  chacune  de 
ces  valeurs  à la  place  de  x dans  l’autre  équation  , on  obtient 
deux  équations  en  y ; la  résolution  de  ces  deux  équations 
donne  toutes  les  valeurs  de  y qui  conviennent  au  système 
proposé. 

L’équation  qui  résulte  de  la  substitution  de  p -f  y'q  à la 
place  de  x dans  la  seconde  équation  du  système  proposé  est 
de  la  forme 

(0  P + Ql/ÿ  =;  o, 

P et  Q étant  des  fonctions  rationnelles  de  y. 

L’équation  qui  résulte  de  la  substitution  de  p -r—  \é q ne 
diffère  de  la  précédente  que  par  le  sigue  de  la  partie  irration- 
nelle , de  sorte  qu’elle  est 

(2)  P — Ql/?  = o. 

En  multipliant  ces  équations  membre  à membre,  on  obtient 
une  équation  délivrée  de  radicaux  , savoir  : 

(p  + Ql/yXP  — Q.V q)  ~ O ou  P1  - Q’y  = o. 
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Pour  avoir  toutes  les  valeurs  àey  qui  vérifient  les  deux  pre- 
mières équations,  il  suffit  évidemment  de  résoudre  la  troi- 
sième. Cette  dernière  équation  peut  d’ailleurs  se  déduire  im- 
médiatement de  l’une  ou  de  l’autre  des  équations  (t)  et  (2)  ; 
car,  si  dans  chacune  de  ces  équations  on  fait  passer  la  partie 
irrationnelle  dans  le  second  membre , en  élevant  ensuite  les 
deux  membres  au  carré  , on  a 

P*  = Q*q  d’où  P3  — Q’y  = o. 

Quand  on  connaît  les  valeurs  de  y , on  obtient  les  valeurs 
de  x au  moyen  d’un  principe  qui  sera  exposé  ci-après . 

435.  Lorsque  les  premiers  membres  des  équations  pro- 
posées peuvent  être  décomposés  en  facteurs  rationnels  par 
rapport  aux  inconnues,  la  résolution  du  système  de  ces  équa- 
tions se  ramène  à la  résolution  de  plusieurs  autres  systèmes 
plus  simples.  Pour  le  faire  voir,  désignons  les  deux  équa- 
tions par  M— o , N=o , et  supposons  que  l'on  ait  M=UU'U", 
N = VV';  en  désignant  par  ü,  U',  U",  V,  V',  des  facteurs 
rationnels  par  rapport  aux  inconnues  x et  y.  11  est  clair  qu’on 
obtiendra  toutes  les  solutions  du  système  M = o,  N = o,  eu 
cherchant  celles  des  différents  systèmes  ci-après  : 

ü = o 1 U = o | U'  = o I ü'  = o II  U’  = o il  V"  = o 
V = o I V'  = o I V = o I V'  = o II  V = 0 II  Y'  = o 
Soient,  par  exemple,  les  deux  équations 
x't—2yx+y’ — 1 = 0 aJ*-4*2ïiy>4 -y* — iox — io^-f-21  =0. 

On  voit  aisément  que  le  premier  membre  de  la  première 
équation  revient  à 

it  , 

& — fY  — 1 ou  (x— y + i)(x  — y—  1). 

Pour  découvrir  si  la  seconde  équation  peut  être  décomposée 
en  facteurs  rationnels,  on  résout  cette  équation  par  rapport 
à x , ce  qui  donne 

X — — j-  -f-  5 ± 5.  ; 

on  en  conclut  que 

x'  + 2xy  + y'—  iox—toy+zt=(x+y—'])(x+y  — .i). 
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On  obtiendra  donc  toutes  les  solutions  du  système  proposé  en 
résolvant  successivement  ces  differents  systèmes  : 

x — y -f-  t = o|'x — y -f-  1 =0  x — J — i =o|  x —y — i = o 
x+y  — ’j  — oWx+y  — 3=0  x+y  — 7 — o'  x-{-y  — 3=o. 

454.  Lorsque  les  premiers  membres  des  équations  propo- 
sées ont  un  facteur  commun  , le  système  des  deux  équations 
est  vérifié  par  tous  les  couples  de  valeurs  des  inconnues  qui 
réduisent  ce  facteur  à zéro  , ce  qui  fournit  un  nombre  illimité 
de  solutions.  Si  le  facteur  commun  ne  contient  que  x , ce 
facteur  égalé  à zéro  donne  une  équation  qui  détermine  un 
nombre  limité  de  valeurs  de  x auxquelles  on  peut  joindre  des 
valeurs  quelconques  de  y.  Si  le  facteur  commun  ne  contient 
que./,  on  en  déduit  au  contraire  des  valeurs  déterminées  dey 
auxquelles  on  peut  joindre  des  valeurs  quelconques  de  x. 
Enfin  , si  le  facteur  commun  est  dépendant  à la  fois  de  x et 
dey,  ce  facteur  égalé  à zéro  donne  une  équation  dans  laquelle 
une  des  inconnues  peut  recevoir  des  valeurs  arbitraires  qui 
déterminent  celles  de  l’autre  inconnue. 

435.  Voici  un  exemple  de  deux  équations  qui  ont  un  fac- 
teur commun  dépendant  seulement  de  l’une  des  inconnues. 

(y*  — 1 )x5  + ( iy " — 2 y)x  -f  y > —2  y7  + 1=  0 
(y‘ — 3y  -j-  2)x’  — y*  — Sy^  + ’jy’-f-  i5  y—  18  = o. 

En  effectuant  les  calculs  nécessaires  pour  trouver  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  multiplicateurs  des  diverses  puissances 
de  xet  delà  partie  indépendante  de  x , dans  la  première  équa- 
tion , on  trouve  que  ces  quantités  sont  divisibles  par  y* — 1, 
ou  (y — i)Cr+0  ; et  le  quotient  du  premier  membre  de  l’é- 
quation par  y7 — 1 est  x’  -j- ?yx  -hy1  — 1 . On  voit  de  la 
même  manière  que  le  premier  membre  de  la  seconde  équation 
est  divisible  par  le  trinôme  y 1 — 3 y -J-  2 qui  équivaut  à 
( y — 0 (y — 2)>  et  le  quotient  est  x‘ — y 3 — 6y  — g.  Les 
équations  proposées  peuvent  donc  s’écrire  ainsi  : 

(y  — >)(y  + OC*1  + zyx  + y1  — 1)  = o, 

C y — l)(y  — 2)(xa  — y’-  — 6y  — 9)  = o. 
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On  satisfait  à ces  équations  en  posant^  = i avec  des  valeurs 
quelconques  de  x. 

On  obtiendra  les  autres  solutions  au  moyen  des  trois  sys- 
tè  mes 

t°.  , x'  — y‘  — 6>  — 9 = o ; 

a°.  j — 2=o,  *’  + 2yx  +y‘  — i = o ; 

3°.  x’-f-2.yx-f y* — i=o,  x’— y*—  6y — 9 = 0. 

Le  premier  système  donne  les  deux  couples  y~ — 1 , x—7.  ; 
y——  1,  x—  — 2. 

Le  deuxième  système  donne  les  deux  couples  y—  2, 
i;y  — 2,x  = — 3. 

Le  troisième  système  peut  être  résolu  par  des  calculs  sem- 
blables à ceux  que  nous  avons  exécutés  dans  l’exemple  ci- 
dessus,  et  l’on  obtient  les  deux  couples  y— — 1,  x = a; 
y = — 2,  x — 1. 

436.  Soient  actuellement  les  équations 

x3  — y3 — 3 xy  -+■  3y'  = o , 

3x*  — 2 xy  — y*  — o. 

On  voit  immédiatement  que  la  première  équation  peut  s’écrire 
ainsi  : (x — y){x*  -f- xy+y* — 3y)~o.  La  seconde  équation 
revient  à ax* — 2xy-\-x* — yM  = o ou  (x — y)fix  +y)=o. 
On  satisfera  donc  aux  deux  équations  en  posant  x — y — o , 
ce  qui  donne  un  nombre  illimité  de  solutions. 

Pour  obtenir  les  autres  solutions , il  faut  résoudre  le  sys- 
tème 

x*  -4“  xy  -f-  y*  — 3y  = o , 3x  -\-y  — o; 

ce  qui  donne  le  couple  x=o,_y=o  , qui  était  déjà  compris 
parmi  les  solutions  de  l’équation  x — y — o , et  le  couple 
* — if  J — T*  > 
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Méthode  générale  pour  la  résolution  de  deux 
équations  numériques  à deux  inconnues. 

457.  Considérons  deux  équations  de  degré  quelconque  à 
deux  inconnues  x et  y.  Soit  x=«,  j-=C , une  solution 
commune  à ces  deux  équations.  Si,  au  lieu  de  substituer  si- 
multanément « à la  place  de  x,  et  G à la  place  de  jr,  on  sub- 
stitue seulement  G à la  place  de  jr , il  en  résultera  deux  équa- 
tions qui  ne  contiendront  plus  que  l’inconnue  x , et  ces 
équations  devront  être  vérifiées  par  la  valeur  x = «;  or, 
pour  cela  , il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  les  premiers 
membres  aient  un  commun  diviseur  contenant  le  facteur 
x — et.  Ainsi  : 

Deux  équations  à deux  inconnues  étant  données , pour 
qu’une  valeur  attribuée  à l’une  des  inconnues  convienne  à ces 
équations,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que , si  Von  substitue 
cette  valeur  dans  les  équations  , les  premiers  membres  ac- 
quièrent, par  cette  substitution , un  commun  diviseur  fonction 
de  l’autre  inconnue  ; et  si  l’on  égale  ce  commun  diviseur  à 
zéro , on  obtient  une  équation  dont  les  racines  sont  les  valeurs 
correspondantes  de  l'autre  inconnue. 

438.  On  est  naturellement  conduit  à conclure , eu  vertu  de 
ce  principe  , que  l’on  pourra  trouver  les  solutions  communes 
aux  équations  proposées,  en  appliquant  aux  premiers  membres 
les  mêmes  calculs  que  si  l’on  voulait  obtenir  leur  plus  grand 
commun  diviseur. 

Représentons  les  équations  proposées  par  A = o,  B=o, 
et  supposons  que  le  degré  de  B , par  rapport  à x,  ne  surpasse 
pas  celui  de  A . Si  la  division  de  A par  B peut  être  effectuée 
sans  que  le  quotient  contienne  des  dénominateurs  en  jr , et 
sans  qu’on  soit  forcé  de  recourir  à aucune  préparation  pour 
que  cette  condition  soit  remplie  , en  nommant  Q le  quotient 
et  R le  reste , on  aura 

A = BQ  + R. 
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Il  resuite  de  cette  égalité  , que  toutes  les  valeurs  des  incon- 
nues qui  donneront  A=o,  B = o , devront  donner  aussi 
R — o , puisque  le  quotient  Q ne  peut  pas  devenir  infini  pour 
des  valeurs  finies  de  x et  de  y.  Par  la  même  raison  , toutes 
les  valeurs  qui  donneront  B = o et  R = o , donneront  aussi 
A = o.  On  pourra  donc  remplacer  le  système  des  équations 
A = o , B = o , par  le  système  B = o , R = o , lequel  est  plus 
simple  que  le  précédent , en  ce  que  R est  d’un  degré  moins 
élevé  que  B par  rapport  à x. 

La  même  conclusion  n’aurait  plus  lieu,  si  le  quotient  Q 
contenait  des  dénominateurs  en  y ; car  alors  il  pourrait  se 
faire  que  A et  B étant  réduits  à zéro  , Q devînt  infini  ; dans  ce 
cas  le  terme  B X Q pourrait  avoir  uue  valeur  différente  de 
zéro  ; par  conséquent  R pourrait  ne  pas  être  nul. 

Supposons  que  . pour  effectuer  la  division  de  A par  B,  sans 
que  y entre  en  dénominateur  dans  le  quotient,  il  soit  néces- 
saire de  multiplier  d’abord  le  polynôme  A par  un  facteur 
contenant  y.  Nommons  c ce  facteur , et  représentons  encore 
par  Q le  quotient  qu’on  obtiendra  après  cette  préparation  , et 
par  R le  reste  , on  aura 

cA  = BQ  + R. 

Cette  égalité  prouve  que  les  solutions  des  équations  B=o,R=o, 
sont  les  mêmes  que  celles  des  équations  cA=  o , B=o.  Or 
ce  dernier  système  se  partage  en  deux  autres,  savoir  A = o, 
B = o , et  c = o , B = o.  Par  conséquent  les  équations  B = o, 
R = o , admettront  toutes  les  solutions  des  équations  propo- 
sées ; mais  elles  admettront  en  outre  toutes  celles  des  équa- 
tions c = o,  B — o , lesquelles  peuvent  ne  pas  convenir  à 
l’équation  A=o. 

On  pourra  opérer  sur  les  équations  B = o et  R = o de  la 
même  manière  que  sur  .les  équations  A = o et  B = o.  On 
obtiendra  ainsi  un  nouveau  système  formé  de  l’c'qualion  R=o, 
et  d’une  autre  équation  de  degré  moindre  par  rapport  à x. 
Ce  système  admettra  toutes  les  solutions  du  système  B — c , 
R = o , et  il  pourra  en  admettre  d’autres. 
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En  continuant  ainsi , on  parviendra  toujours  à un  dernier 
système  de  deux  équatious  dont  l’une  ne  contiendra  plus  x. 
On  pourra  trouver  toutes  les  solutions  de  ce  dernier  système; 
ce  qui  fera  connaître  toutes  les  solutions  du  système  proposé, 
et  en  outre  celles  qui  auront  été  introduites  par  les  prépara- 
tions qu’on  aura  fait  subir  aux  dividendes  successifs. 

459.  Pour  simplifier  les  opérations,  s’il  existe  dans  les  pre- 
miers membres  des  équations  proposées  des  facteurs  qui  ne 
dépendent  que  de  y,  on  pourra  les  supprimer,  en  ayant  soin 
de  tenir  compte  des  solutions  communes  qui  résulteront  de 
ces  facteurs  suivant  ce  qui  a été  dit  dans  les  n0>  455  et  454. 
On  supprimera  pareillement  dans  les  restes  successifs  les  fac- 
teurs qui  ne  dépendront  que  de  en  tenant  compte  des 
solutions  qui  seront  déterminées  par  ces  facteurs. 

440.  Il  reste  à montrer  comment  on  peut  parvenir  à des 
équations  entièrement  délivrées  des  solutions  étrangères  au 
système  proposé.  C’est  ce  que  nous  allons  faire  en  suivant  à 
peu  de  chose  près  la  marche  qui  a été  indiquée  par  M.  Sarrus, 
professeur  à la  Faculté  des  Sciences  de  Strasbourg  , dans  une 
brochure  intitulée  : Méthode  d’élimination  par  le  plus  grand 
commun  diviseur. 

441.  Supposons  que  A et  B représentent  les  quotients  que 
l’on  obtient  en  divisant  les  premiers  membres  des  équations 
proposées  par  tous  ceux  de  leurs  facteurs  qui  ne  dépendent 
que  de^.  Soit  c le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier  A pour 
effectuer  la  division  par  B ; représentons  par  q le  quotient , et 
par  Rr  le  reste  , r désignant  le  produit  des  facteurs  de  ce  reste 
qui  ne  dépendent  que  dej y. 

Soit  c,  le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier  B pour  effec- 
tuer la  division  par  R ; représentons  par  q , le  quotient  et 
par  R,r,  le  reste,  r,  désignant  le  produit  des  facteurs  de  ce 
reste  qui  ne  dépendent  que  de  j.  Ainsi  de  suite.  Enfin,  sup- 
posons pour  plus  de  simplicité  qu’à  la  quatrième  division  on 
ait  un  reste  indépendant  de  x , et  désignons  ce  reste  par  r*. 
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On  aura  les  égalités 

/ c A = Bÿ  Rr 
le, B = Rÿ,  + R,r, 

(*)  JCaR  = Ri?a  + Rar> 

( C3R,  = Ra?3+  r3-. 

Soit  d le  plus  grand  commun  diviseur  de  c et  de  r , d,  celui 

de  Cj  et  de  r, , d,  celui  de  ~ et  de  r, , d3  celui  de 

et  de  r3.  Nous  allons  prouver  qu’on  obtiendra  toutes  les  solu- 
tions du  système  A = o,  B = o , sans  aucune  solution  étran- 
gère , en  résolvant  lés  systèmes  ci-après  : 


Pour  établir  cette  proposition,  nous  prouverons  d’abord 
que  les  solutions  des  systèmes  (2)  conviennent  toutes  aux 
équations  A = o , B = o ; nous  ferons  voir  ensuite  que  les 
solutions  du  système  A=o,  B=o  sont  toutes  comprises 
parmi  celles  des  systèmes  (2). 

En  divisant  par  d les  deux  membres  de  la  première  équation 
du  système  (1)  il  vient 

(3)  CdA  = !B  + 5R-  • 

ï est  entier , car  c et  r sont  divisibles  par  d ; donc  ?B  '«t 

divisible  par  d;  mais®,  par  hypothèse  , est  premier  avec  d, 
donc  d divise  q . 

L'équation  (S)  montre  que  les  valeurs  de  x etjr  qui  satis- 
font aux  équations  B = o,  j-o,  amodient  5 A ; or  Z et  £ 

sontpremiers  entre  eux  ; donc  ces  valeurs  satisfont  à l’équation 
A = o.  Par  conséquent,  i«.  toutes  les  solutions  du  système 

g__  0 t l—o  conviennent  au  système  A = o , B = o. 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  QUINZIÉME. 


463 


Pour  avoir  une  relation  entre  A,  R et  , on  multiplie  l'é- 
quation (3)  par  c,  , et  l’on  remplace  dans  l’équation  résul- 
tante c,B  par  le  second  membre  de  la  deuxième  équation 
du  système  (i)  -,  ce  qui  donne 

?A=(M)R+2r,R.. 

V . . C,r  •+■  <7<7, 

La  quantité  est  entière  , puisque  r et  q sont  divi- 

sibles par  d ; de  plus  cette  quantité  est  divisible  par  d,;  car  d, 
divise  — et  r,  , et  il  est  premier  avec  R.  Divisant  les  deux 
membres  de  l’équation  ci-dessus  par  d, , et  posant  pour  abré- 
ger  | = M , et  ~^d = M, , il  vient 


(4) 


CC 


£ A = M* R + MR’  J' 


Pour  avoir  une  relation  entre  B , R et  on  multiplie 
d’abord  la  deuxième  équation  du  système  (i)  par  -,  ce  qui 


cc, 


donne  R 4. 1 R,r,.  Puisque  ^et  r,  sont  divisibles 

par  d, , il  faut  que  d , divise  aussi  R ; or  d,  est  premier  avec  R, 

Cq 

donc  d,  divise  Divisant  tous  les  termes  de  l’équation  par d„ 
posant  pour  abréger  ^ = N,  ^ = N, , il  vient 

(5) 


et 


cc, 

dd 


r B = N,R  -f-NR,^. 

a. 


Les  équations  (4)  et  (5)  prouvent  que  toutes  les  valeurs  de  x 
et  de 4 qui  réduisent  à zéro  les  polynômes  R et  -,  annuliez 


1 
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aussi  £li.  A et  <-yj-  B ; or  et  ^ sont  premiers  entre  eux  ; 
dd,  dd,  dd,  d , 

par  conséquent  , 2°.  toutes  les  solutions  du  système  R = o, 

— — o conviennent  au  système  proposé  A = o,  B — o. 
d, 

f' 

On  obtient  une  relation  entre  A , R,  et  -y-,  en  multipliant 

l’équation  (4)  par  r,,  et  remplaçant  c * R par  le  second  membre 
de  la  troisième  équation  du  système  (i).  On  trouve  ainsi 

c!hciî.  A = R,  (M,q,  -f-  Mc-,  -f-  M,R,r,.  Par  hypothèse  d, 
dd,  , \ «</ 

divise  le  premier  membre  de  cette  équation , ainsi  que  r,  ; il 
doit  donc  diviser  R,  ^M, <7,  Mc,  ; or  R,  et  d,  sont  pre- 

miers entre  eux  ; donc  d,  divise  le  multiplicateur  de  R,. 
Désignant  le  quotient  par  M, , il  vient 

<6>  TdiA=MaR'  + M’R=  S;- 

En  multipliant  l’équation  (5)  par  c,  et  remplaçant  ensuite 
c,R  par  le  second  membre  de  la  troisième  équation  du  sys- 

• tème  (i),  il  vient  ^C“  B=R,^N,y,  -f- 

On  démontrerait  comme  ci-dessus  que  le  multiplicateur  de  R, 
est  divisible  par  d,  ; et  en  représentant  le  quotient  par  N,  , 
on  trouve 


J1: 

* 


(7) 


CCjC% 


B = N,R,  +N.R,  ' 


dd,d, ' d. 

Les  équations  (6)  et  (7)  démontrent  que  toutes  les  valeurs 

f • 

de  a:  et  de  qui  réduisent  les  polynômes  R,  et  j à zéro,  annul- 

1 *•  > V “a 

lent  aussi  les  premiers  membres  de  ces  deux  équations  ; or 

S-——  et  — sont  premiers  entre  eux.  Par  conséquent,  3°.  toutes 
dd,d,  d, 

_ r, 

les  solutions  du  système  R,=o,  -j  conviennent  au  système pro- 
posé  A — o , B = o . 
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L’équation  qui  donne  une  relation  entre  A,  R,  et  — s’ob- 

«3 

tient  en  multipliant  l’équation  (6)  par  c3,  et  remplaçant  c3R, 
par  le  second  membre  de  la  quatrième  équation  du  sys- 

terne  (i).  On  trouve  ainsi  -^-j-A=R,^Ma5'3+c3M,jJ+MJr3. 

Divisant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  d3,  et  désignant 

par  M3  le  quotient  du  polynôme  entier  Maÿs  4-e3  M,  — pard3, 

' 1 “ ci  j . . . i ...  i. 

il  vient 


(8) 


i;  2 • • 

cc,cac3 

dd,d%d3 


A = M,R,  + M,  £ 

1 * ' i 


Pour  avoir  une  relation  entre  B,  R,  ët^,  on  multiplie  l’é- 

* -“Si,  >' 

quation  (7)  par  c3 , et  on  remplace  c3R,  par  le  second  membre 
de  la  quatrième  équation  du  système  (1),  ce  qui  donne 

■ j B = R,  ^N„ÿ3  -f-  c3N,  ^ + N4rs.  Divisant  les  deux 
membres  de  cette  équation  par  d3l  et  désignant  par  Ns  le 
quotient  du  polynôme  entier  N,y3  -f-  c3N,  ~ par  le  diviseur  d3, 

“a 

il  vient  , . f f 

(9)  ^B=N3R,+N,g.':; 

Les  équations  (8)  et  (9)  démontrent  que  toutes  les  valeurs 

de  x et  de  y qui  réduisent  les  polynômes  Ra  et  ~ à zéro , 

"3 

annullent  aussi  les  premiers  membres  de  ces  équations  ; or 

CC  C Ci  fi  . 

J *■  J- et  — sont  premiers  entreeux  ; par  conséquent,  4®-  toutes 
ddxd*d3  d3  <A  >.  r 


s j 


r% 


les  solutions  du  sjrst'eme  R,  = o,  — r=o,  conviennent  au  sjrs- 

a3  .i  •.  i 

tème  proposé  A = o , B = o. 

Il  reste  encore  à prouver  qu’un  système  quelconque  de 
2'  Édit.  3e 
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valeurs  qui  satisfont  aux  équations  A = o,  B = o , fait  partie 
des  systèmes  des  valeurs  que  fournissent  les  équations  (2). 

Pour  former  les  équations  qui  démontrent  celte  seconde 
partie  du  théorème , remplaçons  d’abord  dans  l’équation  (3) 

- par  N et  ? par  M ; il  viendra , en  transposant  le  terme  MB  , 
d 1 d y 

(10)  NA  — MB  =:  Rj. 

Éliminons  maintenant  R entre  les  équations  (4)  et  (5).  On 
pourrait  effectuer  cette  élimination  en  retranchant  les  deux 
équations  l'un»  dç  l’autre , après  avoir  multiplié  la  première 
par  N, , la  seconde  par  M, , et  en  ayant  égard  aux  valeurs  ci- 
dessus  de  N,  et  de  M,  ; mais  les  calculs  sont  plus  simples  en 
multipliant  l’équation  (4)  par  B et  l’équation  (5)  par  A.  On 
trouve  alors , en  rétranchant  les  deux  équations  résultantes 

l’une  de  l’autre,  (M»B  — N,A)R-HMB— NA)R,  j — o.  Rein- 

plaçant  MB NA  pat  — R et  supprimant  le  facteur  R , 
il  vient  . J , 

(11)  N,A  — M,B^=  — Ri^^p. 


Afin  d’éliminer  R,  entre  les  équations  (6)  et  (7) , 011  multi- 
plie l’équation  (6)  par  B et  l’équation  (7)  par  A , puis  on  re- 
tranche l’une  de  l’autre  les  équations  résultantes  ; ce  qui 

donne  (M,B— N,A)R,  -f-  (M,B  — N,A)R3  j-°-  Remplaçant 

I*  1* 

M,B  — N, A par  R,  et  supprimant  le  facteur  R, , il  vient 
02)  n.a_miB  = r4|£ 

. • , I/O  • 

On  parvient  de  la  même  manière  à l’équation 


(i3)  N3A 


—m3b=— 


d d,  d,  d3' 


L’équation  (i3)  montre  que  tout  système  de  valeurs  de  x 
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et  de  y qui  donnera  A = o et  Bs=o,  devra  aussi  satisfaire  à 

l’équation  ^ • jjr  • J • J = 0 > ce  qui  exige  que  l’un  des  fac- 
teurs  -,  — , etc.,  devienne  nul;  d’où  il  suit  que  les  équations 

PP  P 

-=o,  -j-=o,  ^-  = 0,  — =0,  donnent  toutes  les  bonnes 
valeurs  de^y. 

Cela  posé , soit  xe=«,  ^ sa  fi  un  système  de  bonnes  valeurs 
des  équations  A = o,  B = o. 

j* 

Si  la  valeur^  = S est  une  racine  de  l’équation  - = o,  il  est 
clair  que  le  couple  x =»,  y = G sera  une  solution  du  sys- 

7* 

tème  B =±  o , - = o. 

a 

Si  la  valeur  y — £ ne  vérifie  point  l’équation  ^ = o,et 

Cl 

qu’elle  soit  une  racine  de  l’équation  -j  = o , on  voit  par  l’é- 
quation (io)  que  le  couple  x = «,  y=€ , donnera  R = o ; 
par  conséquent  il  sera  une  solution  du  système  R = o , 

ï- 

j* 

Si  la  valeur  ,y  = C,ne  vérifie  ni  l’équation  j—o  ni  l’équa- 
tion = o , et  qu’elle  soit  une  racine  de  l’équation  ~ o, 

a,  «a 

on  voit  par  l’équation  (i  i)  que  le  couple  x = a,y  = S , don- 
nera R,  5=  o ; par  conséquent  il  sera  une  solution  du  système 

R,r=0,  = O.  f 

Si  la  valeur,}'  = C ne  vérifie  aucune  des  équations  o , 

P P 

— =o , ^==o,  et  qu’elle  soit  une  racine  de  l’équation 

^■=:o,  on  voit  par  l'équation  (12)  que  le  couple  x=", 
°s 

3o.  « 
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Deuxieme  division. 


x * + 2 yx  + y*  — y x + iy 
— x1 — zyx  x 

y"— a 

Puisque  l’on  n’a  pas  fait  subir  de  préparation  aux  divi- 
dendes , et  que  l’on  n’a  supprimé  dans  les  restes  aucun  fac- 
teur, on  aura  toutes  les  solutions  du  système  proposé  au 
moyen  des  deux  équations 

x + zy  = o,  y*  — y = o ; 

ces  équations  donnent  les  deux  couples  : 

y —o,  x = o ; et  i,  x=  — ?.. 

L’équation/-1  —y  = o est  l’équation  finale  en  y. 
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EXEMPLE  II. 

x3  •+•  2yx'  + zy(y  —-*)x  + j-'  — 4 = 0 
x * + 7.yx  4-  2 y 1 — 5 4*  2 = o. 

La  première  division  donne  le  reste  (y  — 2 )x-\-y*  — 4 ou 
(j-  — 2)(x  + y 4-  2).  On  supprime  le  facteur  y — 2,  et  l’on 
divise  le  premier  membre  de  la  seconde  équation  par  x-f-jr+2, 
ce  qui  conduit  à un  reste  indépendant  de  x qui  cstj-3 — 5j--j-6. 
On  obtiendra  toutes  les  solutions  des  équations  proposées  en 
résolvant  les  deux  systèmes, 

i°.  j-—  2 = 0,  x7  -f  2yx  + %y7  — 5y  + 2 = o. 

20.  y* — 5y  4-  6 = o , x 4 -y  4-2  = 0. 

Le  premier  système  donne  les  deux  couples  y = 2 , x = o ; 
y — 2 , x = — 4 ; et  le  second  système  donne  les  deux  cou- 
ples y = 2,  x = — 4;^-  = 3,  x = — 5. 

On  obtiendra  l’équation  finale  en  y,  en  multipliant  membre 
à membre  les  deux  équations  y — 2=0  et  y7  — 5y  4-  6 = o. 

exemple  111. 

x3—3yx7+3x7+3y7x—6yx—x—y3+3y7+y—3  = o 
x3+3yx7 — 3x7-\-3y7x — 6yx — x-f-y3 — 3 y3 — y 4-3  = o. 

Le  reste  de  la  première  division  est  a(y — i)(3.r*4-jr1 — zy — 3). 
On  divise  le  premier  membre  de  la  seconde  équation  par 
3x’4 -y1 — V — 3 , ce  qui  conduit  au  reste  8 (y7 — 2 y)x.  Enfin, 
en  divisant  3x7-j-y7  — 2y — 3 par  x,  on  obtient  le  reste 
y7 — 2y^ — 3.  On  aura  donc  toutes  les  solutions  des  équations 
proposées  en  résolvant  les  trois  systèmes 

i®.  y — 1=0,  xi-\-3yx7-3x7-\-3y7x-(iyx-x-\-y3-3yt-y-\-3  — o. 
2®.  y7— *y=o,  3x7+y*—2y—3=o. 

3°. y7 — 2 y — 3=o,  x=»o. 

Le  premier  système  donne  les  trois  couples  y~i , x=o  ; 
r=i , x=2  ; y = 1,  x=— 2. 

Le  deuxième  système  donne  les  quatre  couplesj'=o , x=i  ; 
y=o,  x=— 1 ; y=  2,  x=i  ; y= 2,  x=— 1. 
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Le  troisième  système  donne  les  deux  couples  jr=3,  x=o  j 
J=>— i , x=o. 

EXEMPLE  IT. 

Cr  — 2)x*  — 2x  + 5^r  — *=o, 
jrx * — 5*  + — °- 

Première  division. 

Pour  effectuer  'cette  division , on  multiplie  d’abord  le  pre- 
mier membre  de  la  première  équation  par  y . 

(y— a.  )**— ax-f-5f— a jjrx*— 5a-+4r 

(.r— p-ir*’— : vrx+5rt—vr  Lr— 2 

’ ~ Cr— ^ 2iyx*4-(5^—  io)a:— 

(3j-—  i o)x+jJ-f-6^- 

.*  • 

Deuxième  division ■ 

Pour  effectuer  cette  division , on  multiplie  d’abord  le  divi- 
dende par  3y — io;  et  pour  continuer  l’opération,  il  faut 
multiplier  encore  le  reste  par  to. 

jx'—5x+4jr  (3r—  »ok-hr’+6.r 

(3jr-  iolfx’-(i5/--5o)x-f-  vyr'-faf  yx-iy'+Gy^+rfy-So) 

— — Cr3+6jr*)a: 

— Cx’+ôj-’-f- 1 5y — 5o)x-f- 12  y' — 4 °Jf 
—Cr3+-  • . )(3 J-—  I o)x-f  36j-3— a4o j-’-f  4°°^ 

+ -krS+ 1 ay- >-f  5 ty3  -f  4oy*— 3oo  y 

1 3^4  #7  y*— 200  y'+  » 00 y- 

Il  est  facile  de  voir  qu’on  aurait  obtenu  le  même  reste,  si, 
au  lieu  de  multiplier  le  dividende  par  3y-—  to,  et  ensuite  le 
premier  reste  par  3/ — 10 , on  avait  multiplié  le  dividende  par 
(3y — io)'  ; il  faut  donc  diviser  le  reste  en  / ci-dessus  par  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  ce  reste  et  de  y(3y — io)a 
D’ailleurs  on  voit  immédiatement  que  le  reste  1 etc. 
11’est  pas  divisible  par  3y — 10,  puisque  la  valeur  Ae  y qui 
réduit  3jr — 10  à téro  étant  fractionnaire  , clic  ne  peut  pas 
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réduire  à xéro  le  polynôme  y*  4-  iy'  4*etc.  Tout  se  réduit 
donc  à diviser  ce  polynôme  par  y ; et  l*on  obtiendra  toutes 
les  solutions  des  équations  proposées  au  moyen  des  deux 
équations  ci-après  : 

(3 y — io)x  -+*  jr*  4-  6y  = o, 
y*  + 12 ys  -J-  8y’  — 200y  -f-  IOO  S=  O. 

Ou  peut  remarquer  que  s’il  n’est  résulté  de  la  multiplica- 
tion par  3y — io  aucune  solution  étrangère , cela  tient  à ce  que 
l’on  ne  peut  pas  satisfaire  en  même  temps  aux  deux  équations 

3y — io  = o,  (3y  — io)x  -f  6y  = o, 

puisque , si  l’on  met  dans  la  seconde  équation  la  valeur  de  y 
tirée  de  la  première,  le  premier  membre  se  réduira  à un 
nombre.  , - 

L’équation  yi  + 1 2y3  4*  8y’  — 206/  4-  100  = o admet  la 
racine  commensurable  y—  1 ; et  en  supprimant  le  facteur 

y — t , on  obtient  l’équation  du  troisième  degré 

yl  + îS^y’-f-ioo^ — 100  —o  ; les  racines  de  cette  équation  sont 
incommensurables.  La  valeur  de  x qui  correspond  à jr  — 1 
est  x = 1 ; les  autres  solutions  ne  peuvent  s’obtenir  qu’ap- 
proximati  veinent. 

Afin  de  justifier  ce  que  nous  avons  dit  dans  cet  exemple 
sur  la  manière  d’effectuer  les  préparatiohs  nécessaires  poiy 
éviter  les  quotients  fractionnaires,  désignons  par  A le  divi- 
dende et  par  B le  diviseur.  Supposons  qu’après  avoir  nuilti-» 
plié  A parc,  on  obtienne  un  quotient  q et  un  reste  A'  qui 
contienne  x à un  plus  haut  degré  que  B;  que  l’on  multiplie  À' 
par  un  nouveau  facteur  c,  et  que  la  division  de  c A'  par  B 
donne  un  quotient  q'  et  un  reste  A"  ; que  l’on  multiplie  A" 
par  un  facteur  c"  , et  que  la  division  de  c" A"  par  B donne  un 
quotient  q”  avec  le  reste  Rr,  ce  reste  étant  d’un  degré 
moindre  que  le  diviseur  par  rapport  à .r.  On  aura  les  égalités  : 

cA  = B q 4-  A',  c'A'  = B 7'  4-  A",  c"A"  = B?"  4-  Rr. 

Or,  en  multipliant  les  deux  membres  de  la  première  égalité 
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par  c'c",  ceux  de  la  seconde  par  c",  et  en  ajoutant  ensuite  les 

trois  égalités,  on  obtient  celle-ci  : 

cc'c" A = B(f  c'c’  •+■  q'c“  + q")  + Rr  ; 

h dans  cette  dernière  égalité,  on  pose  cc'c"  = C ....... 

qcc"  4-  q'c"  4.  q”  = Q , il  vient 

CA  = BQ  -f  Rr. 

Il  existe  donc  entre  CA,  B etRr,  une  relation  semblable  à 
celle  que  présentent  les  diverses  égalités  du  système  (1) 
(page  462). 

EXEMPLE  V. 

jrxs  — (jr*  — Zjr  — i)x  + JT  = O, 

-T*  — / 4.  3 = O. 

La  première  division  donne  le  reste  x -\-j,  et  la  division 
de  x%  — jr*  -f-  3 par  x donne  le  reste  3.  Ce  reste  étant 
numérique  , il  n’existe  point  de  valeurs  des  inconnues  qui  le 
réduisent  à zéro , et  comme  on  n’a  d’ailleurs  obtenu  aucun 
facteur  qui  puisse  déterminer  des  solutions,  les  équations 
proposées  sont  incompatibles. 

Remarques  sur  la  méthode  précédente. 

442.  Il  y a sur  la  méthode  précédente  plusieurs  observa- 
tions à faire.  , 

^Remarque  1".  En  se  reportant  aux  égalités  (1) , (page  462), 
ou  voit  que  l’on  peut  toujours  faire  en  sorte  que  les  quan- 
tités c et  r n’aient  aucun  facteur  commun  ; car  d’après  ce 
qu’on  a dit  au  sujet  de  l’égalité  (3),  si  d est  le  plus  grand 

commun  diviseur  de  c et  de  r,  la  division  de  -,  A par  B don- 

a r 

nera  un  quotient  qui  ne  contiendra  point  de  fractions;  par 
conséquent  c ne  sera  pas  le  facteur  le  plus  simple  par  lequel  il 
faudra  multiplier  A pour  effectuer  la  division  par  B. 

On  voit  de  la  même  manière  que  , si  l’on  a opéré  convena- 
blement, c,  sera  premier  avec  r,,  c,  sera  premier  avec  r, , c3 
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sera  premier  avec  r3.  Il  suit  de  là  que  dans  les  systèmes  (2) , 
/» 

l’équation  ^ = o sera  la  même  que  r = o;  et  l’on  devra 

prendre  pour  d,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  c et 

cc  , cc  c 

de  r.  , pour  d , celui  de  — 1 et  de  r, , pour  d3  celui  de 

d,  dtd7 

et  de  r3. 

Remarque  //.  Lorsque  le  reste  indépendant  de  x , que 
nous  avons  désigné  par  r3 , est  nul , le  polynôme  R„  est  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  A et  B , et  il 
divise  aussi  les  restes  R et  R,.  Les  équations  proposées  A = o, 
B ==  o , sont  vérifiées  par  toutes  les  solutions  de  l’équation 
R,  = o , et  les  autres  solutions  du  système  proposé  sont  four- 

A B 

nies  par  les  deux  équations  — = o,  — = 0.  Or  , en  divisant 

IX*  lia 

par  R,  les  deux  membres  des  équations  (3),  (4),  (5),  (6),  (7), 
et  ceux  des  équations  (10) , (11),  (12) , on  obtient  de  nou- 
velles équations  qui  ne  diffèrent  des  premières  qu’en  ce  que  les 
quantités  A , B , R , R, , R, , sont  remplacées  par  les  quo- 

A B R R,  R,  j . . 

tieiils  —,  —,  — , — ; et  au  moyen  de  ces  équations, 

It  j 11  j li  j rij  ii] 

on  prouve , par  des  raisonnements  semblables  à ceux  du 

A B 

n°  441 , que  toutes  les  solutions  du  système  — =0,  = 0 , 

l\a  IA# 

sont  données,  sans  aucune  solution  étrangère,  par  les  systèmes 

D-  t-Iâ-  MO-  M 

Le  cas  dont  nous  venons  de  parler  se  rencontre  dans 
l’exemple  suivant  : 

EXEMPLE  VI. 

* 3 +y*J  — Cr’-H)*  -{-y  —y' = o , 

*3  — y*'  — Cr1  + Çr +9)x  -hr3  4-  Çr3 + gy = »• 

La  première  division  conduit  au  reste 

yx'  -f  (3 y + 4)*  — ( y 3 + 3 y*  + 4 y). 
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Pour  faire  la  seconde  division , on  multiplie  le  dividende 
par  y , et  l’on  exécute  encore  la  même  préparation  sur  le 
premier  reste  que  l’on  obtient.  On  est  ainsi  conduit  à un  reste 
du  premier  degré  en  x qui  peut  se  mettre  sous  cette  forme 


320^  + 3y  + a)(x  — y). 

En  divisant  alors  le  reste  du  second  degré  par  x — y , on  ob- 
tient le  quotient^ -fj'l‘  + 3j- -1-4,  elle  reste  est  nul. 

On  conclut  de  ces  calculs  que  les  premiers  membres  des 
équations  proposées  sont  divisibles  par  x—y , de  sorte 
qu’elles  sont  vérifiées  par  toutes  les  solutions  de  l’équation 
indéterminée  x—~y  ==  o.  Les  autres  solutions  sont  fournies 
par  le  système  des  deux  équations 


Ï*  ~t~  3y  -f-  a = o , yx  4-  y*  4-  iy  + 4 = o ; 


d’où  l’on  tire  y— — i , x — -f-  a,  et  y=x — a,  x=+t. 

Remarque  III.  Lorsque  le  reste  indépendant  de  x n’est  pas 
nul , les  polynômes  A et  6 n’ont  aucun  facteur  commun  ; par 
conséquent  les  équations  A=o , B =o , n’admettent  que  des 
solutions  déterminées  pour  chaque  inconnue.  Gela  se  voit  aussi 
par  les  systèmes  (a);  car  dans  chacun  de  ces  systèmes  l’équa- 
tion qui  ne  contient  que  y donne  pour  cette  inconnue  des  va- 
leurs déterminées , et  la  substitution  de  chaque  valeur  de  y 
dans  l’autre  équation  donne  une  équation  qui  ne  peut  être 
identique  , puisque  les  quantités  B,  R , R, , R, , n’admettent 
point  de  diviseurs  qui  ne  dépendent  que  de  y. 

Il  peut  arriver  que  dans  l’un  des  systèmes  (2) , par  exemple 


^ = o , R = o , une  valeur  de  y tirée  de  la  première  équa- 
tion anéantisse  quelques  -uus  des  multiplicateurs  des  puis- 
sances de  x,  dans  la  seconde  équation,  à partir  de  celui 
de  la  plus  haute  puissance  ; dans  ce  cas , on  n’obtieirï  plus 
qu’un  nombre  de  valeurs  de  x inférieur  au  degré  de  l’équa- 
tion R =0  ; et  si  la  substitution  de  la  valeur  dey  anéantissait 
tous  les  multiplicateurs  des  puissances  de  x dans  R,  l’équa- 
tion R =0  11c  fournirait  aucune  valeur  de  x.  A la  vérité  on 


peut  prouver,  par  des  raisonnements  semblables  à ceux  que 
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nous  avons  faits  sur  l’équalion  générale  du  second  degré 

(n°  190),  que  si  dans  une  équation  de  la  forme 

Gx*+Hx*-l+Kx"_,+  etc.  = o , ou  établit  sur  les  quantités 
qui  entrent  dans  les  coefficients  G,  H , K,  etc. , des  supposi- 
tions telles  que  l’on  aitG  = o,  H=o,  etc.,  l’équation  a, 
pour  ces  suppositions,  des  racines  infinies  en  nombre  égal  au 
nombre  des  coefficients  consécutifs  qui  sont  réduits  à zéro. 
Mais  il  faut  remarquer  que  les  explications  par  lesquelles 
nous  avons  établi  que  les  solutions  des  systèmes  (2)  sont  les 
mêmes  que  celles  du  système  A = 0 , B=o,  ne  s’appliquent 
qu'aux  solutions  exprimées  par  des  valeurs  finies  de  x et 
dey. 

Pour  prouver  que  les  solutions  des  systèmes  (2)  pour  les- 
quelles la  valeur  de  x est  infinie,  conviennent  aussi  aux 
équations  proposées  A = o , B = o , supposons  que  y=C  vé- 

ridant  l’équation  -j  = o , anéantisse  un  ou  plusieurs  des  mul- 
tiplicateurs des  plus  hautes  puissances  de  x dans  R.  Si  dans 
les  deux  membres  de  l’égalité  (4) , on  fait  y =--  G , le  terme 


p 

MR,  -j  sera  réduit  à zéro , et  le  degré  du  terme  M,R  par  rap- 

port  à x s’abaissera  d’une  ou  de  plusieurs  unités.  D’ailleurs  , 
on  ne  peut  pas  supposer  que  les  termes  de  M,R  qui  sont 
réduits  à zéro  étaient  détruits,  avaut  que  l’on  n’ait  fait  jr  = C, 

P 

par  les  termes  de  MR,  -j-  ; car  les  degrés  de  A , B , R , R, , etc. , 

sont  décroissants , et  l’on  voit  sans  peiue,  par  les  relations  qui 
existent  entre  M,  M, , M„ , etc. , que  les  degrés  de  ces  quan- 
tités par  rapport  à x vont  en  croissant.  11  faudra  donc  que, 


pour  la  valeur  y = le  degré  de  par  rapport  à x s’a- 
baisse d’autant  d’unités  que  celui  de  R.  On  prouvera  de  la 
meme  manière  que  la  valeur  y = C doit  aussi  anéantir  un  ou 
plusieurs  des  multiplicateurs  des  plus  hautes  puissances  de  .r 
dans  B.  Les  équations  A = o,  B=ro  admettront  donc,  pour 
y — S , une  ou  plusieurs  valeurs  infinies  3c  x. 
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Quant  à la  proposition  réciproque,  que  les  solutions  des 
équations  A = o,  B=o,  pour  lesquelles  x est  infini,  doivent 
se  trouver  parmi  les  solutions  des  systèmes  (2),  elle  n’est 
point  vraie  : on  en  a la  preuve  par  l’exemple  vm  ci-après. 

Au  reste,  lorsqu’on  doit  avoir  égard  aux  solutions  dans 
lesquelles  la  valeur  de  l'uue  des  inconnues  est  infinie , il  est 
facile  de  les  déterminer  directement.  Si  l’on  veut  obtenir  , par 
exemple,  les  solutions  correspondantes  à une  valeur  infinie  dex, 
on  divise  tous  les  termes  de  chaque  équation  par  la  plus  haute 
puissance  dex,  et  l’on  suppose  ensuite  x = oo  ; on  obtient 
ainsi  deux  équations  qui  ne  renferment  que  y;  et  suivant  que 
ces  équations  admettent  ou  n’admettent  pas  de  racines  com- 
munes, il  y a des  valeurs  de  y qui  satisfont  aux  proposées 
avec  x = ± 00  , ou  il  n’y  en  a pas. 


{y-  i)xz  + y(y  -f  i)x*  4-  (3y'+y  — ï)x  + iy  = o, 
{y—  i)x*4- j-(jr+  Ox  + Sy1— 1=0. 

La  première  division  donne  immédiatement  le  reste... 
(y—  i)x-}-^y,  et  eu  prenant  ce  reste  pour  diviseur,  on  par- 
vient , sans  aucune  préparation,  au  rester*  — 1.  On  obtiendra 
donc  toutes  les  solutions  du  système  proposé  en  résolvant  les 
deux  équations.  / 

y1 — 1=0,  (y—  i)x  + ay=o. 

La  première  équation  donne  y = ± 1 . Pour  y = — 1 , on 
trouve  x= — 1 , et  ce  couple  satisfait  aux  équations  propo- 
sées. Pour^  = +i  , on  trouve  x=oo.  Ce  couple  satisfait 
aussi  aux  équations  proposées  ; car  eu  divisant  chacune  de  ces 
équations  par  la  plus  haute  puissance  de  x,  et  supposant 
x = oo,  les  deux  équations  se  réduisent  à y — 1 =0. 


EXEMPLE  VIII . 

{y  — i)x*  +yx  + y*  — zy  ~ o, 
(X  — Ox  + y=o. 
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La  division  conduit  au  reste  y‘  — 27-  = o ; ainsi  les  solutions 
des  équations  proposées  dépendent  du  système 

jr’  — 2jr  = o , (y  — 1 )x+j~o. 

Ce  système  donne  les  deux  couples  y — o,  x = o ; j-— . 2, 
x = — 2.  Mais  les  équations  proposées  admettent  en  outre  la 
solution  y — 1 , ar=oo,  puisque  la  valeur  ^=1  anéantit 
le  multiplicateur  de  la  plus  haute  puissance  dex  dans  chacune 
de  ces  équations. 

Équation  aux  différences. 

443.  Nous  avons  vu  ( n°  409) , qu’on  peut  effectuer  la  sé- 
paration des  racines  incommensurables  d’une  équation  numé- 
rique , en  calculant  d’abord  une  autre  équation  telle  que  ses 
racines  soient  les  différences  des  racines  de  l’équation  proposée 
prises  deux  à deux.  Nous  allons  maintenant  expliquer  com- 
ment on  forme  cette  équation. 

Représentons  l’équation  proposée  par 

(0  /(*)  = 0, 

et  soient  a,  b , c,  d,  etc.  , les  m racines.  Supposons  d’abord 
que  l’on  veuille  obtenir  une  équation  dont  les  racines  soient 
les  différences  entre  la  racine  a et  les  m — 1 autres  racines. 
On  posera 

y = x — a,  d’où  x ==  a -f-  y. 

En  substituant  a -f  y au  lieu  de  x , dans  /(x)  = o , il  vient 
/(a  + y)  = o, 

®u  en  développant  ( n°  348  ) , 

(2)  /(«)  + f\a)y  + /'(a) £ + /»  4.  etc.  = o . 

Puisque  , par  hypothèse,  a est  une  racine  de  l’équation  (1), 
f(a)  est  nul.  Par  suite,  l'équation  (2)  est  divisible  par^; 
ainsi  elle  admet  une  racine  nulle.  Cette  racine  nulle  provient 
de  la  différence  a — a;  car,  d’après  la  relation y = x — a,  les 
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valeurs  île  y sont  les  différences  entre  la  racine  a et  toutes  les 
racines  de  l’équation  (f  ) , en  y comprenant  la  racine  a.  En 
supprimant  cette  racine  nulle , l’équation  se  réduit  à 

f'{d)  + f\a)  -f-  + /*(«)  ~~~ï  + etc.  = o ; 

cette  dernière  équation  a pour  racines  les  différences  entre  la 
racine  a et  les  m — i autres  racines  de  la  proposée. 

Si , dans  cette  équation , on  écrit  b au  lieu  de  a,  on 
obtiendra  une  équation  qui  aura  pour  racines  toutes  les  diffé- 
rences entre  la  racine  b et  les  m — i autres  racines  de  la  pro- 
posée. De  même,  en  écrivant  c au  lieu  de  a , on  obtiendra 
une  équation  dont  les  racines  seront  les  différences  entre  la 
racine  cet  les  m — i autres  racines  de  l’équation  proposée  ; etc. 

Il  suit  de  là  que  les  différences  des  racines  de  l’équation 
proposée,  combinées  deux  à deux  , sont  les  valeurs  àcy  qu’on 
obtiendrait  en  substituant  successivement  chacune  de  ces  ra- 
cines à la  place  de  x dans  l’équation 

(4)  /'(*)  + /V)  ~ + /» ~3  + etc.  = o ; 

ce  qui  revient  à résoudre  le  système  des  équations  (i)  et  (4). 

Par  conséquent,  si  l’on  élimine  x entre  les  équations  (i)  et 
(4) , l’équation  finale  en  y sera  l’équation  cherchée. 

444.  L’éqUation  proposée  étant  du  degré  m , l’équation  aux 
différences  est  du  degré  m(m — i)  ; car  le  nombre  de  ses  ra- 
cines est  égal  au  nombre  des  arrangements  qu’on  peut  former 
avec  m lettres  a , b,  c , etc. , en  les  prenant  deux  à deux. 

L’équation  aux  différences  ne  contient  que  des  puissances 
paires  de  l’inconnue  ; car  elle  admet  à la  fois  les  racines  a — b 
et  b — a ; par  conséquent  ses  racines  Sont  deux  à deux  égales 
et  de  signes  contraires. 

Soit  m(m  — i)  — an;  l’équation  aux  différences  étant  de  la 
forme 

ytn  + • . . > + B.  = 
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on  pourra  posera*  = s , alors  il  viendra 

z*  + B,z"-‘  + B,*"-1. . . . + B„  = o. 

Celte  dernière  équation  a pour  racines  les  carrés  des  diffé- 
rences des  racines  de  l’équation  proposée  ; on  la  nomme  par 
cette  raison  l’équation  aux  carrés  des  différences. 

448.  On  se  sert  principalement  de  l’équation  aux  différences 
pour  obtenir,  comme  nous  l’avons  dit  dans  len°409,  une 
quantité  moindre  que  la  plus  petite  différence  des  racines 
d’une  équation  donnée  ; à cet  effet , on  cherche  une  limite 
inferieure  des  racines  positives  de  l’équation  aux  différences  : 
cette  limite  est  la  quantité  demandée. 

On  peut  aussi  chercher  une  limite  inférieure  des  racines 
de  l’équation  aux  carrés  des  différences  , et  prendre  pour  la 
quantité  demandée  la  racine  carrée  de  cette  limite.  On  obtient 
souvent,  de  cette  manière,  une  limite  plus  grande  et  qui 
est  par  conséquent  préférable. 

446.  L’équation  aux  carrés  des  différences  donne  le  moyen 
de  reconnaître  si  l’équation  proposée  a des  racines  imagi- 
naires. 

Lorsque  toutes  les  racines  d’une  équation  sont  réelles  , 
l’équation  aux  carrés  des  différences  a toutes  ses  racines 
réelles  et  positives  ; par  conséquent  elle  est  complète  et  elle 
n’a  que  des  variations  de  signes.  (Nous  supposons  que  l’é- 
quation proposée  n’a  pas  de  racines  égales , de  sorte  que 
l’équation  aux  différences  n’a  pas  de  racines  nulles.  ) 

La  proposition  réciproque  est  également  vraie  ; c’est-à-dire 
que  , si  l’équation  aux  carrés  des  différences  est  complète , et 
si  elle  n’a  que  des  variations , l’équation  proposée  a toutes 
ses  racines  réelles.  En  effet , si  cette  équation  avait  des  ra- 
cines imaginaires , elle  en  aurait  au  moins  deux  telles  que 

» ■+■  S]/ — i et  a — S\/ — i ; or , le  carré  de  la  différence  de 
ces  deux  expressions  étant  — fi’ , l’équation  aux  carrés  des 
différences  aurait  une  racine  négative,  et  puisqu’elle  est  com- 
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plète , elle  devrait  avoir  au  moins  une  permanence  , ce  qui  est 

contraire  à l’hypothèse. 

447.  Lorsque  l’équation  proposée  a toutes  ses  racines  iné- 
gales , l’équation  aux  différences  ne  peut  pas  avoir  de  racines 
nulles  ; la  réciproque  est  également  vraie.  Cette  considération 
ramène  au  théorème  du  n°  396  ; car,  pour  que  le  système 
des  équations  (i)  et  (4)  admette  des  valeurs  nulles  de  y,  il 
est  nécessaire  et  il  suffit  que  les  deux  équations  f(x)  = o et 
/'(x)  = o aient  des  racines  communes. 

448.  Quand  l’élimination  de  x entre  les  équations  (i)  et  (4) 
fournit  plusieurs  équations  partielles  en  y,  ayant  chacune 
pour  racines  quelques-unes  des  valeurs  de,/- , on  détermine 
uue  quantité  moindre  que  la  plus  petite  différence  des  racines 
de  l’équation  proposée  , en  cherchant  les  limites  inférieures 
des  racines  de  chaque  équation  partielle  ; et  comme  chaque 
différence  doit  se  trouver  à la  fois  dans  le  système  de  ces 
équations  avec  le  signe  — et  avec  le  signe  — , on  peut  prendre 
pour  la  quantité  cherchée  la  plus  petite  limite  inférieure  des 
valeurs  positives  de  y,  ou  la  plus  petite  limite  inférieure  des 
valeurs  négatives.. 

Si  l’on  n’avait  pas  fait  les  opérations  nécessaires  pour  que 
les  équations  en  y ne  renfermassent  pas  de  racines  étran- 
gères , on  pourrait  toujours  se  servir  de  ces  équations  pour 
déterminer  la  quantité  dont  nous  venons  de  parler;  seule- 
ment on  serait  exposé  à obtenir  une  limite  moindre  que  celle 
que  l’on  trouve  quand  les  équations  en  ^sont  débarrassées  des 
racines  étrangères. 

Quand  on  multiplie  entre  elles  les  équations  partielles  en  y, 
afin  d’obtenir  une  équation  qui  admette  toutes  les  racines  de 
ces  équations  partielles,  on  n’est  pas  en  droit  d’affirmer  que 
l'équation  à laquelle  on  parvient  a pour  racines  toutes  les 
différences  que  l’on  formerait  si  l’on  retranchait  successive- 
ment chaque  racine  de  l’équation  proposée  de  toutes  les 
autres  ; car  il  peut  arriver  que  quelques-unes  de  ces  diffé- 
rences soient  égales  entre  elles;  or,  les  explications  que  nous 
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avons  données  dans  le  n°  441  ne  fournissent  pas  le  moyen 
de  connaître  combien  de  fois  ces  différences  égales  entre- 
ront dans  les  équations  en  y qui  résulteront  de  l’élimina- 
tion de  x entre  les  équations  (1)  et  (4)..  A la  vérité,  il  .sera 
facile  d’apercevoir  dans  chaque  exemple  les  précautions  que 
l’on  devra  prendre , pour  parvenir  à une  équation  dont  les 
racines  soient  toutes  les  différences  égales  ou  inégales  des  ra- 
cines de  l’équation  donnée.  Mais  quand  on  voudra  former 
une  équation  qui  satisfasse  à cette  condition  , il  sera  préfé- 
rable de  recourir  à la  méthode  que  nous  exposerons  dans  le 
chapitre  XVII. 

449.  Si  l’on  applique  ce  que  nous  veuons  de  dire  star  les 
équations  aux  différences  et  aux  carrés  des  différences , à 
l’équation  générale  du  troisième  degré 

*3  -f  p*  + q = o , 

on  trouvera  que  l’équation  aux  carrés  des  différences  est 
zs  -f  6 pi1  -f  9/>’z  -f  4/>3  + = o. 

On  en  conclut , d’après  le  n°  446 , que  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  que  l’équation  proposée  ait  toutes 
ses  racines  réelles  sont  celles-ci:  p < o,  ^p3  -f-  27^*  <C  0 » 
ce  qui  s’accorde  avec  ce  qu’on  a vu  dans  le  n°  415,  (4e  ex.). 


. t 


• . ...»  ‘ ° * ; 

’ . . . v . • r'\  .*%< 

* . . » \ * •. » 

a*  Édit.  3 1 


Digitized  by  Google 


- CHAPITRE  SEIZIÈME. 

— . *:;*  • * • *•  1 • * r : . ' ,’.j. . i 

DES  DIVISEURS  DU  SECOND  DEGRÉ.  DE  ^ABAISSEMENT  DES  ÉQUATIONS. 
ÉQUATIONS  RÉCIPROQUES.  ÉQUATIONS  BINOMES  ET  TRINOMES.  ÉQUA- 
TIONS IRRATIONNELLES. 

-.  ■ vi?r.*g': 

i j ; 

— ' " v •:  : r‘  , i ■ •ir.m  r:  î • . ... 

Des  diviseurs  du  second  degré, 

4SO.  Soit  l'équation 

.r™  4-  aV—  + Bx"-*  4-  Cxn~3  4- =o. 

Si  l’on  veut  trouver  les  diviseurs  du  secopd  degré  du  premier 
membre  de  cette  équation  , on  représentera  l’un  quelconque 
de  ces  diviseurs  par  le  trinôme  ' f 1 

,o  ....  - x*  4>  px  4-  q. 

En  effectuant  la  division  du  premier  membre  de  l’équation 
par  r*  4- px-\*q , on  parviendra  à un  reste  du  premier  degré 
en  x.  Représentons  ce  reste  par  Px4~  Q,  P et  Q désignant  des 
quantités  qui  renfermeront  les  coefficients  inconnus  p et  q. 
Pour  que  le  trinôme  x*  4- px-\-q  soit  un  diviseur  du  premier 
membre  de  l’équation  proposée,  il  faudra  que  le  reste  Px4-Q 
soit  nul , x restant  indéterminé  ; ce  qui  exigera  qu’on  ait  sépa- 
rément P = o , Q = o.  Les  différents  couples  de  valeurs  qu’on 
obtiendra  pour/?  et  q,  au  moyeu  de  ces  deux  équations,  feront 
connaître  tous  les  diviseurs  du  second  degré  de  l’équation 
proposée. 

Le  nombre  des  diviseurs  du  second  degré  étant  t m{m — i) 
(n°  370),  si  l’on  élimine  p ou  q entre  les  deux  équa- 
tions P = o,  Q=o,  l’équation  finale  devra  être  du  degré 
— i);  et  comme  ce  nombre  est  plus  grand  que  m , 
toutes  les  fois  que  rn  surpasse  3,  il  s’ensuit  que  la  détermina- 
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tion  des  diviseurs  du  second  degré  offrira  généralement  plus 
de  difficultés  que  la  résolution  de  l’équation  proposée. 

On  a vu  que  les  facteuvs  correspondants  à deux  racines 
imaginaires  conjuguées  d’une  équation  produisent  un  facteur 
réel  du  second  degré  (u°  572,  coroll.  1 1)  ; par  conséquent  il 
existera  toujours  des  couples  de  valeurs  réelles  de  p et  q qui 
satisferont  aux  équations  P = o , Q = o ; et  le  nombre  de  ces 
couples  sera  au  moins  égal  à ~m  ,ou  àj(m  — i),  selon  que  m 
sera  un  nombre  pair  ou  un  nombre  impair.  En  déterminant 
tous  les  couples  de  valeurs  réelles  de  p et  q , on  obtiendra 
tous  les  diviseurs  réels  du  second  degré  de  l'équation  pro- 
posée ; et  l’on  en  déduira  les  racines  imaginaires  de  cette 
équation.  . 

S’il  existe  des  couples  de  valeurs  commensurables  de,/>  et 
de  q qui  satisfassent  aux  équations  P=o,  Q = o,  ii  sera 
facile  de  les  déterminer;  on  connaîtra  parla  tous  les  divi- 
seurs commensurables  du  second  degré  de  l'équation  pro- 
posée, et  l’on  ramènera  ainsi  la  résolution  de  l’équatipp  à 
celle  d’une  équation  de  degré  moindre  et  rie  plusieurs  équa- 
tions du  second  degré.'  ’ \ "•  'Y>  ''d 


451.  Pour  donner  quelque*  exemples1  de1' la  méthode  qtü 
vient  d’être  exposée  , considérons  d’abord  l’équa,Uon_ 

(1)  a:3  -4-  ax  -4-  b .=  o.  . , 

En  divisant  le  premier,  membre  par  ,r“  -f-  px  -f-  q , on  par- 
vient au  reste  ,,  - Y 

{p'-q- ± a)x  + pq  -f  b. 

Il  faut  donc  poser  les  deux  équations  1 1 i • 

p ’ — q - f-  a — o , pq  -f-  b — o. 

En  éliminant  q entre  ces  deux  équations,  on  obtient  la  sui- 

>’  ! ■■!  : ■>  . nb  '-J  !lf  ÎJCIIIV.)  • ;•  \ 

vante  : l 

••  • r (?.)  p1’  -q-1  ap  -f-  b 6.  : J . 

Celle-ci  n’étant  autre  que  l’équation  (1) , dans  laquéïîe  a est 
remplacé  par  ]> , les  valeurs  de  p soûl  lés  racines  mêmes  de 
l’équation  proposée. 

3i . . 


/.  f:i.  ! no  ' 
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L'explication  de  ce  fait  est  facile  : si  l’on  représente  par  «, 
6,  y,  les  racines  de  l’équation  (i),  les  diviseurs  cherchés 
seront 

(*  — «)(x  — S),  (x  — a)(x  — >),  (x  — £)(*  — >); 
les  diverses  valeurs  de  p seront  donc 

— (<*  + £)>  — (*+>)>  — (£  + v)  ; 
mais  l’équation  proposée  étant  privée  du  second  terme,  on  a 
et  -P  C + y = O, 

et  de  là  on  conclut 

— («  + 0=yj  — (•+»)  = C» — (£  + v)=*. 

452.  Considérons  encore  l’équation 
(3)  x4  + 0x1  •+-  bx  -f-  c = o. 

En  divisant  le  premier  membre  par  x’  -f- px  + y,  on  par- 
vient au  reste 


(6  — ap  + 2 pq  — p*)x  + c — aq  + q * — p%q. 
Il  faut  donc  poser  les  deux  équations 

p*  — 2pq  + ap  — b — o,  q'—  (a-j- p’)q  + c = o. 
La  première  équation  donne 

p3-+-ap — b 

q — . 

2/> 


(4) 


et  la  substitution  de  cette  valeur  dans  la  seconde  équation 
conduit  à 


(5)  p6  + 2fl/>4  -f-  (na  — 4e)/»1 — A*=o. 

Cette  équation  est  du  sixième  degré  ; mais  comme  elle 
ne  contient  que  des  puissances  paires  de  l’inconnue  p,  on  la 
ramènera  à une  équation  du  troisième  degré  en  posant  p1  =z. 

Il  était  facile  de  prévoir  celte  réduction  ; car  les  six  valeurs 
de  p doivent  être  les  sommes  deux  à deux  des  quatre  racines 
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de  l’équation  proposée  ; or , la  somme  de  ces  racines  étant 
nulle  , la  somme  de  deux  quelconques  d’entre  elles  est  égale 
et  de  signe  contraire  à la  somme  des  deux  autres  ; l’équa- 
tion qui  détermine  p ne  doit  donc  contenir  que  des  puis- 
sances paires  de  l’inconnue. 

Si  l’on  prend  l’équation  complète 

x 1 + «x3  -f-  bx*  -f-  ex  -}-  d = o-, 

en  lui  appliquant  des  calculs  semblables  à ceux  que  nous 
venons  de  faire,  on  obtiendra,  pour  déterminer  p , une 
équation  complète  du  sixième  degré  ; mais  en  faisant  dispa- 
raître le  secoud  terme  de  cette  équation , c’est-à-dire  le  terme 
affecté  de  la  cinquième  puissance  de  l’inconnue  p (n°  375),  les 
puissances  impaires  de  p disparaîtront  en  même  temps , de 
sorte  qu’on  obtiendra  une  équation  réductible  au  troisième 
degré.  Nous  laissons  au  lecteur  à chercher  l’explication  de  ce 
fait. 

Le  dernier  terme  de  l’équation  (5)  étant  essentiellement 
négatif,  cette  équation  a nécessairement  deux  racines  réelles,, 
l’une  positive  , l’autre  négative  ( n°  386)  ; d’ailleurs,  pour 
chaque  valeur  réelle  de  p , on  obtient  une- valeur  réelle  de  q. 
La  proposition  qu’une  équation  dont  les  coefficients  sont  réels, 
admet  toujours  des  facteurs  réeLs  du  second  degré,  se  trouve 
ainsi  établie  pour  l’équation  du  quatrième  degré,  indépen- 
damment des  théorèmes  généraux  que  nous  avons  démontrés  , 
à ce  sujet. 

433.  Quand  onai=o,  l’équatiou  (3)  devient 

x*  -f*  ax 1 •+■  c = o.;  ail- 

les équations  (4)  et  (5)  se  réduisent  alors  à 

■ j 

3 1 

q — E ps^-2ap*  -j- (a2 — ■^c)p*=o. 

°-P  ... 

La  seconde  équation  a deux  racines  nulles  ; et  en  faisant  p^zo 
dans  la  valeur  de  q,  on  trouve  7 = ^.  Si  l’on  supprime  d’abord 
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le  facteur  p , dans  les  deux  termes  de  la  valeur  de  q,  en  fai- 
sant ensuite p=  o,  on  obtient  q = '-a  ; or  cette  valeur  de  q 
ne  convient  pas  à la  quest  ion  ; car , pour  p = o ,q='~  a , le 
trinôme  x*  -+•  px  +q  devient  x*  ++  a , et  cette  quantité  n’est 
point  un  diviseur  exact  de  x*-f-  à moins  que  l’on 

n’ait  a”  — 4e  = ° j ce  qu’on  ne  suppose  pas. 

L’expression  générale  de  q se  trouvant  en  défaut  dans  le  cas 
que  nous  examinons  , il  faut  remonter  aux  équations  d’où  on 
l’a  déduite  , savoir  : 

p * — 2 pq+ap  — 0 = o,  q*  — (a  +p')q  H?  c = o. 
Comme  on  a b = o , la  première  équation  devient 
p1  — *pq  + «p  = o ; 

on  satisfait  donc  aux  deux  équations,  soit  en  posant 

P — °t  9*  — (“  + P7)9  + c =o, 
soit  en  posant 


p?  — nq-^a=o,  q * — > {a  -f- p')q  -f  c es  o. 

Le  premier  système  donne 

, l/ — c. 

Dans  le  second  système  , la  première  équation  donne 
q — - ^~P—  et  la  substitution  de  cette  valeur  dans  la  se— 

* i 

conde  équation  conduit  à 


p t -f-  2 ap’1  -q-  a‘  — 4c  — o. 

Lorsque  l’on  a à‘  — 4C>°>  formule  q = \ a ± |/  — c 

détermine  deux  valeurs  réelles  de  q.  Quand  on  a , au  con- 
traire a’ — 4c<°,  ces  valeurs  sont  imaginaires  ; mais  , dans 
ce  cas  , l’équation  p'  + ?.ap*  -f-  aa  — 4 c=°  détermine  deux 
valeurs  réelles  de  p,  et  pour  chacune  de  ces  valeurs  on  ob- 
tient une  valeur  réelle  de  q. 


484.  On  pourrait  se  proposer  de  déterminer  les  facteurs  du 
troisième  degré  d’une  équation,  ceux  du  quatrième  degré,  etc.  ; 
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tuais  cette  recherche  serait  sans  utilité'  : elle  dépendrait  d'ail- 
leurs delà  résolution  d'un  système  d’équations  dans  lequel  le 
nombre  des  inconnues  serait  égal  au  degré  des  diviseurs  que 
l’on  voudrait  obtenir. 

Résolution  générale  de  l’équation  du  quatrième 
degré. 

488.  Les  calculs  que  nous  avons  indiqués  pour  déterminer 
les  diviseurs  du  second  degré  , conduisent  à la  résolution  de 
l’équation  générale  du  quatrième  degré. 

Reprenons  l’équation 

(1)  x*  -j-  ax*  -1-  bx  -f-  c = o. 

Si  l’on  fait  p*=zz , dans  l’équation  (5)  du  n°  432  , il  vient 

(2)  s3  -h  2 az’  -f-  (ci*  — 4e)*  — b*  = o. 

Celte  équation  étant  du  troisième  degré,  on  pourra  obtenir 
les  expressions  générales  de  ses  racines  (n°  216)  ; en  les  dési- 
gnant par  4 *%  4*\  4Z">  les  valeurs  de  p seront  ± 2 l/x'  > 
±2  V z“  1 — 2 [éz".  Mais  les  valeurs  de  p peuvent  aussi  être 
exprimées  au  moyeu  des  quatre  racines  de  l’équation  (1)  ; et 
si  l’on  représente  celles-ci  par  »rff,  y,  i~,  en  observant  que 
leur  somme  doit  être  nulle  , on  trouve  , pour  les  six  valeurs 
de  p , dfc  (a  -|-C)  y («  -f-  y) , ± (<*  -f-  <T).  O11  a donc 

*»-f  ff  = ib2 V^V»  »-t~y=  di2[/z",  «4- J=dz2\/ zm. 

On  déduit  de  là  , en  ayant  toujours  égard  à la  relation 
4-/=  o, 

(3)  « = rh  \éT±  vV  ± y/?. 

Comme  « désigne  l’une  quelconque  des  quatre  racines  de 
l’équation  (1),  la  formule  (3)  doit  donner  à la  fois  les  ex- 
pressions des  quatre  racines.  D’un  autre  côté  , l'équation  (2) 
ne  renfermant  que  le  carré  de  b , elle  reste  la  même  quand 
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on  considère,  au  lieu  de  l’équation  (i),  l’équatiou 

x*  + ax%  — bx  -i-  c = o.  La  formule  (3)  doit  donc  donner 
aussi  les  racines  de  cette  dernière  équation.  On  voit,  en  effet, 
qu’en  raison  du  double  signe  de  chaque  radical , l’expression 
de  <*  admet  huit  déterminations  différentes.  Pour  exclure  les 
racines  de  l’équation  -f-  ax* — bx  + c = o , il  faut  remar- 

quer qu’eu  multipliant  entre  elles  les  trois  quantités  « + £, 
tf-f- y,  «-f-J1,  on  obtient  un  produit  qui  se  compose  de 
la  somme  des  produits  trois  à trois  des  racines  «,  S,  y , J', 
augmentée  de  la  quantité  *3  -j-  a/Z-\-  a? y + ; cette  der- 

nièrequantité  étant  nulle,  puisqu’elle  revient  à <*’(«. -f-ff-|-y-f  J'), 
il  en  résulte  que  le  produit  («  4- £)(*-}- y)  («t  -f^)  est  égal  à la 
somme  des  produits  trois  à trois  des  racines  «,  S,  y,  <?;  or, 
cette  somme  est  égale  à — b ; par  conséquent  on  ne  doit 
admettre  dans  la  formule  (3)  que  les  combinaisons  de  signes 
des  radicaux  qui  satisfont  à la  condition  que  le  produit  de 
ces  trois  radicaux  ait  le  signe  contraire  à celui  de  b. 

Supposons  que  les  déterminations  des  trois  radicaux  repré- 
sentées par  + \Zzr,  + l/ z"  et  -f-  z" , soient  telles  que 
leur  produit  ait  le  même  signe  que  b ; alors  les  quatre  racines 
de  l’équation  (i)  seront  exprimées  comme  il  suit  : 

( 4-  1/  £ 4-  V^_  — »/£, 

,t\  J + Y?  — t/*"  + y/z*, 

) _ v/7  + + t/£, 

( - l/z'  - - \Zz", 

4S0.  L’équation  (2)  a nécessairement  une  racine  positive, 
puisque  son  dernier  terme  est  négatif.  Les  deux  autres  racines 
doiveut  avoir  le  même  signe;  car  le  produit  des  trois  racines 
est  positif.  Ces  deux  racines  peuvent  aussi  être  imaginaires. 

La  formule  (3)  montre  que , lorsque  les  trois  racines  de 
l’équation  (2)  sont  positives,  l’équation  (1)  a toutes  ses  ra- 
cines réelles.  Réciproquement , l’équation  (1)  ne  peut  avoir 
toutes  ses  racines  réelles,  à moins  que  l’équation  (2)  n’ait  ses 
trois  racines  positives  ; car  les  racines  de  l’équation  (2)  étant 
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les  carrés  des  sommes  deux  à deux  des  racines  de  l’équa- 
tion (1),  si  les  racines  de  l’équation  (1)  sout  toutes  réelles, 
les  sommes  deux  à deux  de  ces  racines  seront  aussi  réelles, 
par  conséquent  les  carrés  de  ces  sommes  seront  positifs. 

Si  les  racines  a',  a",  a*,  sont  positives , le  produit 

(+  y/z')x(-M/z")  X (+  l/z")  sera  positif  ; par  conséquent 
les  expressions  (4)  conviendront  seulement  au  cas  où  b sera 
positif.  Si  b est  négatif , on  devra  changer  dans  ces  expres- 
sions le  signe  de  l’un  des  radicaux. 

Supposons  maintenant  que  les  racines  a*  et  a*  soient  néga- 
tives. Dans  ce  cas  les  radicaux  -f-  y/a"  et  -f-  i/z*  peuvent  être 
remplacés  par  h {/  — 1 et  kÿ — 1 , h et  k désignant  des  quan- 
tités positives  ; le  produit  ( + y/a')  X ( + y/z")  X ( -f-  y/z*) 
devient  donc  — hk  y/  z ; ainsi , pour  que  ce  produit  ait  le 
même  signe  que  b , il  faudra  prendre  pour  + y/  a'  la  déter- 
mination dont  le  signe  est  contraire  à celui  de  b.  De  cette 
manière,  les  quatre  racines  seront 

-f-  y/a ' -f-  (h  — k)  y/ — 1, 

+ y/a'  — (h  — k)  y/— 1, 

— y/a'  + ( h -f  /c)y/_,  , 

— y/a'  — (h  -f-  k)  y/ — 1. 

Ces  quatre  racines  sont  imaginaires , à moins  que  l’on  n’ait 
h=zk  ; alors  les  deux  premières  expressions  se  réduisent  à la 
quantité  réelle  y/a'. 

Supposons  enfin  que  les  deux  racines  z"  et  z"  soient 
imaginaires;  on  aura  z"  = ù-f-Ay/ — ietz*  = ù — k — 1. 
Les  deux  valeurs  de  y/z*  pourront  être  exprimées  par 

± (m  -{-  n y/ — 1)  (n°  211),  et  celles  de  y/a"  seront 

±:(/n  — n y/ — 1).  Si  l’on  prend  pour  -}-  y/z"  et  -J-  y/z"  les 
deux  expressions  conjuguées  m-j-Tiy/ — 1 et  m — n y/ — r, 
on  aura  ( -f-  y/z") X ( -+*  y/z")  — Ainsi,  pour  que  le 

produit  (-f-  y/z')  X (-f-  y/z")  X(  + y/z")  ail  le  même  signe 
qqe  b , il  faudra  prendre  pour  -f-  y/  z'  la  détermination  dont 
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le  signe  sera  le  même  que  celui  de  b.  De  cette  manière  les 

quatre  racines  seront 

-[/ z-im , -j-[/z'-f-2n{/ — i , -f-[/z'-2nl/ — i. 

Les  deux  premières  racines  sont  réelles , les  deux  autres  sont 
imaginaires. 

Remarque.  L’équation  (2)  est  appelée  la  réduite  de  l’équa- 
tion (1). 

De  l’abaissement  des  équations. 


487.  On  a vu  que,  lorsqu’une  équation  contient  des  racines 
égales , elle  se  partage  en  plusieurs  autres  équations  de  degrés 
moindres-,  on  dit  alors  que  l’équation  proposée  est  suscep- 
tible d ’ abaissement.  On  peut  également  parvenir  à abaisser  le 
degré  d’une  équation,  quand  on  sait  que  quelques-unes  des 
racines  de  cette  équation  doivent  satisfaire  à des  conditions 
particulières. 


488.  Supposons  que  l’on  sache  qu’il  existe  entre  deux  ra- 
cines a et  b d’une  équation  f ( x ) = o , une  relation  exprimée 
par  l’équation 

(l)  pa  -f-  qb  = r. 


Puisque  a et  b sont  deux  racines  de  l’équation  f(x)  = o, 
on  devra  avoir  f(a)z=  o , f(b)  = o.  Si  l’on  substitue  dans 
f{b)  = o la  valeur  de  b tirée  de  l’équation  (1),  il  vient 

f(^~ — ^ o.  La  quantité  a doit  donc  vérifier  à !a  fois  les 

deux  équations  /{x)  ==  o et  f(^ — -^^=0.  Par  conséquent 

les  premiers  membres  de  ces  équations  devront  avoir  un  com- 
mun diviseur  qui , étant  égalé  à zéro,  déterminera  la  racine  a. 

Désignons  par  D le  plus  grand  commun  diviseur  des  poly- 
nômes f(x)  et  f(~ — et  soit  a une  valeur  de  x qui  satis- 
fait à l’équation  D=o;  cette  valeur  sera  une  racine  commune 
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aux  deux  équations  f(x)z=o  et  f o ; or  f(^~ — — ^ 

étant  nul , — sera  une  racine  de  f(x)  = o ; donc,  si  l’on 

désigne  par  b cette  racine  , les  quantités  a et  b seront  deux 

racines  de  f(x)=  o qui  satisferont  à la  relation  pa-\-qb  — r. 

S’il  existe  dans  l’équation  f{x)~  o une  racine  c telle  que 

„ . r — pc  . 

1 on  ait — — c,  ou  />c-f-yc  = r,  cette  racine  devra 

aussi  être  donnée  par  l’équation  D = o.  Dans  ce  cas,  si  l’on 
substitue  la  racine  c dans  la  relation  (i)  , on  trouvera  pour  la 
seconde  racine  la  tnèine  quantité  c ; mais  on  ne  devra  pas 
conclure  de  là  que  la  racine  c entre  deux  fois  dans  l’équation 
f (x)  = o ; car  il  suffit  que  cette  équation  admette  une  seule 
fois  la  racine  c,  pour  que  cette  racine  satisfasse  aussi  à l’é- 
quation ~ « , et  par  conséquent  à l’équation 

D^o.  Il  est  d’ailleurs  facile  de  voir  que  , si  la  racine  c entre 
plusieurs  fois  dans  l’équation  f (x)  = o,  elle  entrera  le  même 
nombre  de  fois  dans  D = o ; car  les  racines  de  l’équation 

o sont  les  valeurs  de  x qu’on  trouverait  en 

égalant  successivement  - — à chacune  des  racines  de 

? 

J'(x)-=  o;  ainsi  les  racines  communes  aux  deux  équations 

f — ^ = o et  f[x)  — o , ou  les  racines  de  D — o,  sont 

toutes  celles  de  f(x)  ~ o pour  lesquelles  l’expression 
r — px 


devient  égale  à une  de  ces  racines. 

7 

489.  Quand  on  a p=q,  la  relation  (i)  devient  a-\-b=xst 

en  posant  pour  abréger  - — s.  Dans  ce  cas,  les  deux  racines 

a et  b entrant  de  la  même  manière  dans  la  relation  donnée, 
l’équation  D=o  ne  doit  pas  déterminer  plutôt  l’une  de  ces 
racines  que  l’autre  ; ainsi  elle  doit  les  donner  toutes  les  deux. 
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Cette  équation  doit  donner  en  outre  toutes  les  racines  de 
l’équation  proposée  qui  satisfont  à la  relation  x + x = s , d’où 
x = {s.. 

Si  l'équation  f (x)  — o ne  comprend  que  des  racines  égales 
à ; s , et  d’autres  qui  forment  des  couples  tels  que  la  somme 
des  racines  de  chaque  couple  soit  égale  à s , la  transformée 
qu'on  déduira  de  l’équation  f (x)  =o , en  vertu  de  la  relation 
a + b=s,  et  qui  est  s — x)  = o,  sera  identique  avec  la 
proposée  ; ainsi,  l’on  ne  pourra  plus  faire  usage  de  la  méthode 
que  nous  venons  d’exposer. 

Dans  ce  cas,  si  l’on  supprime  d’abord  les  racines  égales 
à j s,  l'équation  résultante  pourra  se  décomposer  en  facteurs 
du  second  degré  de  la  forme  x 4 — sx-j-z,  z représentant  le  pro- 
duit de  deux  racines  a et  A pour  lesquelles  on  aura  a -f-  b =s. 
En  divisant  le  premier  membre  de  l’équation  proposée  par 
x* — sx z , on  parviendra  à un  reste  du  premier  degré 
Px-f-Q,  P et  Q étant  des  polynômes  qui  ne  renfermeront 
d’inconnue  que  z.  La  division  devant'  se  faire  exactement,  il 
faudra  que  l’on  ait  P = o,  Q=o;  les  polynômes  P et  Q 
admettront  donc  un  diviseur  commun  qui , égalé  à zéro , dé- 
terminera la  valeur  de  z.  L’équationx1  — sx  -J-  z=  o fournira 
ensuite  les  valeurs  correspondantes  de  ,r. 

On  peut  également  faire  usage  de  ce  procédé , quand 
il  n’y  a qu’une  partie  des  racines  de  l’équation  proposée  qui 
satisfont  à la  relation  a-f-  bz=.s. 

460.  Supposons  actuellement  que  l’on  sache  que  trois  ra- 
cines a,  b , c,  de  l’équation  f(x)=.  o , doivent  satisfaire  à la 
relation  pa  + qb-\-rc~s,  p,  q , r,  s,  étant  des  quantités 
connues.  Il  faudra  joindre  à cette  relation  les  trois  équations 
f(a)  = o,  f(b)=so,  f(c)=o.  En  éliminant  A et  c entre  les 
deux  dernières  équations  et  la  relation  pa+qb  -\-rc—sf  on 
obtiendra  une  équation  qui  ne  contiendra  que  a , et  qui  devra 
être  vérifiée  en  même  temps  que  l’équation  f (a)  =.  o.  Ces 
deux  équations  admettront  donc  un  commun  diviseur  qui, 
égalé  à zéro,  fera  connaître  la  racine  a.  Si  l’on  a p = q,  le 
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diviseur  commun  devra  donner  en  même  temps  les  racines  a 
et  b , de  sorte  qu’il  sera  du  second  degré  ; si  l’on  a = y = r, 
ce  diviseur  commun  sera  du  troisième  degré. 

461.  Ce  que  nous  venons  de  dire,  par  rapport  à des  rela- 
tions exprimées  par  des  équations  du  premier  degré,  s’ap- 
plique à des  relations  quelconques  ; et  les  difficultés  que  l’on 
peut  rencontrer  dans  les  questions  de  cette  nature , ne  consis- 
tent que  dans  les  éliminations  qu’il  faut  effectuer. 

« En  général , dit  M.  Lacroix , l’abaissement  a lieu  lors- 
» qu’on  obtient,  entre  les  inconnues  d’un  problème  possible, 

•>  plus  d’équations  qu’il  ne  renferme  d’inconnues , ce  à quoi 
» l’on  parvient  souvent  en  considérant  le  problème  proposé 
» sous  plusieurs  faces;  ôn  trouve  alors  entre  une  même  in-’ 
» connue  deux  équations  finales  qui , devant  s’accorder  entre 
» elles  , ont  un  diviseur  commun  , duquel  on  tire  la  solution 
» la  plus  simple  dont  le  problème  soit  susceptible.  » 

462.  Il  avrive  quelquefois  que  l’on  a besoin  d’assigner  les  re- 
lations qui  doivent  exister  entre  des  coefficients  indéterminés 
d’une  équation , pour  qu’elle  admette  des  racines  qui  satis- 
fassent à des  conditions  données.  On  suit  alors  une  marche 
analogue  à celle  que  nous  avons  tracée  dans  le  n°  469  : les 
relations  qu’on  doit  établir  entre  les  racines  font  connaître  la 
forme  d’un  facteur  de  l’équation  ; on  divise  le  premier  membre 
par  ce  facteur,  et  l’on  exprime  que  la  division  se  fait  exacte- 
ment , en  égalant  séparément  à zéro  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  x dans  le  reste,  et  la  quantité  indépendante  de  x. 
On  obtient  ainsi  des  équations  de  condition  entre  les  coeffi- 
cients de  l’équation  proposée.  Si  ces  équations  renferment  en 
outre  des  quantités  arbitraires  qu’on  a été  obligé  d’introduire 
pour  former  l’expression  du  facteur  que  l’équation  doit  ad- 
mettre, il  faut  éliminer  ces  indéterminées  pour  parvenir  aux 
relations  cherchées. 

Supposons , par  exemple , qu’on  ait  à exprimer  qu’une  équa- 
tion qui  contient  des  coefficients  indéterminés  admet  trois 
fois  la  même  racine.  Si  l’on  représente  cette  racine  par  a , 
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l’équation  devra  admettre  le  facteur  ( x — •«.)*,  ou 

x3  — 3 ax*  -f-  3<j'jx  — a3.  On  divisera  le  premier  membre  de 
l’équation  par  x3  — 3ax*  -f-  3a’x  — a3 , et  l’on  arrêtera  la 

division  quand  on  sera  parvenu  à un  reste  du  second  degré 
par  rapport  à x.  Ce  reste  sera  de  la  forme  Px*  -f-  Qx  -f-  R ; 
P,  Q , R étant  des  quaulilés  qui  contiendront  les  coefficients 
de  l’équation  proposée  et  la  quantité  arbitraire  a.  On  posera 
les  trois  équations  P = o , Q =:  o , U = o ; et  eu  éliminant  a 
entre  ces  trois  équations  , ou  obtiendra  deux  équations  de 
condition  qui  exprimeront  les  relations  demandées  entre  les 
coefficients  indéterminés  de  l’équation 

Supposons  encore  qu’on  demande  les  relations  qui  doivent 
exister  entre  les  coefficients  de  l’écfuation. 

x*  + Px  ' 4”  4 rx  -|-  s = o , 

pour  qu’elle  admette  deux  racines  égales  et  de  signes  con- 
traires. L’équation  devra  avoir  un  facteur  de  la  forme  .v2 — a2. 
En  divisant  le  premier  membre  par  x*  — a2 , on  parvient  au 
reste  du  premier  degré  ’ 

( a2p  -f-  r)x  -f-  a*  4 qa ’ -f-  s ; 

pour  que  la  division  se  fasse  exactement,  il  faut  que  l’on  ait 
a*p  -f-  r = o , a\  + qa * 4*  * = à,  ■ 

« i ; 

* . • • , ; { • t • *•  . . < *.i. 

Eu  éliminant  a’  eqtre  ces  deux  equatiops,  on  trouve  que  la 
relation  demandée  est 

— pqr  j-  p2S  dè  b.  • 

* • ..ti  • * s > i * t . 

* . j • , , * • ••  , » ( • • , 

, Des  équations  réciproques. 

• . 

. • • 'I  • i ' • / 

463.  On  dit  qu’une  équation  est  réciproque , lorsqu’elle  ue 
change  pas  quand  on  y remplace  x par 
Soit  l’équation  de  degré  pair 

xs  + Px5  4 Qx*  + R4  4 Sx*  4 Tx  4 U = o. 
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En  remplaçant  a:par^,  multipliant  tous  les  termes  par  xs , 
et  divisant  ensuite  par  U,  on  obtient  l’équation 


; + 


U 


r»  + i*I  + 5. 


U 


U 


+ îiÆl  + ïïI+^=0' 


u 


TJ' 


Pour  que  cette  seconde  équation  ne  diffère  pas  delà  première, 
il  faut  que  Ton  ait 


P. 


La  relation  ^ = U donne  U*  = 1 , d’où  V = dz  1. 

Quand  on  suppose  U =-f-  1 , les  autres  relations  deviennent 
P = T,  Q=S,  R = R. 

Si  Ton  suppose  au  contraire  U=  — j , on  trouve  que  les 
autres  relations  deviennent 

P = — 1 > Q — — S,  R = — R ou  R — o. 

Ainsi,  pour  qu’une  équation  de  degré  pair  soit  réciproque, 
il  faut,  si  le  terme  du  milieu  ne  manque  pas,  que  les  coef- 
ficients  des  termes  également  distants  des  extrêmes  soient 
égaux;  et  si  le  terme  du  milieu  manque , il  faut  que  les  coef- 
ficients des  termes  également  distants  des  extrêmes  soient 
égaux  , ou  qu  ils  aient  la  meme  valeur  numérique  avec  des 
signes  contraires.  Ces  conditions  sont  suffisantes. 

En  opérant  sur  une  équation  de  degré  impair  , comme  nous 
venons  de  le  faire  sur  l’équation  générale  du  sixième  degré , 
on  reconnaît  que,  pour  qu’une  équation  de  degré  impair 
soit  réciproque,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  des 
termes  également  distants  des  extrêmes  soient  égaux,  ou  qu’ils 
aient  la  même  valeur  numérique  avec  des  signes  contraires. 

484.  II  résulte  de  la  définition  des  équations  réciproques 
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que , si  une  semblable  équation  admet  les  racines  a,  b,  c , etc.* 

elle  admet  aussi  les  racines  etc.  ; par  conséquent, 

si  a est  différent  de  -,  b différent  de  7,  c différent  de  -,  etc., 
abc 

l’équation  sera  de  degré  pair  ; en  outre  le  dernier  terme , qui 

sera  égal  au  produit  des  racines , devra  être  -f-  > . 

D’un  autre  côté , si  l’on  a a — - , il  en  résultera  a1  = 1 et 

a 

a r=  ± 1. 

Cela  posé  , en  se  rappelant  que  le  produit  des  racines 
d’une  équation  est  égal  au  dernier  terme  pris  avec  son 
signe  ou  en  signe  contraire , suivant  que  le  degré  de  l’équa- 
tion est  pair  ou  impair , on  conclut  facilement  des  deux 
observations  ci-dessus,  qu’une  équation  réciproque  de  degré 
impair  dont  le  dernier  terme  est  -{-  1 a nécessairement  une 
racine  égale  à — 1 ; qu’une  équation  réciproque  de  degré 
impair  dont  le  dernier  terme  est  — 1 a une  racine  égale  à 
-f-  1 ; et  qu’une  équation  réciproque  de  degré  pair  dont  le 
dernier  terme  est  — 1 , a une  racine  égale  à — 1 et  une  racine 
égale  à -f-  1 . De  sorte  qu’en  supprimant  dans  ces  équations  les 
racines  -f-  t et  — 1 , on  les  ramènera  à d’autres  équations  ré- 
ciproques de  degré  pair  dans’  lesquelles  les  coefficients  des 
termes  également  distants  des  extrêmes  seront  égaux  et  de 
même  signe. 

On  arrive  aux  mêmes  conclusions  par  l’inspection  des  équa- 
tions. Soit  d’abord  l’équation 

(1)  x7  -f-  Px6  + Qx5  -f-  Rx*  -f-  Rx3  4-  Q*1  -f-  Px  4-  i = o. 

On  peut  écrire  cette  équation  comme  il  suit  : 

x7  + 1 4*  P^C*5  -h  0 4-Q*3(x3  4-1)4-  Rx3(x  4-  1)  = o. 

On  voit  par  là  que  le  premier  membre  admet  le  facteur  x 4-  1 , 
qui  donne  la  racine  — 1 ; et  en  effectuant  la  division  de  chacun 
des  binômes  x7  -f  1 , x5-^  1 , etc. , par  x -f  1 , on  parvient 
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à l’équation 


+ P 


| x*-f-  i 

0C+  — I 

x’-  -f- 1 

X’ Il 

— P 

+ P 

— P 

+p  1 

+ Q 

-Q 

4-R 

4-Q 

497 


x-f- 1=0. 


Considérons  maintenant  l’équation 
(a)  x74-Px6  4-Qx54-Rx* — Rx3 — Qx*  — P* — i = o. 
On  peut  la  mettre  sous  cette  forme 


x7  — i 4-Px(x5 — 0 + Q*’(*s — i)  +Rx3(x — î)  = o. 

De  cette  manière  on  voit  que  le  premier  membre  admet  le 
facteur  x — i , qui  donne  la  racine  x = i ; et  en  effectuant  la 
division  de  chacun  des  binômes x7-“-r , x5—  i , etc. , par  x— i, 
on  obtient  l’équation 


x6  4-i 

x5  4-  i | 

x4  4-  » 

x-  4-  » 

x1 4-  i 

4-P 

4-P  ! 

4-P 

+ P 

+ P 

» 

+ Q , 

4-Q 

4-  Q 

4-R 

* 

Soit  enfin  l’équation 


(3)  x8 -J- P^5  ■+*  Qx4  — Qx* — Px — i = o. 


On  peut  la  mettre  sous  cette  forme 

x8 — i 4~Px(x4 — i)  + Qx‘(xl — i)  = o. 

On  voit  par  là  que  le  premier  membre  admet  le  facteur  x* — i, 
qui  donne  les  racines  x=i  et  x = — i ; et  en  effectuant  la 
division  des  binômes  x6 — i , X4  — i et  x* — i , par  xa — i , on 
obtient  l’équation 


x*  -f-  Px3-4*  i | x’-f  Px-f-  1 =o. 

4-Q  I 

468.  Nous  allons  maintenant  faire  voir  comment  la  résolu- 
tion d’une  équation  réciproque  de  degré  pair  dont  les  coeffi- 
cients également  distants  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  même 
signe,  peut  être  ramenée  à la  résolution  d’une  équation  de 
degré  moindre. 

a'  Édii.  32 
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Les  racines  de  l'équation  se  partageant  en  deux  groupes  tels 
que,  si  l’une  des  racines  d’un  de  ces  groupes  est  désignée  par  x, 

la  racine  correspondante  de  l’autre  groupe  sera  et  la  somme 
x-f-  restant  la  même  quand  on  échange  entre  elles  les  quan- 
tites  x et  - , si  1 on  pose 

(4)  = 

les  valeurs  de  l’inconnue  z ne  devront  dépendre  que  d’une 
équation  dont  le  degré  sera  sous-double  de  celui  de  la  pro- 
posée. , 

Considérons  l’équation  réciproque  du  sixième  degré 
(5)  x6  -f-  Px5  + Qx<  -f-  Rx’  -f-  Qx'-1  -f-  Px  -f-i  = o. 

Pour  obtenir  l’équation  qui  donnera  les  valeurs  de  z , il  faut 
éliminer  x entre  cette  équation  et  l’équation  (4)  ; à cet  effet, 
on  divise  tous  les  termes  de  l’équation  (5)  par  x 3 , ce  qui 
change  cette  équation  dans  la  suivante  : 

(6)  *’  + j + !■(*•  + j.)  + Q(*  + i)  +«  = ■> 

En  élevant  au  carré  les  deux  membres  de  l’équation  (4) , on 
trouve 


x*  4- 


a. 


En  multipliant  cette  dernière  équation  par  l’équation  (4) , il 
vient 

x3  -f-  4,  = z3  — az  — ^x  4-  = z3  — 3x. 

Substituant  dans  l’équation  (6)  les  valeurs  de  x -f~  — , 

X 

x*  -f-  et  x3  4-  , on  parvient  à une  équation  en  z du  troi- 

sième degré. 

Quand  on  aura  trouvé  les  racines  de  cette  équation , on 
obtiendra  les  valeurs  de  x,  au  moyen  de  l’équation  (4)  > qo> 
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revient  à celle-ci  : 

x1  — îï+i=o,  d’où  x ='-t±  \/  çz'  — i ; 

chaque  valeur  de  z donnera  deux  valeurs  de  x , dont  le  pro- 
duit sera  égal  à l’unité. 

Pour  exprimer  les  binômes  x -f-  x*.+-  x3  -J-  etc., 

en  fonction  de  a , au  moyen  de  la  relation  x -f-  ^ = a,  on 
peut  se  servir  d’une  formule  générale,  à laquelle  on  parvient  eu 
multipliant  xf  -f-  ^ par  x -f-  On  a 


ne 


donc 


Les  expressions  des  binômes  x + “ j ^ +~r>  etc.  > Se  dédui- 
sent de  la  formule  (7),  en  faisant  successivement  p—i , p= 2, 
/t= 3,  etc. , et  remplaçant  chaque  fois  x -f-  ^ par  z.  Cette  for- 
mule prouve  que  l’on  obtiendra  pour  le  binôme  x*  -f-  une 
expression  qui  sera  du  degré  n par  rapport  à z. 

r.  — î 1 

466.  Pour  donner  un  exemple  , considérons  l’équation 

4x6  — z/^x5  + ^x*  — -f-  5yx‘  — 24^  + 4 — °- 

En  divisant  cette  équation  par  x’1,  et  réunissant  les  termes 

également  distants  des  extrêmes,  on  trouve 

j* 

4(**  + pr)  — 24(*’  +i)  + 57  (*  + £)  — 73  * »• 

3a. , 
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Posant  x -j — = z , on  a 
x 

+ — 2,  **  + 4 = **  — 3*, 

x ...  | „ •* 

.(i  • • * ' i . V.  * • • • » « 

et  l’équation  précédente  devient 


1 4e*  — f 24*’  4"  45'  — a5  = o. 

Cette  équation  admet  la  racine  i , et  en  supprimant  le  facteur 
xi— t , on  obtient  une  équation  du  second  degré  qui  a deux 
racines  égales  à,  Ou  en  conclut  que  l’équation  proposée  a 
deux  racines  égales  à i , deux  racines  égales  à i , et  deux 

racines  imaginaires  qui  sont  ^(ich  [/ — 3). 


467.  Au  lieu  d’employer  le  procédé  d’élimination  que  nous 
avons  exposé  dans  le  n°  463 , on  pourrait  faire  usage  de  la 
méthode  générale  qui  a été  enseignée  dans  le  chapitre  XV. 
L’équation  (4)  revient,  comme  nous  l’avons  déjà  fait  remar- 
quer, à x* — ix, 4- 1 o.  Si  l’équation  proposée  est  celle  que 

non*  avons  considérée  dânS  l’çxçmple  ci-dessus,  on  trouvera 
qu’en  représentant  par  M.r -J-  N le  reste  de  la  division  du  pre- 
mier membre  par’X' — zx  4-  1 , on  a 

M = 4-5  — 24*’  -f- 4 1 *3  — **  — 45z  + 25, 

’ ' ’ 1 "N  ±= — 4Z*  4-  24z*  — 45z’  4“  2^2, 

f 

LèS  polyhotnés  5|  et  N ont  un  tommrni  diviseur  qui  est 


-f-  4r-45?  — a5v  „ 

La  division  de  Mx  -}-  N par  ce  facteur  donne  le  quotient 

( s* 1 ) x — z.*Pour  achever  l’élimination,  on  doit  encore 

divise»  xWf*sï4«t  par  (a?'*—1  )x-t»s 7 cette  division  conduit  au 
reste  1.  On  obtiendra  donc  toutes  les  solutions  communes  à 
l’équatiori  proposée  et  à l’équation  x’  — zx  -f-  1 =0 , en  met- 
tant successivement  dans  la  devnière«quation  toutes  les  valeurs 
de  z fournies  par  l,’équa,t'wp  4?’ ~ a4z’  -f  45?  — 25  = 0,  qui 
précisément  celle  que  nous  avons  obtenue  plus  baut. 

On  peut  remarquer  aussi  que  le  trinôme  x'  — zx  -f-  1 étant 
l’expression  générale  d’un  diviseur  du  second  degré  de  l’équa- 
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tion  proposée,  correspondant  à deux  racines  dont  le  produit 
est  l’unité,  on  formera  l’équation  qui  donnera  les  valeurs 
de  z en  exprimant  que  le  premier  membre  de  l’équation  pro- 
posée est  divisible  par  ,r*  — zx  -}-  i.  Cette  considération  con- 
duit à des  calculs  qui  ne  diffèrent  pas  de  ceux  que  nous  venons 
d’expliquer.  Il  faut  d’abord  effectuer  la  division  du  premier 
membre  de  l’équation  proposée  par  x’ — zx  + t , en  poussant 
les  calculs  jusqu’à  ce  qu’on  ait  un  reste  du  premier  degré 
Mx  -f-  N ; on  doit  alors  poser  les  équations  M = o,  N=oj  êl 
comme  les  valeurs  de  z doivent  vérifier  ces  deux  équations  , 
il  faut  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes 
M et  N et  l’égaler  à zéro  , ce  qui  donne  l’équaiion  en  z. 

M.  Rey.vaud  a considéré,  dans  la  8'  édition  de  son  Traité 
T Algèbre , une  classe  d’équations  analogues  aux  équations 
réciproques , qu’il  a nommées  équations  réciproques  inverses, 
et  qui  sont  caractérisées  par  cette  propriété  qu’elles  ne  changent 

pas  quand  on  y remplace  x par  — -.  C’est  aussi  M.  Reynaud 

qui  a remarqué  le  premier  qu’une  équation  est  réciproque 
quand  les  coefficients  des  ternies  à égale  distance  des  extrême* 
sont  égaux  et  de  signes  contraires. 

Des  équations  binômes  et  des  équations  trinômes 
réductibles  au  second  degré- 

468.  On  donne  le  nom  d’équations  binômes  à toutes  )es 
équations  qui  peuvent  être  ramenées  à la  forme 

( i ) xm  — A = o , 

A étant  une  quantité  connue  quelconque. 

Les  racines  de  l’équation  (i)  sont  les  diverses  valeurs  al- 

m 

gébriques  de  l’expression  V^A  ; or,  quelle  que  soit  la  Valeur 
réelle  ou  imaginaire  de  A,  l’équation  (i)  admet  m racines 
(n°  SCS)  ; de  plus,  toutes  ces  racines  sont  inégales,  car  il 
n’existe  aucun  facteur  commun  entre  le  binôme  xm  — A et  sa 
fonction  dérivée  du  premier  ordre,  qui  est  rai*-1,  Par  con- 
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N 

m 

séquent  le  radical  l/A  , considéré  algébriquement , admet  m 
valeurs  différentes  les  unes  des  autres.  La  proposition  que 
nous  avons  énoncée  dans  le  n°  218  est  donc  démontrée. 

m 

Soit  a une  des  valeurs  du  radical  \/ A , c’est-à-dire  une  des 
racines  de  l’équation  (i)  ; on  aura  am  — A ; et  si  l’on  pose 
x ~ ajr , en  substituant  cette  valeur  de  x dans  l’équation  et 
divisant  chaque  terme  par  am  , on  parvient  à l’équation 

(2)  jrm  — i = o. 

m 

Ainsi , on  obtiendra  toutes  les  valeurs  de  A en  multi- 

m 

pliant  l’une  quelconque  d’entre  elles  par  les  m valeurs  de  j/ 1. 

469.  Supposons  que  le  terme  connu  de  l’équation  binôme 
soit  une  quantité  réelle,  et  représentons  ce  terme  pardi  A, 
A étant  une  quantité  positive.  L’équation  ( 1 ) devient  alors 

(3)  xm  qp  A = o ; 

m _ 

Soit  a la  valeur  arithmétique  de  l/Aj  en  posant  x — ay 
on  ramènera  l’équation  (3)  à la  suivante  : 

(4)  Jm  HH  I = ». 

L’équation  (4)  étant  réciproque,  on  la  résoudra  au  moyen 
de  ce  qui  a été  dit  dans  les  n°*  464  et  46 6. 

Supposons  d’abord  que  m soit  un  nombre  impair  an  ■+■  r , 
et  considérons  en  premier  lieu  l’équation 

(5)  — 1=0. 

Cette  équation  a une  racine  égale  à 1 . Elle  n’a  pas  d’autre  ra- 
cine réelle  ; car  elle  ne  peut  être  vérifiée  par  une  valeur  négative 
de  j-  , et  si  l’on  donne  àj'  une  valeur  positive  différente  de  i, 
ne  sera  pas  égal  à 1 . 

En  divisant  le  premier  membre  parjr—  1 , on  obtient  l’é-t 
quation 

(ty  r*-+-Jr'"'~‘+S3B-*-.  +Sl'+S-h  »=o.  ... 
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La  résolution  de  cette  équation  dépendra  de  celle  d’une  équa- 
tion de  degré  sous-double  (n°  468). 

L’équation  4-  i = o a une  racine  égale  à — i.  Les 

autres  racines  sont  imaginaires  ; pour  les  obtenir,  on  suppri- 
mera'dans  l’équation  le  facteur  y -f-  i,  ce  qui  conduira  à une 
équation  réciproque  du  degré  2 n.  On  peut  aussi  remarquer  que 
lorsque  l’on  connaît  les  racines  de  l’équation  y‘"+'  — 1=0, 
il  suffit  de  changer  les  signes  de  ces  racines  pour  avoir  celles 
de  l’équation  y***'  4-  1 = o. 

Supposons  maintenant  que  m soit  un  nombre  pair  in.  L’é- 
quation jr*n  — 1 = o a deux  racines  réelles , + 1 et  — 1 . Les 
autres  racines  sont  imaginaires  ; pour  les  obtenir  on  pourra 
diviser  l’équation  par  — 1 ; on  sera  ainsi  conduit  à une  équa- 
tion réciproque  du  degré  in  —1  qui  ne  contiendra  que  les  puis- 
sances paires  de  y.  Mais  on  parviendra  plus  simplement  à la 
résolution  de  l’équation  dont  il  s’agit  actuellement,  si  l’on  re- 
marque que  j-2" — t étant  le  produit  de^”  — 1 par yn-+- 1,  il 
suffit  de  résoudre  séparément  les  deux  équations yn  — 1=0 

et^"  4-1=0. 

L’équation  j'*"  4-1  = 0 n’a  que  des  racines  imaginaires  ; on 
la  ramène  à une  équation  de  degré  sous-double  en  posant 

y 4-  - = t.  On  peut  aussi  faire  dépendre  la  résolution  de  l'é- 

quation^’*  -f- 1 = 0 de  celle  d'une  équation  binôme  de  degré 
impair,  en  suivant  la  marche  qui  a été  indiquée  dans  les 
n°‘  215  et  214.  r 


470.  Il  est  à remarquer  qu’après  la  suppression  des  racines 
réelles  de  l’équation  ym  rp  1 =0  , en  posant  y 4-^  = z > li- 
quation en  a a toujours  toutes  ses  racines  réelles.  Pour  le 
démontrer,  représentons  par  « -f- S — 1 une  des  valeurs 

imaginaires  de  y,  l’inverse  de  cette  valeur  sera y 1 . — ; or 

* -f-  G y — 1 


-ÉV/-I 


i — Cy  — r 


— 1 j)(t — C \/  — 1)  «*4-C* 
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D’ailleurs  *-+-  ff  \/ — 1 étant  une  racine  de  l'équation  j-mqi  1=0, 
u — C v/ — i est  aussi  une  racine  de  cette  équation , de  sorte 
qu'on  a 

(*-c \S~iT ~±i, 

d’où  l'on  conclut 


[(<,+Cl/—t)(«—e\/—i)]m=I  ou  (<*’  + &)m  = i ; 

et  puisque  «•-f-C1  est  une  quantité  positive,  il  faut  que  l’on 
ait  a’  -J*  C’  =»  t . Donc 


et  —J—  o y — ■! 

Celte  dernière  égalité  fait  voir  que  les  diverses  valeurs  de  l’ex- 
pression  y -f-  - sont  toutes  réelles. 


471.  On  pourra  appliquer  ce  qui  précède  aux  exemples 
suivants  : 

i°.  y> — i = o.  Les  quatre  racines  imaginaires  sont  com- 
prises dans  la  formule 


y — l[—i±y/5  =t\A(5 ± \/5)  x ij* 


2°.  j5  i ~ o.  Les  racines  imaginaires  de  cette  équation 
sont  les  valeurs  de  y données  par  la  formule  précédente  , 
prises  avec  des  signes  contraires. 

3*  y6  + i=o.  Les  racines  de  cette  équation  sont 


= *l/— i,  y- 


f/3±  v/— i —{/3±\/—i 

> y — ■ 


4 0y'*  — i = o.  Les  racines  de  dette  équation  se  composent 
de  celles  de  la  précédente , y*  4-  * = o,  et  de  celles  de  l’équa- 
tionj^ — i = o;  cette  dernière  se  partage  elle-même  dans 
les  deux  équations  y3 — i = o , y3  + î = o. 

474.  En  faisant  usage  des  procédés  que  nous  venons  d’expli- 
quer et  de  celui  qui  a été  indiqué  dans  les  n°'  415  et  414,  on  ne 
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peut  avoir  les  expressions  exactes  des  racines  de  Inéquation 
ym  +1  = 0 que  dans  les  cas  où  m est  un  des  nombres  3 ou  5 
ou  le  produit  d’un  de  ces  nombres  par  une  puissance  quel- 
conque de  a ; mais  en  se  servant  des  lignes  trigonométriques, 
on  a un  moyen  simple  d’obtenir  ces  racines , quelle  que 
soit  la  valeur  de  m.  Voyez  à ce  sujet  les  Leçons  de  Géométrie 
analytique  de  M.  Lefébure  de  Focrcv. 

475.  On  donne  particulièrement  le  nom  d’équations  tri- 
nômes aux  équations  qui  peuvent  être  ramenées  à cette 
forme  : 

(7)  ar‘m  -f-  P*m  + 1 — o. 

Si  dans  cette  équation  on  poseÆm  =y , il  vient 

r +PX  + î»  0. 

Soient  m et  5 les  deux  racines  de  la  dernière  équation  ; lei 
valeurs  de  x dépendront  des  deux  équations  binômes 
xm  — xm  =2  C. 

Quand  les  quantités  et  et  C sont  réelles  , la  résolution  de  ces 
équations  se  ramène  à celle  de  l’équation 
.r*  = ± 1. 

Quand  « et  C sont  des  expressions  imaginaires , on  ne  peut 
obtenir  les  expressions  exactes  des  racines  de  l’équation  (7), 
par  les  procédés  algébriques,  que  dans  le  cas  où  le  degré  m 
est  une  puissance  de  2. 

Des  équations  irrationnelles. 

474.  Lorsqu’on  veut  faire  disparaître  des  radicaux  contenus 
dans  une  équation , on  égale  chaque  radical  à une  inconnue  ; 
on  obtient  ainsi  des  équations  qu’on  peut  immédiatement 
débarrasser  des  radicaux , en  élevant  les  deux  membres  de 
chaque  équation  à la  puissance  marquée  par  l’indice  du  ra- 
dical. Ces  nouvelles  équations,  jointes  à celles  qu’on  obtient 
en  remplaçant  dans  l’équation  primitive  chaque  radical  par 
l’inconnue  à laquelle  on  l’a  égalé  , forment  un  système  d’é- 
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quations,  rationnelles,  au  moyen  duquel  on  parvient  à l’é- 
quation  cherchée  en  éliminant  toutes  les  inconnues  qui  ont 
été  introduites. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

3 

l/4*  + 7+  2l//-r  — 4 = * ; 

on  pose 

3 __________ 

V/4x-|-7  =j,  {/x  — ^—z, 

ce  qui  donne 

4* + 7 =/S  x — 4 = 2’. 

Il  s’agit  d’éliminer  j-  et  z entre  les  deux  dernières  équations  et 
l’équation 

J-  -f-  22  = I . 

La  dernière  équation  donne  jr  = i — 2z , et  en  substituant 
i — 22  à la  place  dey  dans  l’équation  4*  4-  7 —J3  » »1  vient 

4*-f-7  = i — 62  4-  122’  — 8z3. 

En  éliminant  2 entre  la  dernière  équation  et  l’équation 
x — 4 = z*  1 on  parvient  à l’équation 

iRr3  — 184*1 4-  8oix  — i4o5  = o. 

On  arrive  au  même  résultat  en  faisant  disparaître  les  radi- 
caux dans  l’équation  proposée,  par  des  formations  succes- 
sives de  puissances;  à cet  effet  on  isole  dans  itn  membre  le 
radical  cubique,  en  écrivant  l’équation  comme  il  suit  : 

3 

i/4*  4-  7 = I — 2 V * — 4- 

En  élevant  les  deux  membres  au  cube,  et  transposant  les 
termes , on  parvient  à 

(4*  — i3)  \/  x — 4 — 4-r — 27- 

En  élevant  les  deux  membres  de  cette  équation  au  carré  , 01» 
obtient  l’équation  ci-dessus  ibr3 — 184.*’ 4*  etc.  = o. 

Cette  équation  admet  une  racine  commensurable  qui  est  5. 

Les  deux  autres  racines  dépendent  de  l’équation 

i6x’  — io4x  4-281  = o ; elles  sont  imaginaires. 
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La  racine  réelle  x = 5 ne  convient  pas  à l’équation  pro- 
posée , quand  on  considère  seulement  les  valeurs  arithmé- 
tiques des  radicaux  ; mais  elle  vérifierait  cette  équation  si  l’on 
y changeait  le  signe  du  radical  y' x — 4* 

En  général,  lorsqu’on  a fait  disparaître  les  radicaux  con- 
tenus dans  une  équation  , l’équation  rationnelle  à laquelle  on 
parvient  doit  donner  toutes  les  valeurs  de  l’inconnue  qui  con- 
viennent à l’équation  proposée  et  à toutes  les  équations  qu’on 
peut  en  déduire,  en  ayant  égard  aux  différentes  détermi- 
nations des  radicaux  ; car  en  égalant  chaque  radical  à une  in- 
connue , et  en  élevant  ensuite,  dans  chaque  équation  , à la 
puissance  marquée  par  le  degré  du  radical , on  obtient  des 
équations  qui  restent  les  mêmes  pour  toutes  les  détermina- 
tions des  radicaux. 

Il  peut  arriver  qu’aucune  des  racines  de  l’équation  finale 
produite  ftar  l’élimination  des  inconnues  auxiliaires  ne  satis- 
fasse à l’équation  donnée  , en  considérant  seulement  les  va- 
leurs arithmétiques  des  radicaux  ; dans  ce  cas  l’équation  , 
envisagée  de  cette  manière , est  impossible. 

478.  Les  procédés  que  nous  venons  d’exposer  peuvent  aussi 
servir  à former  une  équation  rationnelle  qui  admette  pour  ra- 
cine une  expression  irrationnelle  donnée.  On  parvient  alors  à 
une  équation  dont  les  racines  sont  les  diverses  valeurs  que 
prend  l’expression  proposée  , quand  on  a égard  à toutes  les 
déterminations  de  chacun  des  radicaux  qui  y sont  contenus. 

Supposons,  par  exemple,  que  l’on  demande  de  former 
une  équation  délivrée  de  radicaux  qui  admette  pour  racine 
l’expression 

3 _ .1  _ 

x — y a -f-  y1  b , 

On  pourra  poser 

V * = J > l /b  = z, 

d’où 

a =j\  b = *'  et  x —jr  -f-  z ; 

on  obtiendra  l’équation  demandée  par  l’élimination  de  z 
entre  les  trois  dernières  équations. 
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On  parviendra  au  même  résultat  en  faisant  disparaître  les 

, 3 3 

radicaux  dans  l’équation  x~  y a -f-  \/  b , par  des  formations 
successives  de  puissances.  Cette  équation  donne  d’abord 

3 _ 3 _ ï 3 

x3  =a  + 3 l/a'  [/b  +3  y/ a l/b“  + b , 
ce  qui  peut  s’écrire  ainsi  : 

1 1 3 3 3 

x‘  a — b n=3  ÿ ab(\/ a - J-  [/b). 

En  remplaçant  {/a  -f  | /b  par  x , et  en  élevant  ensuite  le* 
deux  membres  au  cube,  on  obtient  une  équation  du  neuvième 
degré  délivrée  de  radicaux. 

On  peut  encore  former  l’équation  cherchée  d’après  celte 
considération  que  les  racines  de  cette  équation  sont  les  diverses 

3 _ 3 _ 

valeurs  de  l’expression  [/ a -h  l/b,  lorsque  l’on  combine  de 
toutes  les  manières  possibles  les  trois  racines  cubiques  de  a et 
les  trois  racines  cubiques  de  b.  Si  l’on  représente  l’une  des 
deux  racines  cubiques  imaginaires  de  l’unité  par  a,  l’autre  est  a* 
(n°  214),  et  les  combinaisons  dont  nous  venons  de  parler  four- 
nissent neuf  valeurs  de  ^auxquelles  correspondent  lesfaeteurs 
ci-après  : 

x — y/a-y/b,  x — ]/ a — *y/b,  x— j/a — 

3 _ 3_  3 _ 3 _ 3_  3 _ 

x—  *ÿ  a — l/b,  x—*ÿa—*\/b,  x— a]/ a — m'l/b, 

i _ 3_  3_  8_  3 

x — ÿb,  x — aJy/a—«y/bt  x — *'y/ a — a' y/ b. 

Pour  former  le  produit  de  ces  facteurs  , on  remarquera  que 
l’on  a «3  =■  i , et  i = o ; la  dernière  relation  résul- 

tant de  ce  que  i , « et  sont  les  trois  racines  de  l’cquation 
y* — i =o.  En  faisant  après  chaque  multiplication  partielle 
les  réductions  qui  se  présentent  en  vertu  de  ces  deux  égalités  , 
on  obtiendra  pour  le  produit  total  une  équation  du  neuvième 
degré  en  x qui  ne  contiendra  aucun  terme  irrationnel. 
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des  fonctions  symétriques. 


Evaluation  des  fonctions  symétriques  des  racines 
d’une  équation. 


476.  Une  fonction  symétrique  de  plusieurs  quantite's  est  une 
expression  qui  reste  la  même  quand  on  change  ces  quantités 
les  uues  dans  les  autres.  Il  résulte  de  cette  définition  que 

x'y1  + x'y1  + z*x3  + zV  4-  y*zi  4-  z3y\ 

est  une  fonction  symétrique  des  quantités  x , y,  z. 

Pour  représenter  d’une  manière  abrégée  cette  fonction 
symétrique on  écrit  un  de  scs  termes  et  on  le  fait  précéder 
de  la  lettre  T,  de  cette  manière,  T(x4).  De  même  le  terme 
T (ambmcr)  représente  une  fonction  symétrique  dont  cbaque 
terme  est  composé  de  trois  lettres,  et  qui  est  de  la  forme 

amb°cr  -f*  amb>’cB  anbmcf  4-  etc. 

Pour  composer  la  fonction  symétrique  T (ambmc?)  , on  fait 
les  arrangements , trois  à trois,  de  toutes  les  lettres  qui  doi- 
vent entrer  dans  la  fonction , et  l’on  affecte , dans  chaque 
arrangement , la  première  lettre  de  l’exposant  m , la  seconde 
lettre  dq,  l’exposant  n , et  la,  troisième  lettre  de  l'exposant p. 

Quand  les  termes  d’une  fonction  symétrique  ont  des  coeffi- 
cients constants,  il  faut  que  les  coefficients  soient  égaux  entre 
eux.  Il  suit  de  li  que  Tt^xy1)  — |T(x,Iy,)• 

On  représente  indifféremment  par  T(aD)  ou  par  S» , une 
fonction  symétrique  de  la  forme  an  4-  bn  4-  c*  «f.  etc- 
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Les  relations  qui  existent  entre  les  coefficients  d’une  équa- 
tion et  les  racines  ( n°  573)  , font  voir  que  les  coefficients  sont 
des  fonctions  symétriques  des  racines. 

477.  Les  sommes  des  puissances  semblables  et  entières  des 
racines  d’une  équation  peuvent  être  exprimées  rationnelle- 
ment, au  moyen  des  coefficients. 

Soit 

(i)  *”+A,:rm-,-hA1xm-»+A3Xm-3. . .-t-A„_,x+A„=o. 

l’équation  proposée,  dont  les  racines  sont  a,  b , c,  . . . k.  La 
division  du  premier  membre  de  cette  équation  par  x — a 
donne  le  quotient  ( n°  565) 

xm~‘  -f  a I -f-  a‘  I xm -* + am~‘ 

+ A,  + a A,  + n—’A, 

' + Aa  + am~3  A, 

+ Am_r 

Pour  obtenir  les  quotients  de  la  division  du  premier  mem- 
bre de  l’équation  (i) , par  x — b , par  x — c,  etc. , il  suffira 
de  changer  dans  le  quotient  ci-dessus , aen  b , c,  etc.  ; si  l’on 
fait  ensuite  la  somme  de  ces  m quotients  , et  qu’on  remplace  , 
d’après  la  notation  adoptée , 

a + b c +*  par  S,, 

o*  + à ’-f-  c* ~l - par  S, , 

• • . 

o"'  + bm+  c" + par  S,  , 

on  trouve  l’expression  suivante  : 

m*«-  + S,  I i"-  -f  S,  a?"-3  ....  + Sm_, 

-+-  mA,  | -f-  A,S,  -j-  A,Sm_, 

+ mA»  4-  A.Sn  3 

4*  A«-l- 

Or , cette  expression  n’est  autre  chose  que  le  polynôme  dérivé 
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«lu  premier  membre  de  l’équation  proposée  (n“  548)  : elle  doit 
donc  être  identiquement  égale  à 

mxm~‘  -f-  (m — i)A,xm-’  -f-  (m  — 2)A,x",— 3. . . -f-  Am_,. 

La  comparaison  des  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x , 
dans  ces  deux  expressions  , fournil  les  m — i équations  sui- 
vantes : 

IS,  *4*  A,  = o, 

S»  4-  A,S1(-f-  îA,  = o, 

Sj  + A,S,  -f-  A»S,  -1-  3A3  = o, 

Sm_,  ■+-  A,S„_,  4-  AsSm_3. ..+  ("»  — 0Am_,  ==  o. 


Pour  obtenir  les  sommes  Sm,  Sm+1  , Sm+a , etc. , des  puis- 
sances semblables  dont  les  exposants  surpassent  m — i , on 
multiplie  l’équation  proposée  par  xa  ; il  vient 

x-+*  + A,x«+«-‘  ' ....  4 An_,x»+'4- Amx"  = o ; 


remplaçant  successivement  x par  chacune  des  racines  a,  b, 
C , . . . , et  ajoutant  tous  les  résultats  , on  a 

(3)  4-A.S  "f"  AaSo^n— a • • • • “t*  A^^Sa.^  4*  AraS„  = o. 

Si  l’on  fait  dans  cette  relation  n=  o , i , 2,  etc. , on  trouve, 
en  remarquant  que  S„  = a0  4-  ba  -f-  c0  4-  etc.  r=  m, 


(4)  < 


Sm  +A,Sm_I4-A,Sm 
Sm+,  4-A1Sbi  4“A,Sm. 
S/n-f-a  4-A.S  m — i 4-AaS„ 


\ etc. 


• • • 4- A,n_,S,  4-wAm=o  , 
. . .4-Am—  ,Sj4"A0>Si=:O. 

• • .4-A,n_,S34-AmSa=o, 


Exemple.  Calculer  les  sommes  des  puissances  semblables  et 
entières  des  racines  de  l’équation  x * — x3 — 1 9x44-492: — 3o=o. 
On  trouve 


S,  = 1,  S,  = 3g,  S3  = — 89,  S4  = 723, 

S5  = — 2849,  S6  = 16419,  etc. 

Il  est  facile  de  vérifier  ces  résultats , en  remarquant  que  les 
racines  de  l’équation  proposée  sont  1 , 2,  3 , — 5. 
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478.  Les  sommes  des  puissances  semblables  et  négatives 
des  racines  d'une  équation  peuvent  être  exprimées  rationnel- 
lement au  moyen  des  coefficients. 

En  effet,  si  Ton  pose  x== dans  l’équation  donnée  , on 

obtient  une  transformée y'n-±-  a, ym~‘  -f-  a, ym~* . . .-j-am  = o , 
dont  les  racines  sont  a-1,  b~‘,  c~‘ , etc.  Or,  si  Ton  substitue 
a,,  a,,  <13 , etc. , à la  place  de  A, , A, , As  , etc.  , dans  les 
formules  (2)  et  (4) , les  valeurs  qu’on  obtiendra  pour  les 
quantités  S,,  Sa , S3,  etc. , seront  les  sommes  des  puissances 
négatives  désignées  par  S_, , S_, , S_3  , etc. 

En  appliquant  cette  méthode  à l’équation  numérique  ci- 
dessus  , on  trouve 


c MS  

t j o > a 


S_3  = , etc. 


On  pourrait  aussi  déterminer  S— , , S_, , etc.  en  substi- 
tuant— n à la  place  de  n,  dans  la  formule  (3)  -,  mais  ce 
moyen  serait  moins  simple  que  le  précédent. 


479.  Les  formules  (2)  et  (4)  donnent  les  valeurs  de  S, , S, , 
S3  , etc.  , en  fonction  des  coefficients  de  l’équation  (1)  , et 
réciproquement  les  coefficients  A, , Aa , Aj  , etc. , peuvent  être 
exprimés  eu  fonction  des  sommes  des  puissances  semblables 
des  racines. 


480.  Toute  fonction  algébrique , rationnelle  et  symétrique 
des  racines  d' une  équation,  peut  être  exprimée  rationnelle- 
ment parle s coefficients  de  celte  équation. 

Soient  a , b , c, A,  les  racines  de  l’équation 

xm  + -f-  AjX*'-’. ...  -f-  Am  = o. 

. > -•  - 1 

Commençons  par  déterminer  la  fouction  symétrique  à deux 
lettres  T (a'bP).  A cet  effet , multiplions  Tune  par  l’autre  les 
deux  quantités 

S»  = a"  -f  btt  -f-  c*  -f-  d’  + . . . 

Sp  * aP  -|-  bP  f-  cP  *4"  dP  -^-  • . . 
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II  vient 

S„  X S,  = an+P  -f-  b*+r  + + <P+r  -f  . . . 

■+■  anbp  -f-  ancP  -f-  a*d?  -+■  bna ? -f-  . . ; 

La  première  ligne  du  produit  est  e'gale  à Sa+p. 

La  seconde  ligne  est  une  somme  formée  des  m(m — i)  ar- 
rangements deux  à deux  des  m racines;  dans  chaque  terme, 
la  première  lettre  est  affectée  de  l’exposant  n , et  la  seconde 
lettre  est  affectée  de  l'exposant  p ; donc  la  seconde  ligne  est  la 
fonction  symétrique  à deux  lettres  représentée  par  T(a"à/’). 

Ainsi , on  a 

S.  X Sp  = S„+p  -f-  T (a'br), 

d’où 

(5)  T (a-bp)  = S.  X S,  — S„+r 

« « ' « / » 

Déterminons  maintenant  la  fonction  symétrique  à trois 
lettres  T (anbrrf).  Il  suffit,  pour  cela , de  multiplier  l’une  par 
l’autre  les  deux  quantités 

T (anbf)  = a'br  + a"c?  + a”dp  + bna? 

S,  = a»  + Ù»  + ci  + di 

Le  résultat  se  compose  de  trois  produits  partiels  diffé- 
rents : i°.  d’une  somme  de  produits  de  deux  lettres  qui  ont 
pour  exposants  n -j-  q et  p , et  qui  est  représentée  par 
T(a“+,ùp)  ; a°.  d’une  somme  de  produits  de  deux  lettres 
ayant  pour  exposants  p q et  n,  et  qui  est  représentée  par 
T(af”hfb“)  ; 3°.  enfin  , d’une  somme  de  produits  de  trois  lettres 
différentes , qui  est  la  fonction  symétrique  représentée  par 
T (anbrd) . Par  conséquent , on  a 

T (anù?)  xSf  = T (an+ibr)  + T {a^bn)  4-  T(<x»ùPc»), 

et  en  remplaçant  T (anbP),  T(an+ibp) , T (a^b"),  par  leurs 
valeurs  qu’on  obtient  au  moyen  de  la  formule  (5),  on  trouve 

6)  T(u»ÙPc»)S=S.SpSî^S.+pS,~S.+,SF-Sp+,S.4-2Sa+w. 

En  suivant  une  marche  semblable  , on  parviendra  à expri- 
2'  Édit.  33 
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mer  successivement  les  fonctions  symétriques  à quatre  let- 
tres, cinq  lettres,  etc. 

Remarque.  Lorsque  , dans  une  fonction  symétrique  à plu- 
sieurs lettres , quelques-uns  des  exposants  deviennent  égaux 
entre  eux , les  formules  doivent  être  modifiées. 

Soit  n — p dans  la  formule  (5).  La  fonction  symétrique 
T(an6f)  se  compose  d’autant  de  termes  que  l'on  peut  faire 
d’arrangements  deux  à deux  avec  les  m racines  , et  ces  termes 
sont  tous  différents,  lorsque  les  deux  exposants  sont  diffé- 
rents ; mais  si  ces  exposants  deviennent  égaux,  les  termes  dont 
se  compose  la  fonction  symétrique  deviennent  égaux  deux  à 
deux  ; de  sorte  que  T(a"bP)  se  réduit  à 2T(a*6"),  et  la  for- 
mule (5)  donne 

(7)  T(a-i-)  = i (Sî  — S„). 

Soit  encore  n—p  dans  la  formule  (6).  Les  termes  de  la 
fonction  symétrique  T(anbP&>)  deviennent,  dans  ce  cas,  égaux 
deux  à deux  , et  la  formule  (6)  se  réduit  à 

(8)  T (a-b-d)  = i (SiS,  - S„Sy  — 2Sn+1S„  -h  aSM+f). 

Si  l’on  suppose  nz=p—q , il  est  facile  de  voir  que  les  termes 
de  la  fonction  symétrique  *[(a*bPct)  seront  égaux  six  à six, 
de  sorte  que  cette  fonction  deviendra  6T (a'b'c*) , et  la  for- 
mule (6)  donnera 

(9)  T(a*6-e»)  = '-(&l  - 3S„S.  + aS,.). 

En  général,  lorsque  « exposants  deviennent  égaux  entre 
eux  , il  faut  diviser  la  valeur  primitive  de  la  fonction  par 
le  produit  a. 3 .4.  • • • «- 

Équation  aux  carrés  des  différences. 

481.  Nous  allons  calculer,  par  le»  fonctions  symétriques, 
l’équation  aux  carrés  des  différences  des  racines  de  l’équation 
donnée  x"  -f-  A,*"-1  -f-  A,xm~t ...  -+•  A»  =0. 
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Soit 


m(m  — i) 

a 


n ; l’équation  aux  carrés  des  différences 


sera  de  la  forme 


zn  + B,*"—  4-  B,*»"». . . + B„  ==  o (n°  444) , 

et  il  s’agira  de  déterminer  les  coefficients  inconnus  B,,  B,,..Bn. 

Désignons  par  S,,  S,,S3,  etc.,  les  sommes  des  puissances  sem- 
blables des  m raciues  a,  b,  c , etc.  de  l’équation  proposée  , et 
par  r, , s, , 83 , etc.  , les  sommes  des  puissances  semblables 
des  n racines  (a  — by , (a  — c)%  ( 6 — c)*,  etc. , de  l’équation 
aux  carrés  des  différences.  La  question  sera  résolue  quand  on 
aura  des  relations  entre  S, , S, , S3 , etc. , et  s, , st , s3,  etc. 
car  les  sommes  S, , S,  , Sj , etc. , pouvant  être  exprimées  par 
les  coefficients  connus  A, , A, , A3 , etc.  (n°  477) , on  connaîtra 
ainsi  les  sommes  s,  , s, , j3,  etc.  ; et  au  moyen  de  ces  dernières, 
on  pourra  évaluer  les  coefficients  inconnus  B,,  B,,  83,  etc. 
( n°  479  ). 

Voici  le  procédé  que  Lagrange  a employé  dans  son  Traité 
de  la  résolution  des  équations  numériques , pour  obtenir  s, , 
•s,  , etc.  , quand  on  connaît  S, , S, , etc. 

Le  développement  des  puissances  des  binômes  (x — a)‘p, 
{x  — b)'r , etc. , donne  l'égalité 

( x — a)*r  -|-  (a:  — bypéf~  ( x — c),p  + etc.  = 


mx>p-zpS,x’P-'+*J**P^ S,x»->-  *J^'lïÇ?ls3x>p->+  etc. 
1.2  i . a . 3 


Or , si  l’on  suppose  successivement  dans  cette  égalité  x =s±  a , 
b , c , etc.  , et  que  l’on  ajoute  tous  les  résultats  , en  désignant, 
d’après  la  notation  adoptée,, (a — by?  -{-(a — e)’r  -f*etc. 
par  sp,  on  a 

2sp  — mSip  — ipS,S,p_,  4-  — — S,S,P_,  — etc. 

Cette  relation  peut  être  simplifiée  ; car  dans  le  second-membre, 
les  termes  qui  sont  également  distants  du  terme  du  milieu 

33.. 
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sont  égaux  et  ont  le  même  signe;  par  conséquent,  si  l’on 

réunit  les  termes  égaux , qu’on  désigne  par  K le  terme  du 


milieu , qui  est 


7.p{ip  i)  • • • (P  + 0 et  qU’on  divise 

1.2...  .p 


les  deux  membres  par  2 , on  aura 

, 2/>(2 p- 

(1)  #p=mS1?  — 2jpblb1F_,-i — 


la  valeur  de  K est  positive  ou  négative , selon  que  p est  un 
nombre  pair  ou  un  nombre  impair. 

Soit,  comme  exemple  particulier,  l’équation  *3-f -px+q—o, 
dont  on  demande  l’équation  aux  carrés  des  différences. 
L’équation  cherchée  sera  de  la  forme 

*3  4.  B,za  + B,z  + B?  = o. 

Il  s’agit  de  déterminer  les  coefficients  B, , B,  et  B3.  Or,  les  re- 
lations (2)  et  (4)  du  n°  477  donnent 


(B,  — s,, 

(2)  < B,  = 

l B3  = ï(3m.  — 2^  — *2)- 

Pour  obtenir  «s.  en  fonction  des  sommes  S, , S„  S3,  etc., 

on  fera  usàge  de  la  formule  (0  ci-dessus,  et  l’on  trouvera 

f s,  = 3S,  - S% 

(3)  < st  — 3S4  — 4S.Ss  +r:  3S;, 

/ s3  = 3S6  — 6S,Ss  -f-  i5S,S4  — ioSs- 

Il  faut  maintenant  évaluer  S, , S, , . . . Sg , au  moyen  des  coef- 
ficients p et  q de  l’équation  donnée.  Pour  cela  , on  fait  dans 
les  relations  (2)  et  (4)  du  n°  477 

A,  = 0,  A ,=/?,  A3  <7,  A4  = o,  A5=o,  etc.. 


et  on  obtient 

S,  = 0,  S,  = — 2 p,  S3  = — 3y, 

S4  = 2 p\  S5  = 5 pq,  Sg  = 3 y*  — 2/)3; 

ces  valeurs  de  S, , S, , Sj , etc. , substituées  dans  les  rela- 
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tions  (3)  de  la  page  précédente , donnent 

*.=  — 6/7,  s,  = i8p\  j3=  — 66//*  — 8iy% 

et  la  substitution  des  valeurs  de!  s,  , s, , i5 , dans  les  rela- 
tions (a) , donne 

l 

;B,=Çp,  B,  =9/7,,  Bj=  4/73-f- a7y\ 

Par  conséquent , l’équation  aux  carrés  des  différences  est 
z’  + 6/7 s’  + 9/7’2  -f-  4/7’  -j-  a 7y*  = o. 

De  l’élimination  et  du  degré  de  l’équation  finale. 

489.  Les  propriétés  des  fonctions  symétriques  peuvent 
servir  à effectuer  l’élimination  d’une  inconnue  entre  deux 
équations. 

Soient  les  deux  équations  à deux  inconnues 

(i)  xm  + A,xm_l  -j-  A,#"*-* -hAn_1x-f-Am  = o, 

(a)  xm  -f-  B.x'*-1  -t-  B,x*""  . . . . + B*_,x  -f-  B,  = o. 

La  première  est  du  degré  m,  la  seconde  du  degré  n , m n’est 
pas  inférieur  à n , et  les  coefficients  A, , A, , A3 , etc. , B,  , B, , 
Bj,  etc.  , sont  des  fonctions  de,/  ( n°  429  ). 

Supposons , pour  un  moment , qu’on  ait  résolu  l’équa- 
tion (1)  par  rapport  à x,  et  que  a,  b , c,  etc.  soient  les  di- 
verses valeurs  de  x (a  , b,  c,  etc.,  étant  des  fonctions  de/-)  ; 
si  l’on  fait  successivement  dans  l’équation  (2) , x = a,  x=b, 
x = c , etc.  , on  obtiendra  autant  d’équations  en  y que 
l’équation  (1)  donne  de  valeurs  pour  x ; ainsi  on  aura  les  m 
équations 

4-  B, a—*  -f-  B . . -f-  B„_,a  4-  B„  = o , 

+ B,6— ' 4-  B,6— ...  -f  4-  B,  = o , 

c«  4-  B.c"-'  4-  B,c— ». . . 4-  B„_,c  4-  B„  = o , 

etc. 
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Toutes  les  valeurs  de  y que  fournit  le  système  (3)  conviens 
nent  aux  équations  (i)  et  (2).  En  effet , soit  * une  racine  de 
la  première  équation  an  -f-  1 -f-  etc.  = o de  ce  système, 

la  substitution  de  et'  à la  place  de  y dans  la  fonction  a , déter- 
minera pour  x une  quautité  a ; ainsi  les  valeurs  y=*  , x=z* 
satisferont  nécessairement  à l’équation  (2)  ; elles  satisferont 
aussi  à l’équation  (1) , car  celle-ci  est  vérifiée  par  la  seule  subs- 
titution de  x=za  , quelle  que  soit  y.  Il  est  facile  de  voir  que 
toute  quantité  qui,  substituée  à la  place  de  y , ne  satisfait 
pas  à l’une  des  équations  du  système  (3),  11’est  pas  non  plus 
une  valeur  dey  convenable  aux  équations  proposées. 

11  suit  de  là  qu’en  multipliant  entre  eux  les  premiers  mem- 
bres des  équations  (3) , et  en  égalant  le  produit  à zéro , on 
aura  Y équation  finale,  en  y.  Comme  les  facteurs  de  ce  produit 
restent  les  mêmes  quand  on  change  les  quantités  a,  b,  c,  etc., 
les  unes  dans  les  autres,  le  produit  ne  renfermera  que  des 
fonctions  symétriques  de  ces  quantités , et  il  pourra  être 
exprimé  rationnellement  par  les  coefficients  A, , A, , Aj,  etc., 
de  l’équation  (1). 

Pour  donner  un  exemple  , nous  allons  chercher  l’équation 
finale  en  y,  en  considérant  deux  équations  que  nous  avons 
déjà  traitées  par  le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur 
(exemple  iv  , page  47°)- 

Ces  équations  sont 

( y — 2 )x‘  — 2X  5y  — 2 = o , 
yx * — 5x  -f-  for  = o . 

Désignons  par  a et  b les  valeurs  de  x tirées  de  la  seconde 
équation  ( a et  b étant  des  fonctions  de  y),  et  substituons 
successivement  ces  valeurs  dans  la  première  équation  ; il 
vient 

(, y — a)a’  — 2a  -+■  5y  — 2 = o , 

(y  — 2 )A’  — 26  -f-  5y  — 2 = 0. 

Le  produit  de  ces  dernières  équations , qui  doit  être  l’équa- 
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tion  finale  eny,  donne 

(y— a)'T . a' b' — 2 (y — 2)T . a?b  -f  (y— 2)(5y—  2)  S, — 2(5y-2)S, 

-f-4T . ab+{5y— 2>1=o. 

On  détermine  les  diverses  fonctions  symétriques  au  moyen  des 
coefficiens  de  la  seconde  des  équations  proposées.  On  a 


A,  — -,  A,  a:  4 > A j — o, 

c 5 C _ — 8y’  c 125— 6yJ 

S,  = -,  S,  - — — -,  s,  = — 

T.ab  = 4,  T (rfb)  =y,  T(a*è’)  = 16. 

La  substitution  des  valeurs  4e  ’ce®  fonctions  symétriques 
conduit , toute  réduction  faite , à l’équation  finale 

y4  4.  ,2yi  _j_  87 ya  — 2ooy  + 100  = o. 


485.  Ijorsqu’on  élimine  une  inconnue  entre  deux  équations 
à deux  inconnues  , le  degré  de  l’équation  finale  ne  peut  pas 
être  supérieur  au  produit  des  nombres  qui  marquent  les  degrés 
des  équations  sur  lesquelles  on  effectue  l’élimination. 

Le  produit  des  premiers  membres  des  m équations  du  sys- 
tème (3)  (page  517),  se  compose  d’une  somme  de  termes  dont 
l’un  est , par  exemple  , 

Bial’-'ixB*£*-*XB!6,-,xetc.,ou  (BjBAB/...)(a*-AA*_*c"'''...), 

et  comme  le  produit  total  est  une  fonction  symétrique  des 
quantités  a,  b,  c,  etc. , il  en  résulte  que  le  coefficient  BAB*B;... 
affectera  une  somme  composée  de  tous  les  termes  qui  entrent 
dans  la  fonction  symétrique  T (an~ib*~kcn~1...)  ; il  suffit  donc 
de  démontrer  que  le  plus  fort  exposant  dey  dans  la  fonction 
symétrique  (B*B)Bi. . . .)  X T(an~hbn— kcn~l. . . .)  ne  surpasse 
pas  mit. 

Or,  si  l’on  examine  la  composition  des  équations  (2)  et  (4) 
qui  donnent  S,  , S, , etc.  (n°  477),  on  voit  que  S,  ne  peut 
être  que  du  premier  degré  en  y,  S,  du  deuxième  degré  , et  en 
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général,  S f du  degré p.  Donc  le  produit  S„_i  X S,_*  X 
est  au  plus  d’uri  degré  marqué  par  n — A + n — k-\-n — /-f-etc. 
ou  mn — (A-f-A-f-f-f-etc.).Et,  par  suite,  les  formules  (5)  et  (6)  du 
u°  480 montrent  que  la  fonction  symétrique  T (an~>bn~icn~1...) 
est  aussi , au  plus,  du  même  degré  mn  — (h  -|-  k -J-  /. . . ).  Mais 
on  sait  que  l’exposant  de^  est  tout  au  plus  égal  à A dans  Bj, 
à k dans  B* , etc.  ( n°  429)  ; par  conséquent , la  somme  des 
exposants  d ey  dans  le  produit  BaB*B(...  ne  peut  pas  être  supé- 
rieure à A + k 4*  f . • • Donc  le  plus  fort  exposant  de  y dans 
(B*B*B/. . .)  X T (an~hbn-’‘ca~l. . .)  ne  peut  pas  être  supérieur 
à mn  — ( A A +/...)  + (A  -f  A ■+•  L . . ) ou  m x n. 

M.  Poisson  , dans  un  Mémoire  qu’il  a publié  dans  le 
IX'  cahier  du  Journal  de  l’École  Polytechnique  , a étendu  le 
théorème  précédent  à m équations  qui  renferment  m in- 
connues. 

N.  B.  La  théorie  des  fonctions  symétriques  conduit  encore  à 
la  solution  de  plusieurs  antres  questions  intéressantes.  La- 
grange en  a déduit  une  méthode  pour  résoudre  les  équations  lit- 
térales du  troisième  et  du  quatrième  degré.  Ceux  qui  désireront 
plus  de  détails  sur  ces  matières,  pourront  consulter  les  Com- 
pléments d' Algèbre  de  M.  Lacroix,  et  les  Traités  d' Algèbre  de 
MM.  Reynaud  et  Bourdon,  ainsi  que  les  Leçons  d’ Algèbre  de 
M.  Lefébure  de  Fourcy. 
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DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIES  DE  QUELQUES  EXPRESSIONS  ALGÉBRIQUES. 


Du  développement  en  séries  des  expressions  fraction- 
naires et  irrationnelles. 


484.  On  a vu,  dans  le  n°  77,  que,  lorsqu’on  effectue 
une  division  dans  laquelle  le  dividende  et  le  diviseur  sont 
ordonnés  par  rapport  aux  puissances  ascendantes  d’une  quan- 
tité' x , il  peut  arriver  que  l’on  obtienne  un  quotient  com- 
posé d’une  suite  de  termes  ordonnés  par  rapport  aux  puissances 
ascendantes  de  x,  qui  se  prolonge  indéfiniment.  Les  extrac- 
tions de  racines  des  quantités  algébriques  conduisent  égale- 
ment à des  développements  en  suites  infinies.  Nous  allons 
faire  voir  qu’on  peut  aussi  développer  une  expression  frac- 
tionnaire ou  irrationnelle,  sans  appliquer  le  procédé  de  la 
division  ou  de  l’extraction  de  la  racine. 

Considérons  d’abord  la  fraction 

a + hx  ex 1 

m + w + px 1 -f-  qx 3 ‘ 

Représentons  le  quotient  de  la  division  indiquée  dans  celte 
fraction  par  la  suite 

A -f-  Bx  + Cx1  -f-  Dx3  -f-  etc. , 

les  coefficients  A , B,  C,D,  etc.,  étant  des  quantités  indé- 
pendantes de  x,  qu’il  s’agit  de  déterminer.  11  faudra  que 
ce  quotient , multiplié  par  le  polÿuonae  m-^-nx  + px*+qx* , 
reproduise  le  dividende  a-f-ix-f- cx\  En  effectuant  la  mulli- 
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plication,  on  obtient  le  produit  ci-dessous  : 


m\+mB  1 x-f  mC 

x3-f-n»E 

+nA  1 -f-nB 

+nD 

+pk 

+/>B 

-4-pC 

-f?A 

Pour  que  ce  produit  soit  identique  avec  le  dividende  , il  faut 
que  les  coefficients  des  trois  premiers  termes  soient  respective- 
ment égaux  aux  coefficients  a,  b,  c , et  que  les  coefficients  de 
tous  les  autres  termes  soient  nuis  ; on  doit  donc  avoir 


mA  = a 

mB  -f-  nk  = b 

mC  nB  pk  = c 

mD  -f-  nC  y?B  -|-  « o 

mE  -f-  nD  -{- pc  yB  = o 

etc. 


La  première  équation  fait  connaître  la  valeur  de  A.  La 
seconde  équation  donne  la  valeur  du  coefficient  B au  moyen 
de  celle  de  A.  La  troisième  équation  fait  connaître  la  valeur 
du  coefficient  C au  moyen  de  celles  de  B et  de  A.  On  voit  par 
la  quatrième  équation  et  les  suivantes , qui  sont  toutes  de  la 
même  forme  , que  chaque  coefficient  du  quotient , à partir  de 
celui  de  la  troisième  puissance  de  x , se  formera  en  ajoutant 
les  trois  coefficients  précédents  multipliés  respectivement  par 


les  rapports , 


.P.  et  - 
m m 


488.  Les  suites  qui  proviennent  du  développement  d’une 
expression  fractionnaire  , se  forment  toujours  suivant  une  loi 
analogue  à celle  que  nous  venons  d’observer.  Ces  suites  sont 
appelées  séries  récurrenfer.Elles  donnent  lieu  à trois  questions  : 
i®.  trouver  le  terme  général  d'une  série  récurrente , c’est-à- 
dire  une  expression  au  moyen  de  laquelle  on  puisse  obtenir 
un  terme  quelconque  de  la  série  sans  connaître  les  termes 
précédents  ; a®,  trouver  la  somme  d! un  certain  nombre  de 
termes  d’une  série  récurrente  ; 3“ . une  série  étant  donnée  , re- 
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connaître  si  elle  est  récurrente , et  dans  ce  cas , trouver  la 
fraction  génératrice.  Nous  ne  nous  occuperons  pas  de  ces 
questions  pour  lesquelles  on  pourra  consulter  les  Leçons 
df  Algèbre  de  M.  Lefébure  deFourcy,  ou  les  Éléments  d’ Al- 
gèbre de  M.  Bourdon. 

486.  Les  développements  qui  proviennent  des  expressions 
irrationnelles  s'obtiennent  aisément  lorsque  l’on  connaît  celui 
de  (t-f-x)",  l’exposant  m étant  un  nombre  fractionnaire, 
positif  ou  négatif.  Pour  trouver  ce  développement , suppo- 
sons que  l’on  ait 

(i)  (i  +x)“=  t -4-Ax-f-Bx’  +Cx3  -j-Dx*-f-etc. , 


les  coefficients  A,  B,  C,  D,  etc.,  étant  des  quantités  indé- 
pendantes de  x , qu’il  s’agit  de  déterminer.  On  reconnaît 
immédiatement  que  le  premier  terme  du  développement  doit 
être  i , puisque  l’expression  proposée  ( i — |—  Jtr) ™ se  réduit  à i 
quand  on  suppose  x=o. 


Comme  on  a (a  -+-  a:)"  = a'"  4"  > on  obtiendra  le  dé- 

veloppement de  (d-fr)"  en  remplaçant  , dans  le  second 

3C 

membre  de  l’équation  (i),  x par  - , et  multipliant  tous  les  ter- 


mes par  a*-,  ainsi  on  aura 


(a)  (a  -f-  x)m  = an- f kam~'x  + Bam~’x% 

-f-  Cam~'3x3  -f-  Dam— 4x*  -J*  etc. 


Si  l’on  change  dans  la  dernière  équation  x en  x-f-u,  il 
vient 

(3)  (a  -f-  x-J-  «)“  = am  + kam~'(x  -f-  «)  + Ba"“*(x  + «)’ 

+ Ca’n-3(x  Dnm-4(x  -(-  «)  4-f-  etc . 

On  peut  aussi  obtenir  le  développement  de  (a  + x -f-  ü)m  en 
remplaçant,  dans  l’équation  (a),  a par  a + x et  x par  u , et  de 
cette  manière  on  trouve 


(^)  (o4-x-f-u)’"=(fl4-x),n-f-A(«4-^),n~l«+B(«+*)"-’«'+ctc. 
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Puisque  les  seconds  membres  des  e'quations  (3)  et  (4)  sont 
les  expressions  d’une  même  quantité  mise  sous  deux  formes 
différentes , ils  doivent  être  égaux  ; et  comme  cette  égalité 
devra  subsister  sans  qu’on  attribue  aucune  valeur  particulière 
à u , il  faudra  qu’il  y ait  séparément  égalité  entre  les  multi- 
plicateurs des  mêmes  puissances  de  u. 

Pour  obtenir  les  multiplicateurs  des  diverses  puisances  de  n 
dans  le  second  membre  de  l’équation  (3),  il  faut  d’abord 
développer  les  expressions  (x-f-u)2,  (x-f-u):t,  etc.  Les  exposants 
de  ces  puissances  étant  des  nombres  entiers,  les  développe- 
ments sont  connus  par  ce  qui  a été  dit  dans  le  chapitre  XI. 
Mais  la  méthode  que  nous  exposons  actuellement  pour  par- 
venir au  développement  de  (a  ■+■  x)m  , peut  être  rendue  indé- 
pendante de  la  démonstration  que  nous  avons  déjà  donnée; 
et  de  cette  manière  elle  s’appliquera  au  cas  où  m sera  un 
nombre  entier,  comme  à celui  où  m sera  un  nombre  fraction- 
naire , positif  ou  négatif. 

En  formant  par  la  multiplication  les  développements  de 
(x-j-u)’,  etc. , on  est  conduit  à conclure  par  analogie 

que  les  deux  premiers  termes  du  développement  de  (x-t-u)'*, 
n étant  un  nombre  entier , sont  xn  -j-nux"~ '.  On  peut  d’ail- 
leurs prouver,  par  la  multiplication  , que,  si  cette  composi- 
tion des  deux  premiers  termes  est  vérifiée  pour  la  puissance 
nfimt  ^ ejje  sera  vra;e  p0Ur  la  puissance  ( n -J-  ; d’où  il  suit 

qu’elle  est  générale. 

Ou  trouve,  au  moyen  de  cette  observation,  que  la  partie 
indépendante  de  u dans  le  second  membre  de  l’équation  (3) 
est 

am  + A.am~'x  -f-  Ba’,— *x*  C an~^  + etc.  ; 

et  que  le  multiplicateur  de  la  première  puissance  de  u est 
A am~  ‘-J-  aBam-’x-(-  3G am~3x*  -f-  4Dam— 4x’  -j-  etc. 

La  première  expression  doit  être  égalée  à la  partie  indé- 
pendante de  u dans  le  second  membre  de  l’équation  (4j , ce 
qui  reproduit  l’équation  (2)  ; cl  la  seconde  expression  doit 
être  égalée  au  multiplicateur  de  la  première  puissance  de  u 
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dans  le  second  membre  de  l’e'c|uation  (4)  , ce  qui  fournit  l’é- 
quation 

A (fl  -f-  x)1"- 1 = A am~‘  2Ram— ’x  3Cam— -f-  etc. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par 
a-f-x,  et  en  remplaçant  (a-f-x)m  par  le  second  membre  de 
l’équation  (2) , on  obtient  l’équation  ci-après  : 

!Aflm  + Aaam~ 'x-f-  ABa"1- ’x’ + ACam— 3x3  + etc. 
=Afl*-|-2B  am~ ‘x+3C  a“~ ’x*-f-4D  |am  “JX3-f- etc. 

+ A +2B  + 3cl 

Dans  cette  dernière  équation,  comme  dans  les  précédentes, 
les  coefficients  A,  B,  C,  D,  etc. , sont  des  nombres  tout-à-fait 
indépendants  de  a et  de  x ; et  l’équation  devant  être  vérifiée 
sans  que  l’on  attribue  de  valeurs  particulières  à a et  à x , il 
faut  qu’il  y ait  séparément  égalité  entre  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  x ou  de  a , ce  qui  fournit  les  équations 
ci-dessous  : 


2B  4-  A = A*  \ 

/p  _ A(A — 1 ) 

1 2 

3C  -J-  2B  = AB  f d’où 

?c  - B(*-2) 

4D  + 3C  = AC  1 | 

L C(A — 3) 

4 

etc.  / 

' etc. 

La  loi  suivant  laquelle  ces  équations  sont  formées  s’aper- 
çoit immédiatement,  et  l’on  en  doit  conclure  que,  si  l’on 
désigne  par  II  et  K les  coefficients  de  xn— 1 et  de  x"  dans  le 

second  membre  de  l’équation  (1),  on  aura 

» 

„K+(n  — i)H  = AH,  d’où  K = ?(-~W+  1}. 

Tl 

On  pourrait  d’ailleurs  parvenir  directement  à cette  dernière 
équation  en  écrivant  dans  l’équation  (1)  les  deux  termes 
HxB— 1 + Kx*,  et  en  écrivant  aussi  dans  les  équations  suivantes 
les  termes  qui  se  déduisent  de  ceux-ci. 
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Il  ne  s’agit  plus  actuellement  que  de  déterminer  le  coef- 
ficient A. 

D’après  l’observation  qui  a été  faite  plus  haut , lorsque 
l’exposant  m est  un  nombre  entier,  on  a A = m.  Considérons 
E , 

l’expression  (i  -f-x)V  , ou  (i  -f-x )p  ; les  deux  premiers  ter- 

mes du  développement  de  (i  -f- x)P  étant  i-f -px,  on  trouve 
par  la  règle  qui  a été  donnée  pour  l’extraction  des  racines 
(n°  328  ) , que  les  deux  premiers  termes  du  développement 
P 

de  (i  -f-*)?  seront  i + -x.  Enfin  , quand  on  considère  l’ex- 


; , les  deux  premiers  termes  du 


pression  (i  + x)  p,  ou 

développement  de  (i+x)*  étant  i -f -px,  on  reconnaît  par 
la  règle  de  la  division  que  les  deux  premiers  termes  du  déve- 
loppement de  (i  -f -x)~P  sont  i — px.  On  a donc  dans  tous  les 
cas  A = m. 

En  remplaçant  A par  m dans  les  équations  ci-dessus , on 
obtient 


m(m — i)  n m(m— t)(m — 2)  ^ m(m — i)(m — 2)(m — 3) 

— — ■ , t*—  , 1) — ~ 7 « et( 

1 . a 1.2.3  i.2. 3. 4 

et  l’on  a pour  la  relation  qui  existe  entre  les  coefficients  de  x* 
et  dex*-1 

K _ B(>»  — n+  1) 

Tl 


En  reportant  dans  l’équation  (1)  les  valeurs  des  coeffi- 
cients A , B , C , D , etc. , on  trouve  la  formule  ci-après  : 


(6)  (i+x)"=i+mx4 


p»(m- 


:!U 


m(m— i)(m— 2) 


2 . 3 


- x'  -f-  etc. 


Le  terme  qui  en  a n avant  lui  dans  le  second  membre  de  cette 
formule  , ou  le  terme  général , a pour  expression 

m(m — i)(m — 2) . . .(m  — n+i)  , 

x*. 

i.a.i  ...  n 
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Lorsque  m est  un  uombre  entier , le  développement  ci- 
dessus  sc  termine  ; parce  que  si  l’on  donne  à n , dans  le  terme 
général , une  valeur  plus  grande  que  m , l’expression  du 

coefficient  renferme  un  facteur  égal  à zéro.  Toutes  les  fois  que 
west  une  fraction  ou  un  nombre  négatif,  le  développement 
se  prolonge  indéfiniment. 

487.  Le  procédé  que  nous  avons  employé  dans  les  n°*  484 
et  480,  constitue  une  méthode  qui  est  connue  sous  le  nom  de 
Méthode  des  coefficients  indéterminés.  Elle  s’applique  à la  re- 
cherche des  développements  de  la  plupart  des  expressions  que 
fournissent  l’Algèbre  et  les  autres  branches  des  Mathéma- 
tiques. Mais  si  cette  méthode  est  d’un  usage  commode , elle 
ne  saurait  être  regardée  comme  suffisamment  rigoureuse;  car 
elle  ne  conduit  au  développement  d’une  fonction  que  parce 
que  l’on  admet  à priori  l’existence  de  ce  développement,  en 
lui  attribuant  une  forme  déterminée  qu’il  n’est  pas  toujours 
possible  de  justifier  à l’avance  ; et  lorsque  Ton  obtient  ensuite 
les  valeurs  des  coefficients  du  développement,  en  vertu  de 
certaines  propriétés  de  la  fonction  proposée,  il  faudrait  que 
Ton  pût  s’assurer  que  ces  propriétés  appartiennent  exclusive- 
ment à cette  fonction.  D’ailleurs  , lorsqu’on  passe  aux  évalua- 
tions numériques  , après  avoir  donné  des  valeurs  aux  lettres, 
on  ne  peut  plus  employer  le  développement  d’une  fonction 
en  une  suite  infinie  ; à moins  d’être  certain  qu’en  se  bornant  à 
un  nombre  limité  de  termes  de  ce  développement , on  pourra 
obtenir  une  valeur  aussi  approchée  qu’on  le  voudra  de  la 
fonction  qu’il  représente.  Nous  passerons  donc  sous  silence 
les  autres  applications  qu’on  a faites  de  cette  méthode  pour 
arriver  immédiatement  à l’exposition  de  quelques  principes 
généraux  sur  les  séries  , dont  nous  ferons  ensuite  l’application 
aux  développements  que  nous  nous  sommes  proposé  de  faire 
connaître. 
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Principes  sur  la  convergence  des  séries. 

488.  Considérons  une  série  quelconque 

(i)  + u,  + «.  + “3- • • -f  w«  + etc. 

u,  désignant  le  terme  qui  en  a n avant  lui , et  qui  est  ce 
que  l’on  nomme  le  terme  général  de  la  série. 

Représentons  par  sn  la  somme  des  n premiers  termes  de 
cette  série.  Suivant  les  définitions  que  nous  avons  données 
dans  le  numéro  257,  si , pour  des  valeurs  de  plus  en  plus 
grandes  de  n,  la  somme  sn  s’approcbe  indéfiniment  d’une 
certaine  limite  fixe  s,  ou  dit  que  la  série  est  convergente. 
Dans  ce  cas  la  limite  s est  ce  que  l’on  nomme  la  somme  de 
la  série.  Si , au  contraire,  n croissant  indéfiniment , la  somme 
s„  ne  s’approche  d’aucune  limite  fixe,  la  série  est  divergente 
et  n’a  pas  de  somme. 

489.  Dans  le  cas  où  la  série  (t)  est  convergente , il  faut 
que  , si  l’on  donne  à n une  valeur  suffisamment  grande, 
les  sommes  sn , fa+I , s„+,,  sn+ 3 , etc. , n’aient  entre  elles  que 
des  différences  très  petites,  puisqu’elles  doivent  différer 
toutes  très  peu  de  la  somme  s de  la  série.  Or  on  a 

Sn—  Wo4-“.  + B—i, 

Sn+,  = Uo+u, 

S.+J  = «„+«,+«, 4*  «n-,  + «»  + “«+1  , 

■*«+3  ==  Uo  4*  ui  4"  ui  • • • • +“»-,+«■  + “«+1  4*  un+i  > 

etc.  . . 

■j 1 ' 

d’où  l’on  conclut 

, Sn-+i  'tfl+ï— , ^,4.3  ^0^.3— , CtC., 

Ainsi,  pour  que  la  série  soit  convergente,  il  faut  d’abord  qu’en 
donnant  à n une  valeur  suffisamment  grande,  tous  les  ternies 
de  la  série,  à partir  de  un  , puissent  devenir  moindres  qu’une 
quantité  aussi  petite  qu’on  le  voudra. 
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*»+»  + j«h-3 ■f» «a  -H  u„+,  -J-  UH+1  f etc., 

il  faut  encore  que , pour  une  valeur  suffisamment  grande  de  n 
les  sommes  des  quantités  ua  , «B+t , , etc. , prises  en  tel 

nombre  que  l’on  veut , à partir  de  u„  , soient  toutes  moindres 
qu’une  quantité  aussi  petite  qu’on  le  voudra. 

Réciproquement , lorsque  toutes  ces  conditions  sout  rem- 
plies , la  série  (i)  est  convergente  ; car  alors  les  sommes  s„, 
> Ja+j  , etc.  , pouvant  devenir  aussi  peu  différentes 
les  unes  des  autres  qu’on  le  veut , ces  sommes  convergent 
nécessairement  vers  une  limite  très  peu  différente  de  sn. 

490.  Supposons  que  les  termes  de  la  série  (i)  n’aient  pas 
tous  le  même  signe , et  désignons  les  valeurs  numériques  de 
ces  termes  par 

(2)  ü0,  U,,  U,,  U3 , etc. 

Il  est  facile  de  voir  que,  toutes  les  fois  que  ces  quantités 
formeront  une  série  convergente,  la  série  (i)  sera,  à plus  forte 
raison , convergente  ; car  la  série  (2)  étant  convergente , il 
s’ensuivra  que  les  sommes  des  quantités  U„,  UB+I , U,^,,  etc., 
prises  en  tel  nombre  que  l’on  voudra , à partir  de  la  première, 
pourront  devenir  moindres  que  toute  limite  assignable,  si 
l’on  donne  à n une  valeur  suffisamment  grande.  La  même 
condition  aura  donc  lieu,  à plus  forte  raison,  pour  les  sommes 
que  l’on  obtiendrait  en  substituant  aux  quantités  ci-dessus  les 
quantités  a, , mb+i  , ua+2}  etc. , qui , par  hypothèse  , ont  res- 
pectivement les  mêmes  valeurs  numériques  que  les  précé- 
dentes , sans  être  toutes  positives. 

491.  Supposons  maintenant  que  la  loi  des  termes  de  la 
série  (2)  soit  telle  que , pour  des  valeurs  croissantes  de  n , le 

rapport  converge  vers  une  limite  déterminée  Si  la 

quantité  ? est  plus  grande  que  1 , les  séries  (1}  et  (2)  seront  di- 
vergentes ; car,  en  choisissant  à volonté  une  quantité  r com- 
prise entre  1 et  ç , et  par  conséquent  plus  grande  que  1 , on 
"l'Edit.  3/ 
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pourra  assigner  une  valeur  de  n telle  que , pour  toutes  les 
valeurs  plus  grandes , le  rapport  ci-dessus  soit  constamment 
plus  grand  que  r;  alors  les  termes  de  la  série  (2),  à partir 
de  U„ , iront  en  augmentant.  Si,  au  contraire,  la  limite  ç 
est  plus  petite  que  1 , la  série  (2)  et  par  suite  la  série  (1) 
seront  convergentes.  Car , en  choisissant  à volonté  une  quan- 
tité r comprise  entre  1 et  ç , et  par  conséquent  plus  petite 
que  1 , on  pourra  assigner  une  valeur  de  n telle  que  , pour 

toutes  les  valeurs  plus  grandes  , le  rapport  soit  cons- 

'-'n 

tamment  inférieur  à r.  Alors,  les  termes  de  la  série  (2)  à 
partir  de  U„  , savoir  : 

U„,  L«+, , UB+Î,  U„+3,  etc., 

seront  , à l’exception  du  premier,  tous  inférieurs  aux  termes 
correspondants  de  la  progression  géométrique 

ü„,  ü.r,  U„r’,  U„r3,  etc.  ; 

et  comme  il  est  toujours  possible  d’assigner  dans  cette  pro- 
gression , dont  la  raison  est  plus  petite  que  1 , un  terme  tel 
que  les  sommes  formées  avec  les  termes  suivants  en  tel  nombre 
que  l’on  veut,  soient  moindres  q ie  toute  quantité  assignable, 
la  même  chose  aura  lieu,  à plus  forte  raison , pour  la  série  (2). 
Cette  explication  fait  voir  en  même  temps  , qu’en  prenant  la 
somme  des  n premiers  termes  de  la  série  (2)  pour  une  valeur 
approchée  de  la  somme  de  la  série  , l’erreur  sera  moindre 
U„ 

qUC  ^ r 

Dans  le  cas  où  les  termes  de  la  série  (1)  sont  alternative- 
ment positifs  et  négatifs , on  a vu  ( n°  258)  que  la  série  est 
toujours  convergente,  si  les  termes  décroissent  de  manière  à 
devenir  moindres  que  toute  quantité  assignable. 

492.  Considérons  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  d’une  quantité  variable  x et  que  nous  rcpré- 
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«enterons  par 

(3)  a0  + a,x  a,x*  + a3*J  -+-  etc. , 

(4)  b0  4-  b,x  + b,x%  4-  é3x3  4-  etc. , 

Soit  sn  la  somme  des  n premiers  termes  de  la  première  série, 
et  s'n  la  somme  des  n premiers  termes  de  la  seconde  série  , de 
sorte  qu’on  ait 

=«o  4-  otx  4-  a,x% 4- 

s'n  = b0  4-  6,x  4-  ft.r1 ■+•  ; 

et  concevons  que  l’on  multiplie  entre  elles  les  expressions  de*» 
et  de  s'M.  En  prenant  les  termes  du  produit  dans  lesquels 
l’exposant  de  x sera  moindre  que  n , et  désignant  la  somme  de 
ces  termes  par  s"n , on  aura 

(5)  s"ne=a0b0+[aib0+afl]x+[a,b0+albi+aj),'}x%  4- 

4-0«-A+a«-A-  • • +a,bM+a0ba_,]x*-‘ . 

I<es  termes  qui  composent  la  somme  s"n  pourront  être  consi- 
dérés comme  les  n premiers  termes  d’une  série  dont  le  terme 
général  aura  pour  expression 

(6)  [«A  4-  ^n-, b, 4-  a, b.-,  4-  a0bn]xn. 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer  que,  si,  pour  une  valeur 
particulière  de  x,  les  séries  (3)  et  (4)  étant  uniquement  compo- 
sées de  termes  positifs , sont  convergentes  et  ont  respective- 
ment pour  sommes  s et  s',  la  série  dont  le  terme  général  est 
l’expression  (6)  sera  aussi  convergente  et  aura  pour  somme 
sXs'i  et  la  même  propriété  aura  lieu  si,  les  termes  de  ces  sé- 
ries n'étant  pas  tous  positifs,  chacune  d’elles  ne  cesse  pas  d’être 
convergente  quand  on  change  les  signes  des  termes  négatifs . 

Supposons  d’abord  que  les  termes  des  séries  (3)  et  (4) 
soient  tous  positifs.  Dans  ce  cas  on  voit  immédiatement  que 
l'on  a 

< vV 

D’un  autre  côté  , en  désignant  par  m le  nombre  entier  égal  à 


lorsque  n est  un  nombre  impair , et  à • 


’ lorsque  n 


34.. 
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est  un  nombre  pair,  oh  reconnaît  sans  peine  que  le  produit 
des  deux  sommes  et  s'm+1  ne  donnera  que  des  termes  dans 
lesquels  l’exposant  de  x sera  moindre  que  n;  de  sorte  que  ces 
termes  se  trouvent  tous  compris  dans  l’expression  de  s"„; 
donc  on  a 

s n J«+i*  m+i • 

Mais  si  l’on  conçoit  que  le  nombre  n croisse  indéfiniment,  le 
nombre  m croîtra  aussi  indéfiniment,  et  les  sommes  sa  et 
sm+i  convergeront  l’une  et  l’autre  vers  la  limite  s,  en  même 
temps  que  les  sommes  s’M  et  /m+,  convergeront  vers  la  li- 
mite s'.  Donc  la  somme  s"n,  qui  est  comprise  entre  les  deux 
produits  sns'n  et  , convergera  vers  la  limite  ss’. 

Supposons  actuellement  que  les  diilérents  termes  des  sé- 
ries (3)  et  (4)  conservant  les  mêmes  valeurs  numériques , tous 
ces  termes  ou  quelques-uns  d'entre  eux  changent  de  signe.  Il 
suit  de  l’explication  qui  vient  d’être  donnée,  que  dans  le  cas 
où  tous  les  termes  sont  positifs  , si  l’on  fait  croître  indéfini- 
ment le  nombre  n , la  différence  s.f'n  — s"M  convergera  vers 
zéro.  Or  cette  différence  se  compose  de  tous  les  termes  du 
produit  sms'n  dans  lesquels  l'exposant  de  x est  plus  grand 
que  n — i ; de  sorte  qu’on  a 

n—au— J>m—\X2n  "4“  . . . .; 



Donc , si , pour  des  valeurs  croissantes  de  n , la  différence 
sns'n  — s",  converge  vers  zéro  lorsque  tous  les  termes  qui  la 
composent  ont  le  signe  -f-  » la  même  chose  aura  encore  lieu  si 
tous  les  termes  , ou  quelques-uns  d’entre  eux  , changent  de 
signe,  en  conservant  les  mêmes  valeurs  numériques.  Par  con- 
séquent la  série  dont  le  terme  général  est  l’expression  (6)  sera 
encore  convergente  et  aura  pour  somme  ss'. 
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Démonstration  de  la  formule  du  binôme  pour  un 
exposant  quelconque. 


493.  Soit  la  série 


(.)  i+mx  + ™{m~  + ?(™-i)(™-a)  r, 

' " 1.2.3 


1.2 


+ etc.y 


dont  le  terme  général  est 

(a)  m{m—  i)(m  — 2).  ,.(w-Btfi)  a 

1.2.3. . .n  x ’ 

4 

Lorsque  m est  un  nombre  entier  positif , cette  série  se  réduit 
à un  polynôme  composé  d’un  nombre  fini  de  termes  , et  elle 
a pour  somme  (i  + x)m.  Supposons  que  m soit  fractionnaire 
ou  négatif,  et  cherchons  quelles  sont  les  conditions  néces- 
saires pour  que  la  série , qui  se  compose  alors  d’un  nombre 
infini  de  termes,  soit  convergente. 

En  désignant  par  u.  le  terme  qui  en  a n avant  lui , et  par 
“«+,  le  terme  suivant , on  a 


m — n 


ou 


‘ > Un 


un  n-f-1  ’ 

Or , si  l’on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  n , la  fraction 


« -h  - 

n 


m 
n 


'+n 


convergera  vers  l’unité  ; donc  la  valeur  numérique  du 


rapport  aura  pour  limite  la  valeur  numérique  de  x.  Par 

conséquent  la  série  (i)  sera  convergente  pour  toutes  les  va- 
leurs de  * comprises  entre  + .ct_,;  elle  sera  divergente 
toutes  les  fois  que  la  valeur  numérique  de  x sera  plus  grande 
que  l’unité  (n°49l). 
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pour  déterminer  la  somme  de  la  série  (i),  dans  les  cas  où 
elle  est  convergente  , concevons  que  l’on  attribue  à m deux 
valeurs  différentes  h et  k , la  série  proposée  se  changera  suc- 
cessivement dans  les  deux  suivantes  : 


(3) 

(4) 


,+tx  + + «,c. 


I .2 


1+4*+fci)x>4 


I . 2 


.*(*—  + «K. 

i .a. 3 


Si  l’on  multiplie  entre  elles  ces  deux  dernières  séries , il  en 
résultera  une  nouvelle  série  dont  le  terme  général  sera 


r *(*-!)•  ••*-»+«)  I n+2)  k 

(5)  |_  1.2. ..n  + 1 .2. . .(n — i)  l**"'"' 

h *(*-»)...(*— n+ a)  . 

‘ i 1.2. . (n—  i)  1.2. ..n  _P 


Cette  série  sera  aussi  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  -f- 1 et  — i (n°499).  De  plus,  si  l’on  représente 
la  somme  de  la  série  ( i ) par  ç (m) , celle  de  la  série  (3)  sera 
ç(h) , celle  de  la  série  (4)  sera  $>(Ar) , et  la  série  dont  le  terme 
général  est  l’expression  (5)  aura  pour  somme  $>(A)x^(A). 

Supposons  maintenant  que  h et  k deviennent  des  nombres 
entiers  positifs.  Dans  ce  cas  les  séries  (3)  et  (4)  sont  composées 
d’un  nombre  fini  de  termes  , et  elles  ont  respectivement  pour 
sommes  (i+ar)*  et  (i-f-a:)*;  par  conséquent  la  série  dont  le 
terme  général  est  l’expression  (5)  est  aussi  composée  d’un 
nombre  limité  de  termes , et  elle  a pour  somme  (i  ; 

d’où  il  suit  que  l’on  a pour  toutes  les  valeurs  entières  et  posi- 
tives de  h et  k 


h(h — i). . .( h — n-H)  h(h — i).  . .(/* — n-|-2)  k 

1.2. J .n  1.2. ..(n — i)  i , * 

, hk(k — i )...(* — n-f-3)  , H&1 — t).  • «(A—n+i) 

« • I T **  ' r , " ’ v — — “f-'  ' * 

i i.2.**(n — i)  1.2.  ..n 

t (A+A)(A+'A — i) . , .(h+k — n+i) 

i .2. . . n 
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Pour  que  cette  dernière  e'galité  soit  vérifiée  par  toutes  les 
valeurs  entières  positives  des  nombres  h et  k,  il  faut  nécessai- 
rement que  les  deux  membres  soient  des  expressions  tout-à- 
fait  identiques  ; d’où  il  suit  que  l’égalité  a lieu  pour  des  valeurs 
quelconques  de  h et  k.  En  effet,  les  deux  membres  étant  des 
fonctions  entières  de  h et  de  k , du  degré  n , si  l’on  développe 
les  opérations  indiquées  et  qu’on  ordonne  ensuite  chaque 
membre  par  rapport  à k , on  aura  une  égalité  de  cette  forme  : 

A„  -f-  A xk  -f-  A,!1  -f-  etc.  “ B0  -f-  -f-  etc. 

Les  coefficients  A0,  A,,  A»,  etc. , B0,  B,,  B,  , etc.  , seront 
des  fonctions  entières  de  h , et  les  deux  membres  ne  contien- 
dront que  les  puissances  de  h inférieures  à la  (nfi)*'*', 
Supposons  qu’on  ait  donné  à h une  valeur  fixe  , choisie  ar- 
bitrairement ; la  dernière  égalité  devant  avoir  lieu  pour  toutes 
les  valeurs  entières  positives  de  k , il  faudra  que  l’on  ait 
A0=B0,  A,  = B, , A,=BJI  etc.  ; car  si  ces  conditions  n’avaient 
pas  lieu , en  réunissant  tous  les  termes  dans  un  seul  membre  , 
on  aurait  une  équation  du  degré  n , à une  seule  inconnue  k , 
qui  ne  pourrait  être  vérifiée  pour  plus  de  n valeurs  différentes 
de  k , ce  qui  est  contraire  à la  supposition.  Observons  main- 
tenant que  cette  conclusion  devant  avoir  lieu  quelle  que  soit 
la  valeur  de  h,  pourvu  qu’elle  soit  un  nombre  entier,  on 
peut  appliquer  aux  équations  A0  = B0)  A,  = B1,  etc.,  un 
raisonnement  semblable;  par  conséquent  celles-ci  doivent 
être  aussi  vérifiées  pour  toutes  les  valeurs  de  h. 

Il  suit  de  cette  démonstration  que  la  série  dont  le  terme 
général  est  l’expression  (5)  est  toujours  composée  avec  h-{-k 
comme  les  séries  (3)  et  (4)  sont  composées  respectivement  avec 
h et  avec  k;  ainsi  les  sommes  des  deux  dernières  séries  étant 
exprimées  par  ç{h)  et  , la  somme  de  la  série  dont  le  terme 
général  est  l'expression  (5)  sera  ç(h-\-k);  et  puisque  cette 
somme  est  aussi  égale  à ç(h)Xq>(k)  on  aura 

(6)  9(h)x<p(k)  = <p(h  + k). 
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En  remplaçant  dans  cette  équation  k par  k-\-l,  on  obtient 
<p(A)  X <P(k)  X ç{l)  —<p(h  4-  A -f- 1). 

On  aura  donc,  en  considérant  un  nombre  quelconque  de 
quantités  h,  k , l , etc.  , 

<p(h)  X ?>(A)  X ç(l)  X etc.  =p(A-f-  k -f-  / + etc.). 


Si  l’on  suppose  les  quantités  h , k , l,  etc. , toutes  égales  à 
une  fraction  positive  - , et  que  le  nombre  de  ces  quantités 
soit  q , il  viendra 

[<f)J  =*i»,  d’°ù  ?(-)=[W)^ 

Or,  p étant  un  nombre  entier,  <p(p)  ne  sera  autre  chose  que 
(1  -f-ar)1’.  On  aura  donc 

En  supposant  dans  l’équation  (6)  k=s — h , on  trouve 
$(o)  = ç(h)  X <P(  — h)  ; 

or,  pour  m = o,  la  série  (i)  se  réduit  à i ; d’où  il  suit  que 
<p(o)  = i ; la  dernière  équation  donne  donc 


*(  h)  ~ m ‘ 

D’ailleurs  on  vient  de  voir  que  <p(h)  = (t  +r)‘;  on  a donc 


<p(-h)  = - 


i,  ou  <p(— A)  = (i  -f-x)"*. 


(i+x)1" 

Il  est  donc  démontré  que  , lorsque  x est  compris  entre  i 
et  — i , on  a pour  toutes  les  valeurs  de  m 

m(m — i)  , m(m — i)(m — 2)  , . 

(,)(i  + x)”=  1 + mx+  4-  x3-f-etc. 


494.  La  formule  (7)  peut  être  employée  avec  avantage  pour 
les  extractions  de  racines.  Supposons  que  l’on  ait  à calculer  la 
racine  niim'  d’un  nombre  p.  En  posant p=y±z,  on  aura 
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- y z\n 

pn=Jrn^i±-J  ; or  si  l’on  choisit  les  nombres  z et  y de 
manière  que  le  second  soit  plus  grand  que  le  premier,  et 

I 

que  jm  soit  une  quantité'  rationnelle , la  formule  (7)  donnera 


con- 


le  de'veloppement  de  l’expression  eI»  une  série 

vergente;  on  obtiendra  une  valeur  approchée  de  cette  expres- 
sion en  calculant  la  somme  d’un  nombre  suffisant  de  termes 
de  la  série  à partir  du  premier,  et  il  ne  restera  plus  qu’à 
multiplier  cette  valeur  approchée  par  la  quantité  ration- 
1 

nelle  y". 


498.  Quand  on  emploie  la  formule  (7)  à ces  sortes  d’appli- 
cations , il  ne  suffit  pas  de  savoir  que  la  série  qui  forme  le 
second  membre  est  convergente  ; il  faut  avoir  des  limites  de 
l’erreur  que  l’on  commet  en  ne  prenant  qu’un  nombre  limité 
de  termes  de  la  série. 

Pour  trouver  ces  limites , considérons  d’abord  le  cas  où  x 
est  positif,  et  comme  la  valeur  de  x doit  être  plus  petite 

que  1 , représen  tons-la  par  ^ ; a sera  un  nombre  plus  grand 
que  1. 

Si  l’on  désigne  par  N le  terme  de  la  série  qui  en  a n avant 
lui,  la  quantité  par  laquelle  il  faudra  multiplier  N pour  avoir 
le  terme  suivant  sera 

m — ni 

n -4-  1 a‘ 


Cette  quantité  peut  être  d’abord  positive  , mais  elle  devient 

négative  dès  que  l’on  a n^>m.  Quand  cette  condition  est 

, . . m — n n — m 

remplie  , la  traction ou ■ — , ou  encore. . . . 

r n + 1 n+  1 

— — "^-^"7)’  a une  va^eur  inférieure  à l’unité  ; par  con- 


\ 
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séquent  la  valeur  numérique  du  rapport  ci-dessus  est  plus 

petite  que  La  suite  des  termes  de  la  série  , à partir  de  N, 

peut  s’écrire  ainsi  : 


N~N(i 


ttj+ 1 


n + 


r)M- 


m+iy  tt»+i\  1 

re+i  À'  71  + 2/ a* 


— etc. 


Comme  ces  termes , qui  vont  en  décroissant , sont  alternati- 
vement positifs  et  négatifs , leur  somme  est  plus  petite  que  N , 

et  elle  est  plus  grande  que  N — N^i — â'  ^'erreur  Hue 

l’on  commet  en  ne  prenant  que  les  termes  qui  précèdent  N 
est  donc  comprise  entre  ces  deux  limites. 

Supposons  maintenant  x négatif , et  posons  x — — La 

somme  des  termes  de  la  série , à partir  de  celui  qui  en  a n 
avant  lui,  sera 


Cette  somme  est  évidemment  moindre  que  celle  de  tous  les 
termes  de  la  progression  géométrique  indéfinie 

N + N-+N  -i-  + etc.  ; 
a a 


et  elle  est  plus  grande  que  celle  de  tous  les  termes  de  la  pro- 
gression indéfinie 


etc. 


Na  Na(n+i) 

Or  les  sommes  de  ces  progressions  sont  — - et 

L’erreur  que  l’on  commet  en  ne  prenant  que  les  termes  de  la 
série  qui  précèdent  N est  donc  comprise  entre  ces  deux 
quantités. 

Si,  après  avoir  calculé  la  somme  des  termes  qui  précèdent  , 
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on  prend , pour  la  somme  des  termes  à partir  de  N , la  moitié 

de  la  somme  des  deux  fractions  — — et  Na(n-t-i) 

a—  i (n+i)a-(n-m)' 

l’erreur  sera  moindre  que  la  moitié  de  la  différence  de  ces 

fractions  ; ce  qui  donne  pour  la  limite  supérieure  de  l’erreur 

Na(m-f-i)  ou  Na(w-H)  

2(a—  »)[(«+ » )a— (n— m)]  2 («—  i ' ) [«(«—  0 + m +a]  * 

Nous  avons  supposé  l’exposant  m positif;  mais  on  détermi- 
nerait de  la  même  manière  les  limites  des  approximations 
fournies  par  la  série  qui  résulte  du  développement  de  ( 1 -f-x)-"*. 


496.  Quand  on  veut  appliquer  la  formule  (7)  aux  extrac- 
tions de  racines  , on  peut  remplacer  d’abord  m par  il  vient 
alors 


n 2 n*  a.3 .n3  2.3.4-h* 

Si  dans  la  formule  (7)  on  remplace  m par  — m , il  vient 

( 1 -f-x)-*=  r— mx-f  -i — — — v--  - ■ T....V  . etc 

1.2  1.2.3 

En  supposant  m = 1 , et  en  changeant  x en  — x , on  retrouve 
la  formule  qui  donne  la  somme  des  termes  d’une  progression 
décroissante  par  quotient,  prolongée  indéfiniment  ; savoir  : 

( 1 — x)-’  = 1 4-  x -j-  x*  4-  x3  -f-  etc. 


Développements  en  séries  des  exponentielles  e*  et  a*, 
et  de  l{  1 +x). 


497.  Si  dans  la  formule  qui  donne  le  développement  de 
(1  -f-x)",  on  remplace  x par  «x  et  m par  - , on  aura  pour  toutes 

CL 

les  valeurs  de  «x  compris.es  entre  -f-  i et  — 1 , et  par  consé- 
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quent  pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  -J-  - et 

i I 
- m’ 

1 * 3 

(i+«x)*  = i+x-f-— («•—' *H — T (>—<•)( >— etc. 

2 1.2.0 

Si  l’on  suppose  que  a décroisse  indéfiniment , on  trouvera 
en  passant  aux  limites,  et  pour  toutes  les  valeurs  de  * com- 
prises entre  — oo  et  -f-oo, 

lim( i + «x)*  = i -f-  x + — -J-  -f-  etc. 

2 2.3 

Eu  supposant  dans  la  dernière  formule  x = i , on  obtient 

i 

ftro  (i  -f-  •)*  = i + i + - -^5  + etc. 

2 2.0 

La  série  numérique  qui  forme  le  second  membre  de  cette 
égalité  a pour  somme  le  nombre  que  nous  avons  désigné  par  e 
dans  le  n°  257,  et  dont  on  peut  obtenir  une  valeur  aussi 
approchée  qu’on  le  veut.  On  a donc 

i 

lim  (i  +»)*=e. 

On  conclut  de  là , en  remplaçant  • par  «x, 

I 

lim  (i  -j-  -x)‘ur=  e. 

Donc 

lim  ( i -f-  «x)  “ = lim  C(  i + = e x. 

On  a donc 

(i)  i 4-  x+^+  — + - ^y-7  4-  etc. 

Cette  formule  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  11  est 
d’ailleurs  facile  de  s’assurer , au  moyen  du  principe  du  n°  491 , 
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que  la  se'rie  qui  compose  le  second  membre  est  toujours 
convergente. 

498.  Soit  a une  quantité  positive  quelconque  , eu  indi- 
quant par  la  lettre  l les  logarithmes  dont  la  base  est  e , on  a 
a = eu  ; d’où  ax=ex,a  ; donc 

(xla)%  , (xlà)  3 

(a)  a*  = 1 -f-  xla  +■  1 -J-  - -f-  etc. 

1.2  1.2.3 

499.  La  formule  du  développement  de  (1  -4-  x)m  donne 

-fx)" — i x*  , . x’,  y m\  x*  / m\/  m\  , 

— — (,-'”)-t-T(,-’”V-7)-  TC— )(- TX''ï)+elc- 


Si,  dans  cette  dernière  équation,  on  suppose  que  m converge 
vers  zéro , on  trouve  en  passant  aux  limites,  et  pour  toutes  les 
valeurs  de  x comprises  entre  -f- 1 et  — 1 , 


(1  -l-xj"1 — 1 x-  , x1  x^  , 

hm  =s  x — h -5 T + etc. 

m 234 

D’un  autre  côté , on  a 

( 1 +x)m=em;C-,-*)=  1 -f  ml{  1 -f-x)  1 etc> 

2 2.3 

d’où  l’on  tire 


( 1 -fx)m — 1 


m 


:/(l+x)-f 


ml‘(i+x)  ' m‘P(  1 4-x) 


2.3 


4- etc. 


Et  en  faisant  converger  m vers  zéro , on  trouve 


fcm.  =<(,  +«) , 


m 


on  a donc 


(3)  /(t-fx)  =x  — y — ^--f-etc. 


La  dernière  formule  subsiste  tant  que  la  valeur  numérique 
de  x est  inférieure  à l’unité  ; et  il  est  facile  de  voir,  au  moyen 
du  principe  du  n°  491,  que  , dans  ce  cas , la  série  qui  forme  le 
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second  membre  est  convergente.  Mais  cette  série  devient  diver- 
gente dès  qu’on  suppose  la  valeur  de  x supérieure  à l’unité , et  - 
l’équation  (3)  cesse  d’avoir  lieu.  Dans  le  cas  particulier  où  l’on 
fait  x = i , le  second  membre  devient  i — î 4-  5 — etc.  ; or 
on  a vu  que  cette  série  est  convergente  ( n”  838)  ; on  a donc 

/(2)=i-i  + *-i  + etc. 

Quand  on  fait  x = — 1 , le  second  membre  de  l’équation  (3) 
devient  — 1 — 4 — •§  — j — etc.  ; or  on  a vu  que  la  somme 
des  quantités  1 , , etc. , en  nombre  infini , a une  valeur 

infinie  (n°  838)  ; la  formule  (3)  donne  donc  Z(o)  = — 00,  ce 
qui  est  exact. 

Si  dans  la  formule  (3)  on  pose  x = en  observant  que 
^ = ^ — /(n  4.  j ) — ln,  on  trouvera 


(4)  Z(B+i)  = /B  + i— 3^r-etc- 

Cette  formule  pourra  servir  à calculer  les  logarithmes  des 
nombres  entiers  consécutifs. 

En  changeant  dans  la  formule  (3)  x en  — x,  on  obtient 


donc 


. . , X*  X3  xi 

l (1  x)  = x — - etc.  ; 

4-  *)  — l (1  — X)  = 2^x  4*  -j*  4-  -g-  4-  etc. 


, il  viendra  , 


/(» 

et  si  l’on  pose  ii-ï  , d’où  x — 

v 1 — x n m 4-  n 

pour  toutes  les  valeurs  positives  de  m et  de  n , 
m , . rra  — n . i/n* — n\3  . i/m — n\s  . 

I --  = &»-/«=*  + &r+~n  ) +i^+J  +ettJ 

En  faisant  m = n ■+■  a , on  aura 

'("+*)  = ln  + 2(^T1+  '3  + 5 + etc)’ 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  DIX-HUITIÈME. 


543 


«t  pour  z—  1 , 

l(n  -f.  1)  — In  -f-  z( - ( 1 4.  etc  \ 

\an  + 1 ^ 3(a«-f-i)ï  + etc7* 

La  dernière  formule  pourra  être  employée  préférablement  à 
la  formule  (4). 

800.  Les  diverses  formules  que  nous  venons  d’établir  pour 
le  calcul  des  logarithmes  ne  donnent  que  les  logarithmes  né- 
périens. Si  Ton  veut  avoir  les  logarithmes  vulgaires , il  faudra 
multiplier  ceux  qu’on  trouvera  au  moyen  de  ces  formules  par- 
le module  (n°  893).  En  désignant  ce  module  par  M,  ou 
aura  , d’après  la  formule  (3) , 

(5)  log(i  -f-  x)  = M(.c — — ~ — etc.), 

2 3 

et  d’après  la  formule  (4), 

(6)  1o8(»  + 0-1o8»=m(1-JL.(-_L  _cKy 

Évaluation  des  erreurs  qui  résultent  de  la  proportion 
à laquelle  on  a recours  pour  calculer,  au  moyen 
des  tables,  le  logarithme  d’un  nombre,  ou  le 
nombre  correspondant  à un  logarithme. 


801.  Soient  n un  nombre  entier  quelconque,  d une  quan- 
tité plus  petite  que  l’unité,  et  M le  module  par  lequel  il  faut 
multiplier  les  logarithmes  népériens  pour  obtenir  les  loga- 


rithmes vulgaires.  Puisqu’on  a log  (n-f-rfj—lognslogA 


, d 

on  trouve  en  remplaçant  x par  - , dans  la  formule  (5)  du 
n°  499. 


log(n  + d)  — logn  = M f- --  + ^-7  — etc.\ 

\n  2 ri1  3 n3  J 
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Si  le  nombre  n est  très  grand,  les  termes  etc.,  se- 

2 n in 

d 

ront  tous  très  petits  comparativement  au  terme  - ; on  pourra 

donc  obtenir  une  valeur  fort  approchée  de  la  différence 

log(n-j-d)  — logn,  en  se  bornant  au  seul  terme  M Comme 

cette  valeur  est  proportionnelle  à la  quantité  d , il  s’ensuit  que , 
pour  des  nombres  suffisamment  grands,  les  différences  des 
logarithmes  sont  à très  peu  près  proportionnelles  aux  diffé- 
rences des  nombres  ; ce  qui  justifie  le  procédé  que  nous  avons 
indiqué  dans  le  n°  301. 

On  peut  aisément  obtenir  une  limite  de  l’erreur  que  l’on  com- 
met en  calculant  par  ce  procédé  la  différence  log(n-f-d)— log  n. 
A cet  effet  posons 

log(«  + d)—  logn  = ^ et  log(n  + t)— logn=A. 


On  a trouvé  dans  le  nu  800 

log(„+i)_logn  = MQ  -^-  + — -etc.) 
Cette  dernière  formule  donne 


M . M / î \ 

< — et  A >>  — (i ) ; 

n n \ 271/ 


et  d’après  la  formule  que  nous  avons  trouvée  plus  haut  pour  le 
développement  de  la  différence  log(n  4-  d) — log  n,  on  a aussi 


Md 

n 


et 


Md  / 


271/ 


Pour  obtenir  la  valeur  approchée  de  la  différence  log(fi-|-d)-log7t, 
on  pose  la  proportion  i : d A \x  , d’où  x=d\.  Or,  le  pro- 


Md 

duit  di  est  compris  entre  et 


et  puisque, 


d’après  les  inégalités  ci-dessus,  la  vraie  différence  est  com- 
prise entre  — et  ~ ^t —^),  elle  est  comprise  à fortiori 

Md  Md  / i \ „ „ 

entre et ( t ).  Donc  1 erreur  que  1 on  commet  en 

n n \ 2/1/ 
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prenant  da  au  lieu  de  est  moindre  que  la  différence 

Md  _ Md  / i_\  Md 

n n V ?-«/  2rta* 

En  cherchant  parmi  les  logarithmes  népériens  qui  se  trou- 
vent dans  les  tables  de  Callet , le  logarithme  de  ro  , ou 
trouve  qu’il  est  égal  à 2,3o258....  , et  en  divisant  l’unité 
par  ce  logarithme,  on  a M = o,43..  par  conséquent, 
lorsque  le  nombre  n est  plus  grand  que  10000  , la  fraction 

dans  laquelle  d exprime  une  quantité  moindre  que  1 , a 


une  valeur  moindre  que 


0,43. 


cette  valeur  est  donc 


200000000 

moindre  que  le  quart  de  l’unité  décimale  du  8*  ordre.  L’erreur 
que  l’on  commet  en  prenant  d&  pour  la  valeur  approchée  de  / 
ne  peut  doiic  pas  influer  sur  les  sept  premières  décimales  du 
logarithme  demandé.  ..  . 

On  peut  aussi  déduire  des  relations  ci-dessus,  une  limite 
de  l’erreur  qui  résulte  de  la  proportion  qu’on  établit  entre  les 
différences  des  nombres  et  celles  des  logarithmes,  quand  on' 
cherche  le  nombre  auquel  appartient  un  logarithme  donné.' 
Supposons  que  n et  n-fi  soient  les  nombres  dont  les  logarith- 
mes comprennent  le  logarithme  donné, que  ce  logarithme  soit 
logn-f-J1,  et  que  le  nombre  correspondant  soit  n+d.  La  valeur 
approchée  de  ce  nombre,  calculée  par  le  procédé  du  n°  SOI  sera 

^ ’ ' 
" + ainsi  l’erreur  sera  d . Or,  suivant  ce  qui  précède 


la  valeur  absolue  de  la  différence  d& — «h  est  moindre  que  ■ 

: in ■ ’ 

on  a donc 

a 2/i’a  ’ 

et  puisque  a >■  1 — on  a , à plus  forte  raison, 


d~~< 


2 n — 1 


Édit. 


35 
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Quanti  le  nombre  n est  plus  grand  que  10000,  la  fraction  — 


est  moindre  que . L’erreur  que  l’on  commet  en  prenant 

’ 20000 

le  quotient  - pour  la  valeur  de  d , n’influe  donc  pas  sur  les 
quatre  premières  décimales  du  nombre  cherché. 


802.  Quand  on  calcule  les  limites  des  erreurs  dont  nous  ve- 
nons de  nous  occuper , en  ayant  égard  à l'inexactitude  des  lo- 
garithmes donnés  parles  Tables  de  Callet,  on  reconnaît  que, 
lorsqu’il  s’agit  de  trouver  le  logarithme  d’un  nombre , on 
obtient  ce  logarithme  à moins  d’une  unité  du  septième  chiffre 
décimal } et  lorsqu’il  s’agit  de  trouver  le  nombre  qui  corres- 
pond à un  logarithme  donné,  la  caractéristique  de  ce  loga- 
rithme étant  4,  l'erreur  que  Ton  commet  dans  l’évaluation  du 

nombre  a pour  limite  ^,D  représentant  la  différence  des  loga- 
rithmes des  nombres  entiers  qui  comprennent  le  nombre  cher- 
ché, considérée  comme  un  nombre  entier.  On  pourra  consul- 
ter, pour  la  démonstration  de  ces  deux  principes , la  Note  de 
M.  Vincent  que  nous  avons  citée  (page  3i5).  On  trouvera  aussi 
dans  cette  Note  une  méthode  qui  conduit  à des  limites  moin- 
dres que  celles  que  nous  avons  obtenues  dans  le  numéro  pré- 
cédent, pour  Terreur  produite  par  la  proportion,  les  loga- 
rithmes étant  supposés  exacts. 
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DE  L’USAGE  DES  FONCTIONS  DÉRIVÉES  DANS  LES  QUESTIONS  DE  MAXIMUM 
ET  DE  MINIMUM,  ET  DE  QUELQUES  AUTRES  PROPRIÉTÉS  DE  CES 
FONCTIONS.  RECTIFICATION  DE  LA  MÉTHODE  DE  NEWTON  ü’ APRÈS 
FOURIER.  OBSERVATIONS  SUR  LES  FRACTIONS  QUI  SE  PRÉSENTENT 
SOUS  LA  FORME  £. 


De  l’usage  des  fonctions  dérivées  dans  les  questions 
de  maximum  et  de  minimum  , et  de  quelques 
autres  propriétés  de  ces  fonctions. 

605.  Soit  f(x)  une  fonction  quelconque  de  la  variable  x, 
et  supposons  que  l’on  attribue  à x une  valeur  particulière  a ; 
on  dira  que  la  valeur  correspondante  de  la  fonction  est  un 
maximum  ou  un  minimum,  si,  en  donnant  à x des  va- 
leurs suffisamment  voisines  de  a,  soit  au-dessous,  soit  au- 
dessus  , la  fonction  prend  des  valeurs  toutes  plus  petites  ou 
toutes  plus  grandes  que  pourx  = a.  Ainsi,  en  de'signant  par  h 
un  accroissement  donné  à x , pour  que  x = a détermine  un 
maximum  ou  un  minimum,  il  faudra  que  la  différence 
f (a-\-h) — f (a)  reste  toujours  négative  ou  toujours  positive, 
quel  que  soit  le  signe  de  h,  tant  que  cet  accroissement  sera 
suffisamment  petit. 

On  peut  dire  également  que  la  valeur  x = a donne  un 
maximum  ou  un  minimum  de  la  fonction,  lorsque  x crois- 
sant et  passant  par  la  valeur  a , la  fonction  cesse  de  croître 
pour  commencer  à décroître , ou  cesse  de  décroître  pour  com- 
mencer à croître. 

On  a vu  que,  lorsque  la  fonction  représentée  par  f{x)  est 

35.. 
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entière,  on  a 

+ h)  = /(«)  + /'(Û)A  + f\a)  ^ + etc. , 
ce  qui  donne 

(0  /(<*’+•  A)  —/(«)  = f'(à)K+f"(a)  + etc. 

Si  l’on  attribue  & h une  valeur  suffisamment  petite,  le  second 
membre  aura  le  signe  de  son  premier  terme.  Donc , si  fia.) 
n’est  pas  nulle  , la  différence  f(a  + h)  — /(a)  changera  de 
signe  avec  h;  et  par  conse'quent  f(a ) ne  pourra  être  ni  un 
maximum  ni  un  minimum. 

Si  f\a ) est  nulle  et  que  f"(a)  ait  une  valeur  différente  de 
zéro,  la  différence  f(a-\-h)  — fia)  aura  toujours  le  même 
signe  que  f°(à),  quel  que  soit  le  signe  de  h , pourvu  que  cette 
quantité  soit  suffisamment  petite.  Ainsi,  quand  f(a)  sera 
une  quantité  négative  , f{a ) sera  un  maximum  ; quand  f'{a) 
sera  une  quantité  positive,  f(à)  sera  un  minimum. 

Si  l’on  avait  en  même  temps-  f'(a)  = o et  /'(a)  = o , la 
valeur  x = a ne  produirait  ni  un  maximum  ni  uu  minimum 
de  la  fonction,  à moins  que  l’on  n’eût  aussi  f"(a)  — o ; dans  ce 
cas  on  aurait  un  maximum  pour  x — a,  si  f"(a)  était  une 
quantité  négative,  et  l’on  aurait  un  minimum , si  f"(à)  était 
une  quantité  positive. 

En  général,  pour  que  X—  a donne  un  maximum  ou  un 
minimum  de  f{x) , il  est  nécessaire  et  il  suffit  que , dans  la 
suite  des  fonctions  dérivées  de  f (x) , la  première  fonction  qui 
n’est  pas  réduite  à zéro  soit  une  dérivée  d’ordre  pair  ; et 
suivant  que  cette  fonction  est  négative  ou  positive  pour  x—a. 
la  valeur  correspondante  de  la  fonction  est  un  maximum  ou 
elle  est  un  minimum. 

Soit  /(x)  = x3 — qx’-f-  i5x  — 3. 

'En  égalant  à zéro  la  fonction  dérivée  du  premier  ordre  , on 
obtient  l’équation 

x1  — 6x  -f-  5 = o. 
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Les  racines  de  cette  équation  sont  1 et  5.  La  valeur  x=  i 
réduit  f\x)k  — ia;  par  conséquent  la  valeur  que  prend  f(x) 
pour  x = i est  un  maximum.  La  valeur  x==5  réduit  f"(x)  à 
-f-  12  ; donc  elle  rend  f{x)  un  minimum. 

Soit  f(x)-=xf — 3x*  -j-  3.t -f-  7. 

La  première  dérivée  de  cette  fonction  étant  3x* — 6x-f-3, 
ou  3(x — 1)*,  elle  ue  peut  devenir  mille  que  pour  x=  1.  Cette 
valeur  de  x réduit  aussi  f"(x)  à zéro,  et  y*(x)  est  un  nombre. 
Par  conséquent  la  fonction  proposée  n’admet  ni  maximum  ni 
minimum. 

Soit  encore  f(x)  =x3  — 3x*  -f-6x  -f-  7 

En  égalant  à zéro  la  dérivée  du  premier  ordre  , on  obtient 
une  équation  qui  n’a  que  des  racines  imaginaires  ; ainsi  la 
fonction  proposée  n’admet  ni  maximum  ni  minimum. 

304.  Lorsque/’ (a)  n’est  pas  nulle,  la  différence/"(a-f-A) — -/(a) 
a , pour  des  valeurs  positives  très  petites  de  A,  le  même  signe 
que  f\a).  Par  conséquent , si  l’on  donne  à x des  valeurs  crois- 
santes, la  fonction  f(x)  ira  en  croissant  tant  que  la  dérivée  f'(x) 
sera  positive,  et  elle  ira  au  contraire  en  décroissant  lorsque  la 
dérivée  sera  négative. 

803.  Supposons  quedeux  valeurs  re'ellesetine:gales  de  x rédui- 
sent f(x)  à zéro,  et  que  l’on  fasse  croître  x depuis  la  plus  petite 
de  ces  deux  valeurs  jusqu’à  la  plus  grande  ; il  faudra  nécessaire- 
ment que  la  fonction  f{x) , si  elle  est  d’abord  croissante,  de- 
vienne ensuite  décroissante;  ou,  si  elle  est  d’abord  décroissante, 
devienne  ensuite  croissante.  Par  conséquent  il  faudra  qu’en- 
tre ces  deux  valeurs  de  x il  s’en  trouve  une  qui  réduise  f (x)  à 
zéro.  C’est  aussi  ce  qu’on  voit  par  les  raisonnements  qui  ont  été 
faits  pour  la  démonstration  du  théorème  deM.  Sturm  (n°  412)  ; 
car  si  a est  une  racine  réelle  de  l’équation  f{x)-=z  o , il  a été 
prouvé  qu’en  désignant  par  h une  quantité  positive  très  petite, 
et  f{a-\~h)  ont  le  même  signe,  et  si  b est  une  autre 
racine  de  la  même  équation , on  a vu  également  que  f(b — A) 
«t  f(b  — h)  ont  des  signes  contraires;  or  , s’il  ne  se  trouve 
aucjne  racine  de  l’équation  f(x)  = o entre  a et  b , /(a  - f-  h) 
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et  f{b-~h)  auront  le  même  signe  ; donc  f'{a-\-h)  et  f'{b — h) 
devront  avoir  des  signes  contraires  ; il  y aura  donc  entre  a-f-A 
et  b — h une  racine  de  l’équation  f\x)  = o. 

Ainsi,  entre  deux  racines  réelles  inégales  dune  équation 
f (x)  = o , il  se  trouve  au  moins  une  racine  réelle  de  V équation 
f (x)  = o. 

Ce  théorème , qui  a été  découvert  par  Roux  , sert  de  base 
à une  méthode  connue  sous  le  nom  de  Méthode  des  cascades, 
que  ce  géomètre  a proposée  pour  la  résolution  des  équations. 

806.  En  écrivant  x au  lieu  de  a , dans  l’égalité  (i),  et  en  di- 
visant les  deux  membres  par  h,  on  obtient 


f(x+h)—f  (x) 
h 


:/'W  + -/'W+ 


h* 


(.2.3 


•/*(*)  + etc. 


Comme  les  fonctions  dérivées  f\x),  f(. r),  etc. , sont  entières 
par  rapport  à x , elles  ont  toujours  des  valeurs  finies , tant 
que  x ne  devient  pas  infini  ; on  peut  donc  prendre  h assez 
petit  pour  que  la  valeur  numérique  de  la  quantité 


soit  inférieure  à un  nombre  donné  i , si  voisin  qu’on  le 
voudra  de  zéro  (n°  582).  Alors  on  aura 


Ainsi , lorsque  dans  une  fonction  entière  d une  quantité 
variable,  cette  variable  reçoit  un  accroissement  tris  petit , 
le  rapport  de  V accroissement  de  la  fonction  à celui  de  la  va- 
riable est  une  quantité  finie  qui  est  à 1res  peu  pris  égale  à la 
valeur  que  prend  la  fonction  dérivée  du  premier  ordre  de  la 
fonction  proposée  pour  la  valeur  primitive  de  la  variable. 

Ou  autrement , la  dérivée  du  premier  ordre  d’une  fonction 
entière  dune  variable  exprime  la  limite  du  rapport  de  ï ac- 
croissement de  la  fonction  à l' accroissement  de  la  variable. 

807.  Lemme.  Soient  A la  plus  petite  et  B la  plus  grande 
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des  valeurs  que  reçoit  la  fonction  dérivée  f'(x)  , lorsque  x 

croît  par  degrés  insensibles  depuis  a jusqu’à  b ; et  soit  c une 

valeur  quelconque  de  x comprise  entre  a et  b.  La  valeur  du 

f(c)  _ f (a)  . . 

rapport  — sera  toujours  comprise  entre  A et  B. 

Désignons  par  i et  h deux  nombres  très  petits,  dont  le  second 
soit  tel  que  l’on  ait  pour  toutes  les  valeurs  de  * comprises 
entre  a et  b , 

/(*+^-/M>/w_.  „ #*+»)-/( ?}<r(*)  + .. 

Comme  on  a , par  hypothèse , pour  toute  valeur  de  x com- 
prise entre  o et  b,  /v(x)>A,  et  /'(*)<B,  on  aura  aussi 

/(»+*)-/.(*) >A_.  „ A *+*)-/<«> <B  + I. 

h h 

Cela  posé , concevons  que  l’on  donne  à x une  suite  de  va- 
leurs croissantes  depuis  a jusqu’à  c,  de  telle  sorte  que  la  dif- 
férence de  deux  valeurs  consécutives  soit  toujours  plus  petite 
que  h ; les  deux  inégalités  ci-dessus  seront  vérifiées  quand  on 
y mettra  l’une  de  ces  valeurs  pour  x , et  la  suivante  pour 
x -+•  h ; ainsi , en  désignant  les  valeurs  comprises  entre  a et  c 
par  les  fractions 

/(«.)  - /(«)  /(«O  - /(*,)  f(c)  - /(«.) 

~ f ‘ J • • * ———————  y 

m,  — a — <*,  c — 

seront  toutes  plus  grandes  que  A — « , et  toutes  plus  petites 
que  B -f- 1. 

Or,  toutes  ces  fractions  ayant  des  dénominateurs  positifs, 
si  l’on  divise  la  somme  de  leurs  numérateurs  par  la  somme 
de  leurs  dénominateurs , on  obtiendra  une  nouvelle  fraction 
qui  sera  elle-même  comprise  entre  les  quantités  A — t et 
B •+■  i (n®  164  ).  D’ailleurs,  cette  nouvelle  fraction  est  précisé- 
ment le  rapport 

/(<0  — /(*) 

c — a 
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Donc  la  valeur  de  ce  rapport  est  comprise  entre  A — «et 
B4-e.  Et  connue  cette  conclusion  subsiste  quel  que  petit 
que  soit  le  nombre  i , il  s’ensuit  que  ce  rapport  est  compris 
entre  A et  B. 

Corollaire  i".  La  proposition  qu’on  vient  d’établir  ne  cesse 
pas  d’avoir  lieu  quand  on  suppose  c — b. 

Corollaire  h.  Concevons  que  x passe  par  degrés  insensibles 
depuis  la  limite  a jusqu’à  la  limite  5;  la  fonction  déri- 
vée f'(x)  variera  aussi  par  degrés  insensibles  ( n°  383)  ; donc 
elle  prendra  successivement  toutes  les  valeurs  comprises  entre 
les  quantités  A et  B,  qui  sont  l’une  la  plus  petite  et  l’autre  la 
plus  grande  des  valeurs  qu’elle  reçoit  dans  cet  intervalle. 
Donc  aussi  toute  quantité  comprise  entre  A et  B sera  une 
valeur  de  f(x)  correspondante  à une  valeur  de  x comprise 
entre  a et  b.  Nous  désignerons,  d’après  Fourier,  une  sem- 
blable valeur  de  f'{x) , par  la  notation  f{a. . .b)  -,  de  cette 
manière , on  aura 


fil')  — fia) 

b — a 


= f'ia...b). 


Rectification  de  la  méthode  de  Newton,  d'après 
Fourier. 


308.  Soient  a et  b deux  nombres  qui  comprennent  une  ra- 
cine incommensurable  de  l’équation  f {x)  = o ; et  supposons 
que  chacune  des  équations  f\x)ss  o,  et  f"{x)  = o n’ait  pas 
de  racine  comprise  entre  ces  nombres. 

Pour  que  l’on  puisse  trouver  deux  valeurs  approchées  d’une 
racine  de  l’équation  f(x)  = o qui  satisfassent  à cette  condi- 
tion , il  est  nécessaire  que  celte  racine  ne  vérifie  ni  l’équation 
f’(x)  = o ni  l’équatiou  f"(x)x=o.  Mais  quand  l’équation 
f(x)  = o n’a  pas  de  racines  égales  , aucune  de  ses  racines  ne 
satisfait  à l’équation  f(x)=-  o ; et  si  les  équations  f(x)~  o 
et  f\x)  — o ont  des  racines  communes , il  faudra  substituer 
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à l'équation  f(x)  = o «leux  autres  équations  plus  simples, 
qu’on  obtiendra  en  égalant  à zéro  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  polynômes  f(x)  et  f"(x)  , et  le  quotient  de  f (x) 
par  ce  plus  grand  commun  diviseur. 

Si  l’on  substitue  chacun  des  nombres  a et  6 dans  les  trois 
fonctions  f(x),  f'{x) , /"(x) , on  aura  pour  f (x)  des  va- 
leurs de  signes  contraires , et  pour  chacune  des  deux  autres 
fonctions  on  aura  des  valeurs  «le  même  signe.  De  plus, 
on  voit  par  ce  qui  a été  dit  pour  la  démonstration  du  théorème 
de  M.  Sturm  que , si  a est  la  plus  petite  des  deux  limites  a 
et  b,  /(a)  et  y' (a)  auront  des  signes  contraires  et  f{b)  et  f\b) 
auront  le  même  signe.  Ainsi  les  signes  des  trois  fonctions  f(x), 
f'(x),  et  pour  x=a  et  pour  x = b , en  supposant 

« < 6 , ne  pourront  offrir  que  l’une  des  quatre  combinaisons 
indiquées  dans  le  tableau  ci-dessous  : 


f(x)  f'{x ) f°(x) 


(а)  - 

(б)  •+- 


+ 

+ 


+ 

+ 


(*) 


/(*)  /'(*)  /» 

f(«)  - + ~ 

|(6)  + + - 


(3) 


f(x)  f\x)  /"(x) 

)(«)  4-  — + 

1(6)  - - + 


(4) 


/(*>  /'(*)  /*(*) 

1(«)  -h  - - 

1(6)  - - - 


Considérons  le  cas  de  la  première  combiuaison. 

Soit  C la  quantité  inconnue  qu’il  faudrait  retrancher  de  la 
plus  grande  limite  6 , pour  avoir  la  valeur  exacte  de  x ; de 
sorte  qu’on  ait  f[b  — C)  — o.  Le  lemme  du  n°  807  donne 


/(6)-/(6-C) 

i 


= /'(*... 6 _<T), 


en  exprimant  par  f[b . . .b  — S)  la  valeur  de  /'(x),  pour  une 
certaine  valeur  inconnue  de  x qui  est  comprise  entre  b et 
6 — C.  On  tire  de  là,  à cause  de  f(b — C)  = o, 


(5) 


£ 


y (6) 

y\b...b-çy 


La  fonction  f"{x) , qui  est  la  première  dérivée  de  f\x) , 
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étaut  constamment  positive  entre  a et  b , il  s’ensuit  que  f'(x) 
est  toujours  croissante  entre  ces  limites  (n°  804)  , de  sorte 

que  f\b.  ..b — fi)  < f{b)  ; donc  onaf>  , d’où 
b — € ou  x<5  — 

On  déduit  ainsi  de  la  limite  b , qui  est  plus  grande  que  x, 
une  autre  limite  , b > qui  est  plus  approchée  de  x que 


la  précédente , puisqu’elle  est  moindre  que  celle-ci , et  tou- 
jours plus  grande  que  x. 

On  peut  aussi  obtenir  une  limite  moindre  que  x , et  plus 
approchée  que  a.  A cet  effet,  désignons  par  a ce  qu’il  faut 
ajouter  à a pour  obtenir  la  valeur  exacte  de  la  racine , de 
sorte  qu’on  ait  f(a-\-a)=zo.  Le  lemme  du  n°  807  donne 


Ûï±±iûi.yv....+a1 

CL 


/(«) 

^'{a. . .a-f-a)’ 


en  exprimant  par  f'(a. . .a-f-a)  la  valeur  de  f\x ) , pour  une 
certaine  valeur  de  x comprise  entre  a et  Mais  toute 

valeur  de  x comprise  entre  ces  limites  est  comprise , à plus 
forte  raison,  entre  a et  b;  ainsi  on  a f\a. . . s+sK/*^)  • de 


plus  f(a)  est  une  quantité  négative;  donc  -> 


-/(«) 
/'(*)  ’ 


d’où 


a -f-  u ou 


x > a — 


/(g) 

TW 


On  déduit  ainsi  de  la  moindre  limite  a une  limite  qui  est 
plus  approchée , puisqu’elle  est  à la  fois  plus  grande  que  la 
précédente  et  plus  petite  que  x. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  , dans  le  cas  dont  nous 
venons  de  nous  occuper , on  ne  peut  pas  appliquer  avec  certi- 
tude , à la  moindre  limite  a , la  méthode  de  Newton  telle 
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que  nous  l’avons  exposée  dans  le  n°  418  ; c’est-à-dire  que  si 
l’on  prenait , pour  la  nouvelle  valeur  approchée  de  la  racine , 

la  quantité  a — * 1»  correction  pourrait  être  fautive.  En 

effet,  il  résulte  de  la  relation  (6)  que  m est  moindre  que  "• 

par  conséquent  la  quantité  a — ^ est  plus  grande  que  x. 

*/  V / 


On  n’est  donc  pas  certain  que  cette  valeur  soit  plus  approchée 
de  x que  la  première  limite  a. 

On  reconnaît , par  des  raisonnements  analogues  à ceux  que 
nous  venons  d’exposer , que , lorsque  les  signes  de  f(x) , 
f(x),f  (x),  pour  les  limites  a et  b,  offrent  la  combinaison  (4), 
les  nouvelles  limites  de  la  racine , déduites  de  a et  de  bt  sont, 
comme  dans  le  cas  précédent, 


Lorsque  ces  signes  offrent  une  des  combinaisons  (a)  et  (3) , on 
trouve  par  les  mêmes  raisonnements  qu’il  faut  prendre  pour 
les  limites  de  la  racine 


a 


/(<*) 


b — 

i 


/<*) 

/»• 


809.  Cette  méthode  ne  laisse  rien  à désirer  sous  le  rapport 
de  la  certitude , à l’égard  du  degré  d’approximation  qu’on 
obtient  à chaque  opération  ; car  on  trouve  deux  limites, 
l'utie  moindre  et  l’autre  plus  grande  que  la  racine  cherchée, 
de  sorte  que  chaque  limite  diffère  de  cette  racine  d’une  quan- 
tité moindre  que  la  différence  des  deux  limites.  Mais  , pour 
faire  mieux  apprécier  l’avantage  de  la  méthode  , il  est  bon  de 
montrer  que  l’approximation  croît  d’une  manière  rapide. 

A cet  effet , nommons  t la  différence  des  limites  b et  a , T la 
différence  des  nouvelles  limites  b'  et  a qui  s’en  déduisent,  et 
supposons  que  ces  nouvelles  limites  soient  celles  qu’on  obtient 
dans  le  cas  que  nous,  avons  considéré  en  premier  lieu;  de  sorte 
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qu’on  aura 

h'  — h — — n — f (a) 

b ~b  /'{b)’  f\b)  ’ 

En  retranchant  ces  deux  égalités  l’une  de  l’autre  , et  rem- 
plaçant b — a par  i et  b'  — a par  f,  on  obtient 

/(*)  — /(*) 

f\b)  ’ 

mais  puisque  b — a = i,  on  a 

Ab>--fW  - f{b . . . a) , d’où  f{b)  - f{a)  = i/'(i ...  u)  J 
donc 

v • if  {b... a)  i._i[f\b)—f\b...a)] 

f(b)  f\b) 

f\b...a)  désignant  la  valeur  de  f'(x)  pour  une  certaine 
valeur  de  x comprise  entre  b et  a,  on  peut  représenter  cette 
valeur  de  f\x)  par  f'(b  — i") , et  i*  sera  une  quantité 
moindre  que  i.  Or  on  aura  * 

d’où 

f\b)  - f\b  - »")  = ïf\b  ...b-?); 

et  en  observant  que  toute  valeur  de  x comprise  entre  b et 
b — i"  est  comprise  entre  b et  a , il  viendra  enfin 
.,  _ > 

f(b)  • ■ 

Par  conséquent,  si  l’on  détermine  la  plus  grande  valeur 
numérique  de  f“(b ..  .a)  , c’est-à-dire  la  plus  grande  valeur 
que  prend  f"{x)  dans  l’intervalle  des  deux  limites  a et  b , en 
représentant  par  C le  quotient  de  cette  quantité  par  f\b), 
on  aura 

*'  < Ci’  (♦). 

Celle  dernière  relation  montre  que  , lorsque  la  quantité  i 


(*)  On  peut  démontrer  que  l’on  a «'  <|  ^Ct* , mai» , pour  cela,  il  faut  em- 
ployer les  deux  premiers  termes  de  la  série  de  Taylor. 
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sera  une  unité  décimale  fort  petite  , la  différence  i'  sera  elle- 
mcme  fort  petite  par  rapport  à i.  Toutefois  on  ne  peut  pas 
en  conclure  que  chaque  opération  doit  fournir  autant  de 
nouvelles  décimales  exactes  qu’on  en  avait  obtenues  aupa- 
ravant ; car  il  faudrait  pour  cela  que  la  quantité  C ne  surpassât 
pas  l’unité. 

11  est  facile  de  voir  que  si  , au  lieu  de  prendre  pour  la 
quantité  C la  plus  grande  valeur  numérique  de  la  fraction 

y ’ ‘ > on  Pren^  la  plus  grande  valeur  numérique  de  la 

fraction  ^ la  relation  sera  vérifiée  pour  cette 

JW’ 

valeur  de  C pendant  toute  la  durée  des  opérations  successives 
qu’on  aura  à effectuer  afin  d’approcher  suffisamment  de  la 
racine. 

Lorsque  l’on  doit  prendre,  au  lieu  des  limites  que  nous 
venons  £e  considérer,  celles  qui  sont  données  par  les  formules 

a et  b — "Crj— , on  a , entre  la  différence  de  ces  li- 

j («)  j W 

mites  et  celle  des  limites  primitives  a et  b,  la  relation  i < Ci*, 
C désignant  la  plus  grande  valeur  numérique  de  la  fraction 

--  • e*  s*  l’on  veut  ffue  cette  quantité  C une  fois  cal- 

culée conserve  la  même  valeur  dans  tout  le  cours  des  opéra- 
tions successives,  il  suffit  de  la  prendre  égale  à la  plus  grande 

, s , r . f{b ...  a) 
valeur  de  la  traction  — — * 


810.  Pour  donner  un  exemple  , reprenons  l’équation 
ftr3  — i4i*  -f-263  = o. 

On  a vu  (n°  4SI)  que  cette  équation  a deux  racines  posi- 
tives dont  l’une  est  comprise  entre  2,7  et  2,8,  et  l’autre  est 
comprise  entre  2,8  et  2,9. 

En  formant  les  deux  premières  dérivées  du  premier  membre, 
on  trouve 

J'(x)  — i8xa  — 1 4 1 ) f"(x)  = 36x. 
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La  fonction  demcc  i __  g . ainsi  l’équation  f (x)  0 

e,  elle  est  fO»««  P»“'  * T ég„,,ion  n’a  pas  dé  ™‘"“ 

, racine  «« *1 -* adéquation  /V>  = ° « 

3^=o , elle  n’est  vérifiée  11  0 n’ayant  pas  de 

Les  équation»  /£>  = ^ JJ  n,9 . 

racines  comprises  entre  1 méthode  pour  approcher  de  la 

immédiatement  usaëe  d é i tombe  entre  ces  nombres, 
racine  de  l’équation  F°P*f  * 2 g et  2(9  dans  les  trois  fonc- 

. >■»  ’ZTXiï  /■”>■ aonnc  ”6”’ 

tions  f(x)i  J ' ' 

le  tableau  ci-dessous  : /*(*) 

o + + 

2'  -4-  + + 

a’9  , d1us  grande  limite  *l9-  0"  trou: 

Ainsi  il  faudra  employer  la  P 6 3alte  de  nombres  qu 

vera  en  partant  de  ^tmone  , et  qui  en  approcheront 
seront  tous  plus  grands  q 

de  plus  en  plus.  calculée  jusqu’aux  cen- 

L,  râleur  d.  ia  t~~ JT  WJ  ^ „ „o„,eUc  .».«»> 
tièmes  est  — o,o4 , ce  qu 

approchée  de  la  racine.  y ^g6)  ca^cu\ée  jusqu’aux 

L.  «leur  d.  H *“*>»  ~T(ïm  1. 

en  ie  qui  donne  2,04  " * 
dix-millièmes  est  °>°1  ’ , racine. 

troisième  valeur  approc  ee  qu’on  obtient  à chaque 

Pour  apprécier  Vapproximation  q üons  vivante, 

correction,  afin  de  ne  prendre  dans  on  pourra 

que  des  chiffres  dont  l’exaeti  u d’abord  chercher  la 

calculer  la  quantité  C.  P°"*  ?la’foûction  dérivée  du  secon 
plus  grande  valeur  que  Pr  fonction  dérivée  etan 

ordre  entre  les  limites  2,0  e ’9’  ue  x est  plus  grand. 

36jt  , sa  valeur  est  d’autant  p us  gran  qui  puisse  être 

Ainsi  , si  l’on  veut  obtenir  u“e  opërations,  » fa0t 

employée  pendant  toute  la  d 
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prendre  la  fraction  sr  » ,na's  cetle  fraction  a une  va- 
J (21^) 

leur  fort  grande , parce  que  /'(2,8)  est  un  nombre  très 
petit. 

Comme  la  première  correction  fait  connaître  que  la  racine 

est  comprise  entre  2,8  et  2,86  , on  peut  calculer  la  quantité  C 

au  moyen  de  ces  limites , afin  d’apprécier  l’approximation 

fournie  par  la  seconde  correction  ; mais  on  trouve  alors 

_ 36X2,86  ...  . , _ . 

C = -77- — ; et  d apres  cette  valeur  de  C , on  ne  serait  point 

J (2,00) 

encore  assuré  de  l’exactitude  des  chiffres  qui  suivent  celui  des 
dixièmes. 

On  lèvera  l’incertitude  en  substituant  2,84  dans  l’équation. 
Ce  nombre  donne  un  résultat  négatif;  ainsi  la  racine  est  com- 
prise entre  2,84  et  2,8437.  D’après  ces  dernières  limites , on 
peut  prendre  pour  la  valeur  de  C , dans  toutes  les  opérations 

• , , . 36  X 2,8437  . . . 

suivantes , la  fraction — o}~,  et  comme  la  valeur  de 

J (2,04) 

cette  fraction  est  moindre  que  25 , on  aura  dans  toutes  ces 
opérations  »'  < a5t\  On  conclut  de  cette  relation  qu’après  la 
troisième  correction  l’erreur  sera  au-dessous  de  0,0004  ; que 
la  quatrième  correction  donnera  exactement  les  cent-mil- 
lièmes ; et  que  dans  chacune  des  opérations  suivantes  le 
nombre  des  chiffres  décimaux  exacts  ne  sera  pas  inférieur  de 
plus  de  deux  unités  au  double  du  nombre  des  chiffres  déci- 
maux de  la  valeur  sur  laquelle  on  opérera. 

Pour  appliquer  la  méthode  à la  racine  comprise  entre  2,7 
et  2,8 , il  faut  d’abord  en  obtenir  des  limites  plus  approchées. 


La  racine  positive  de  l’équation  i8xa — 1 4- 1 est 

2,79  à moins  d’un  centième.  En  substituant  2,79  dans  le  pre- 
mier membre  de  l’équation  proposée , on  obtient  un  résultat 
négatif,  et  comme  2,7  a donné  un  résultat  positif,  la  racine 
est  comprise  entre  2,7  et  2,79.  On  peut  donc  prendre  ces  deux 
nombres  pour  les  limites  primitives  a et  b. 

La  substitution  des  nombres  2,7  et  2,79  dans  les  trois 
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fonctions  f(x)  , f\x)  et  f“{x)  donne  les  signes  marques 
dans  le  tableau  ci-dessous  : 


/(*)  /»  f» 

2,7  -f-  — + 

2.79  — — + 


Ainsi,  il  faudra  employer  la  plus  petite  limite  2,7.  On  trou- 
vera en  partant  de  cette  limite  une  suite  de  nombres  qui 
seront  tous  plus  petits  que  la  racine  et  qui  en  approcheront 
de  plus  en  plus. 


La  valeur  de  la  fraction 


/~(2,7) 


— r-  calculée  jusqu’aux  cen- 
f (2.7) 

tièmes  est  o,o4 , ce  qui  donne  2,74  pour  la  troisième  va- 
leur approchée  de  la  racine. 

La  valeur  de  la  fraction  — calculée  jusqu’aux  dix- 

/ (2.74) 

millièmes  est  o,oi44>  ce  9U'  donne  2,7544  pour  la  troisième 
valeur  approchée  de  la  racine. 

En  substituant  dans  l’équation  2,76,  on  a un  résultat  né- 
gatif ; ainsi  la  racine  est  comprise  entre  2,7544  et  2,76. 

D’après  ces  dernières  limites , on  pourra  prendre  pour  la 
quantité  C , pendant  toute  la  durée  des  opérations  subsé- 

36  X 2 n() 

queutes,  la  valeur  numérique  de  la  fraction  — ^ ; et 

comme  cette,  valeur  est  moindre  que  26  , on  aura  dans  toutes 
ces  opérations  1'  < 261*.  Pour  les  limites  2,7544  et  2,76, 
la  différence  i étant  plus  petite  que  0,006 , la  relation  ci- 
dessus  fait  voir  que  l’on  aura  * ' <[0,001  ; et  l’on  en  conclut 
que  dans  chacune  des  opérations  suivantes,  le  nombre  des 
chiffres  décimaux  exacts  ne  sera  pas  inférieur  de  plus  de 
deux  unités  au  double  du  nombre  des  chiffres  décimaux  de 
la  valeur  sur  laquelle  on  opérera. 
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Observations  relatives  aux  fractions  qui  se  présentent 
sous  la  forme  §. 

311.  Les  développements  en  séries  peuvent  être  utilement 
employés  pour  découvrir  la  vraie  valeur  d’une  expression  qui 
se  présente  sous  la  forme  indéterminée  f . 

Pour  en  donner  quelques  exemples , prenons  d’abord  l’ex- 
pression   

— b 4-  — 4 ac 

2 a 

On  a vu  (n°  190)  que,  pour  obtenir  la  vraie  valeur  de  cette  ex- 
pression quand  on  a fait  a — o , ce  qui  la  réduit  à | , il  suffit  de 
multiplier  les  deux  termes  par  -f-ù-fl/ù* — 4 ac-  On  peut 
aussi  parveuir  au  même  but  en  développant  le  radical  en  une 
série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  a. 
A cet  effet , on  écrit  d’abord  ce  radical  comme  il  suit  : 


*(-£)'• 


D’après  la  formule  du  binôme,  on  trouve,  pour  toutes  les 
valeurs  de  a qui  satisfont  à la  condition  4 ac  b* , 


(4acy 2 ac  2 a*c* 

1 b7)  ~ ' b*  b~ 


etc., 


d’où  l’on  conclut 


\/W^c  = b-^f  ™'C% 


b 3 


■ etc. 


il  en  résulte 


■ b •+■  ^ b * — 4<jc c ac* 

2 a b b:i 


etc. 


La  dernière  égalité  montre  que,  lorsqu’on  suppose  a = o, 
l’expression  proposée  se  réduit  à — 

a*  Èdit.  36 
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Prenons  en  second  lieu  l’expression 


— b + \/bs  -f-  ab 1 


Cette  expression  devient  aussi  £ lorsqu’on  suppose  a = o ; 
mais  le  radical  peut  être  remplacé  par  l’expressiou  équivalente 


'O*?)  5 


au  moyen  de  la  formule  du  binôme  on  trouve  , en  supposant 
a<b, 

(.  <A3  , I a i l a’  . 

1 +b)  =I+3’b~l  •3*P  + etC-’ 
d’où  l’on  conclut 


— b -f-  \/ î ii  a . 

=,  — 5.5.7  + etc- 

a 3 3 3 b 

La  dernière  égalité  montre  que , lorsqu’on  suppose  o = o , 
l’expression  proposée  se  réduit  à j. 

Soit  encore  l’expression 

e*  — e~ix x 

__  * 
ix 

cette  expression  devient  | lorsqu’on  fait  x = o\  mais  en  rem- 
plaçant les  exponentielles  e*  ete—I  par  leurs  développements 
en  séries , il  vient 


-f-  etc. 


ix  ' 1.2. 3 ‘ i . 2. 3. 4-5 

On  voit  par  cette  égalité  que , lorsqu’on  fait  x = o , l’expres- 
sion proposée  se  réduit  à i . 

812.  Considérons  généralement  une  fraction  dont  les  deux 
termes  soient  des  fonctions  algébriques,  rationnelles  ou  irra- 
tionnelles, d’une  quantité  variable.  Représentons  cette  fraction 

par  et  supposons  qu'elle  devienne  f pour  xz=a.  Si 

l’on  remplace  x par  a + h , la  fraction  proposée  deviendra 
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F(a  Pourra  a^ors  développer  le  numérateur  et  le 

dénominateur  suivant  les  puissances  ascendantes  de  A.  Puis- 
que, par  hypothèse,  les  quantités  /(a)  et  F(a)  sont  nulles , 
il  faudra  que  les  développements  de  et  F(o-|-A)  se 

réduisent  à zéro  pour  h — o ; par  conséquent  ces  développe- 
ments ne  contiendront  que  des  puissances  positives  de  A,  et 
ils  ne  renfermeront  pas  de  terme  indépendant  de  A,  Soit 


f{a+h)=  P A*-fQAC-f  etc.  et  F (a+h)  = P'A  -t-Q'A^-f  etc.; 
f 

la  fraction  ■■  sera  remplacée  par  la  suivante 


P A*  -f-  QhC  -f-  etc. 
P'A‘,'  + Q'Ar+  etc. 


Cela  posé , si  » =£  <*' , fen  divisant  le  numéïatetir  et  le  déno- 
minateur de  la  dernière  fraction  par  J* , et^aisant  ensuite 

' ' p. 

h—  o , on  trouvera  pour  la  valeur  de  cette  fraction  p. 

Si  a > en  divisait)  tje  numérateur  et  le  dénominateur  par 

/ * » 

A " et  faisant  ensuite  A = o,  la  fraction  se  réduira  à zéro. 

Enfin  , si  «<^»',  en  divisant  les  deux  termes  par  A*  et  faisant 
ensuite  A = o , la  fraction  deviendra  infinie. 


815.  Lorsque,  dans  une  fraction  dont  les  deux  termes  sont 
des  fonctions  entières  d'une  quantité  variable  x , on  donne  à x 
une  valeur  infinie,  la  fraction  se  présente  sous  la  forme  in- 
déterminée — . Pour  faire  disparaître  l'indétermination,  il 
oo 

suffit  de  diviser  les  deux  termes  de  la  fraction  par  une  puis- 
— . sance  de  x telle  que  le  numérateur  ou  le  dénominateur  ne 
contienne  plus  x qu’en  diviseur. 

Soient , par  exemple  , les  trois  fractions 


îr’  — i Jur’  — i a:1'  — i 

x’  -f-  ix  -f-  i ’ x3  -f-  i ’ 2X*  -f-  3x' 


t 
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En  divisant  les  deux  termes  de  chacune  de  ces  fractions 
par  x % on  les  change  dans  les  suivantes  : 


i 


i 


i 

x* 


3 • 


’J.  1 , I , J 

1-J U — x + — 2 + - 

~ X^  X%  X%  ~ X 

Si  dans  ces  dernières  fractions  on  suppose  x=oo , la  pre- 

» 

>2*  3 

mière  devient  - ou  2 ; la  deuxième  devient  — ou  zéro  ; la 
1 00 

troisième  devient  — ou  l’infini. 

1 


\ 
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